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Vers une Formalisation de I'Evaluation Partielle
Résumé.

Cette thése propose une formalisation de I'évaluation fiiertiglle fournit par ailleurs quelques outils d'aide

a la construction d’évaluateurs partiels (correction dassfiormations, algorithme, terminaison). Elle est
motivée par le constat de lacunes dans des fondements theorgudans des mises en ceuvre pratiques.
L'une, notamment, tient au caractére informel de la probléatde I'évaluation partielle« déterminer des
programmes qui sont a la fois équivalents et plus perfornguitsr programme donns.

Afin de modéliser précisément la performance d’'un programmes popposons tout d’abord un cadre
général qui permet de représenter le processus d’exécutiorofpasition a la sémantique pure). Nous
indiquons ensuite comment attribuer un colt a une exécutiétudions plusieurs mesures d’efficacité. Cette
présentation débouche sur une définition formelle de I'évalngt#otielle en termes d’'optimisation. Elle met
également en évidence plusieurs notions d’'évaluation dartiptimale. Cette approche estillustrée d’exemples
gui reposent sur la sémantique naturelle et les schémas daupnogs récursifs.

Nous employons ces mémes schémas pour étudier formellementrécton des transformations de
pliage/dépliage, transformations majeures de I'évalugtiantielle. En particulier, nous établissons quelques
lemmes de commutativité sur les systémes de réécriture afin dfétenchamp d’application des conditions
de correction du dépliage/pliage faible. D’autre part, ndoisnons une définition formelle a I'algorithme de
redémarrage généralisé, montrons rigoureusement sa teroninaisexaminons quels bons critéres d'arrét
peuvent I'équiper.

Nous concluons notre étude sur une analyse des limites @ntigption par évaluation partielle.

Mots-clés :évaluation partielle, mesure de performance, optimalitééisas de programme, pliage/dépliage,
réécriture, redémarrage généralisé, terminaison.

Towards a Formalization of Partial Evaluation
Abstract.

This thesis proposes a formalization of partial evaluatoreover, it provides some tools for the construction
of a partial evaluator (with discussions of correction @ngformations, algorithms, and termination). It is
motivated by deficiencies in some theoretical foundatiordsseime practical implementations. One notable
point relates to the informal status of the partial evabmaproblem: “to determine programs which are both
equivalent and more efficient than a given program.”

In order to precisely model the performance of a program, gedive a general setting for representing
the process of execution. We then show how to assign a coetdgeution and study several measurements
of efficiency. This presentation leads to a formal definitiorpaftial evaluation in optimization terms. It
also brings out several notions of optimal partial evabratilt is illustrated with examples built on structural
operational semantics and recursive program schemes.

Those schemes are also used to formally study the correctiéwld/unfold transformations, the main
transformations of partial evaluation. In particular, vigts some lemmas about commutativity and rewriting
in order to extend the applications of correction condgidor weak unfold/fold transformations. Moreover,
we give a formal definition to the generalized restart alganitshow rigorously its termination, and investigate
which good termination criterion it may use.

As a conclusion, we analyze the limits of optimization bytjgdevaluation.

Keywords : partial evaluation, performance measurement, optimalitygram schemes, fold/unfold, rewrit-
ing, generalized restart, termination.
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Avant-propos

Le théatre.

Grace aux développements de I'ingénierie logicielle et augn@orapides de I'électronique, indispensable
support matériel, l'informatique s’est imposée comme teldgie. Elle n’a cependant pu exister en tant que
science qu’une fois établies les bases rigoureuses de ldatzilité' .

A l'orée du siécle, le mathématicien David Hilbert lance un paogme de recherche afin de trouver une
méthode générale pour déterminer si une proposition mathéreatiggiconque est vraie ou fausse. L'ambition
estgrande, etle sujet, fertile. Mais la réponse tombe en, 1®placable. Kurt Godel démontre par son théoreme
d’'incomplétude gu’une telle méthode ne peut exister. On tieeators a cerner le concept, encore imprécis,
de fonction calculable. Ainsi naissent dans les années 38ygmes équationnels de Herbrand-Godel, le
A-calcul de Church, les fonctions partielles récursives aKé, la machine de Turing et les systémes de Post.
La these de Church va ensuite démontrer que toutes ces foionslabnt équivalentes. Aujourd’hui encore,
tout ce que I'on sait réellement calculer tient Ia.

« Définir n’est pas calcules est la lecon fondamentale de G del. En particulier, il exisgeproblémes dont
on sait pertinemment qu'ils ont des solutions, mais qu’aeatonstruction ne permet pourtant d’atteifdie
faut donc clairement distinguer une définition constructixe repose sur un procédé effectif, d’'une définition
non-constructive, qui se contente de décrire sans donnepgemexplicite d’accéder aux objets.

Vues sous I'angle de la programmation, les fonctions caldak sont la description de séquences d’opéra-
tions élementaires qui transforment un ensemble de donnéesrésultat. Une difficulté majeure complique
leur étude et fait aussi leur richesse : on ne sait généralerasrggrantir que ces séquences ont bien une fin.
Méme si I'on reste en deca de cette limite de décidabilité, cersaméthodes, bien que mathématiquement
correctes, sont impraticables car elles mettent en jeualesls astronomiques a I'échelle de 'homme.

La piece.

C’est pourquoi, aujourd’hui encore, la programmationeest« art ». Pourtant, I'essor de I'informatique dans
des secteurs critigues demande une rigueur nouvelle, (gé Batisfait pas de recettes et d’incertitudes.

L'évaluation partielle se pose le probléme a deux niveauxt d@i@bord, elle prend un programme (sup-
posons qu'il fonctionne) et en fabrique un autre qui lui estiément. Ensuite, elle prétend que ce second
programme est meilleur que le précédent.

! Cet avant-propos est inspiré de textes moissonnés dans [Gri91, HU79, BDG88, Sav82, Leg(g, Le

20n peut en avoir une idée intuitive en réalisant qu’il existe beaucoup plus de fonctions que titnfooalculables. En effet,
I'ensemble des fonctions calculables, par définition consitué de fonctions décriteséramag fini, est nécessairement dénombrable.
Il ne pourra donc jamais contenir un ensemble aussi insignifiant que celui des fonctibindaaes{0, 1}, pourtant comparablel&.
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Le premier point est crucial. Si 'on ne peut pas garantir uaouveau programme est équivalent, il
est extrémement dangereux de le substituer a I'ancien carseulement les nouveaux calculs peuvent étre
erronés, mais de plus, rien ne signale un possible compantafifiérent.

Le second, a priori simple question de confort, est en feliterien conséquences. Il ne veut pas seulement
dire que le programme va donner ses résultats plus rapidemern consommant moins de ressources ;
lorsque I'on peut garantir le gain de performance, il enagaraussi les programmeurs a penser en termes
de spécifications plutdt que d'implémentations, et a écrire de ius naturel avec moins de préoccupations
d’optimisation en téte Par ailleurs, des calculs humainement trop longs, ou né@essne mémoire trop
importante, peuvent devenir possibles.

L'enjeu estimportant. L'industriel est satisfait par ueatabilité accrue (programmes plus sirs, écrits plus
vite, plus efficaces et plus faciles a maintenir). Le programnest satisfait parce qu’il fait dans de meilleures
conditions une tache plus gratifiante car de plus haut niveau.

Evidemment, nous en sommes encore loin, et cette thése, igtérsdge sur la validité des garanties
d’équivalence et d'efficacité, ne met qu’une touche hative deaabavant de passer la main.

Les protagonistes.

Il n"aurait pas été humainement possible d'écrire ce docurmaemombreux signes cabalistiques sags, T
IATEX et EMACS, chacun honteusemeathackés.

La préparation physique et psychologique, outre les inteimes avisées de ma famille et de mes amis,
a été assurée par le café LavazzBxpresso», I'aspirine tamponnée effervescente Oberlin, et les variat
Goldberg de Jean-Sébastien Bach interprétées par Glenn G88it) (

On ne livre pas de guerre sans une bonne intendance. Je muigti#ddevant les moyens humains et
matériels que j'ai trouvé a I'INRIA et & I'Université d’Hirolarg ; ils m'ont permis de poursuivre mes
recherches dans des conditions exceptionnelles. J'airégaterecu l'aide de 'UNSA en la personne de
Danielle Gérin pour I'organisation de la soutenance. Je reimpar ailleurs I'Ecole polytechnique et I'INRIA,
qui m’'ont accordé une bourse afin que je puisse réaliser caltravesi que le LFCS et Simulog, qui m’ont
donné les moyens matériels de I'achever aprés mon départ daSoph

Pour le soutien qu’ils m’ont apporté, notamment sur le plaengifique et technique, je suis reconnaissant
a Yves Bertot, Laurent Hascoet, André Hirschowitz, lan Bac@hierry Le Sergent, Kevin Mitchell, Francis
Montagnac, Vincent Prunet, Christophe Raffalli, BenoittRmbourg, Jean-Bernard Saint, Bruno Salvy, Jean-
Marc Steyaert, Laurent Thery, Paul Zimmermann. A ceux-Iauit également ajouter la voix désincarnée des
« Newsx, insondable puits d’'informations, et les minettes du serde documentation, mariage de charme et
d’efficacité.

Je remercie Jean-Claude Raoult pour sa lecture tres (ttep}iae, ainsi que Laurent Kott, qui a accepté la
double charge de rapporteur et de président du jury. Je reawgalement Paul Franchi-Zannettacci, Philippe
Devienne et Jacques Chazarain de s'étre intéressés a ce travail

Je rends hommage au projet CROAP, mon projet d’accueil &RIMNSophia Antipolis, pour ses bonnes
attentions et pour son courage a supporter stoiguement oé@eR

3C’est notamment I'idée contenue dans I'élimination des niveaux d'interprétatiorchagit 1). Dans ce contexte, écrire & un niveau
« méta» n'est pas pénalisant.
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Enfin, je tiens tout particulierement & mentionner Gilles Kahon directeur de thésede factos, pour
son soutien constant, tant sur le plan humain que scientiflguerois que peu en auraient fait autant.

— We have not decided yet the existence of God, and you wagttto e
Henry Miller, Plexus

— Cette lecon vaut bien un fromage, sans doute.
La FontaineFables






Introduction

L'objectif principal de cette these est de proposer iammalisationde I'évaluation partielle

Ce terme d’évaluation partielle regroupe un ensemble daigebs d’optimisation de programmes dont la
popularité est allée croissante au cours des quinze der@ignégs. Si de nombreuses applications concretes
ont d'ores et déja montré l'intérét pratique de ces techniglesste a notre avis quelques lacunes dans les
fondements théoriques, qui entachent certaines mises ee @wannent matiére a notre étude.

Notre formalisation pose rigoureusement la problématiquiedaluation partielle. Elle propose un cadre
général pour exprimer la performance d’'un programme et poliseéaes transformations.

Nous fournissons également quelques outils d'aide a laatisin d'évaluateurs partiels : correction des
transformations, algorithme, terminaison. En revanchasme proposons pas un systeawés en main qui
résoud le probleme pour un langage donné. Néanmoins, nous awapproche algébrique basée en grande
partie sur le formalisme des schémas de programme récunsdspaus pensons suffisamment général pour
pouvoir se plier aux spécificités de langages particuliers.

Organisation du document.

Ce document comporte trois parties. La premiere présenteugramnalytique et synthétique des développements
actuels de I'évaluation partielle.

1. Tour d’horizon de I'évaluation partielle. Aprés quelques généralités sur les langages de program-
mation, nous donnons dans le chapitre 1 une premiére appdackeproblématiquede I'évaluation
partielle : il s'agit de déterminer des programmes qui sora #is équivalents et plus performants
gu'un programme donné. Nous analysons ensuite méthodiquéeserourants majeurspécialisation
supercompilationetévaluation partielle généralisé&e chapitre se conclut sur un bilan comparatif des
trois approches. Les déficiences rencontrées motivent le gépasttent des chapitres suivants.

La seconde partie se consacre a la formalisation du probleriéwdluation partielle.

2. Sémantique et exécution.Partant du constat que la performance d’'un programme regsnfrinseque
mais liée au mode de calcul de ses résultats, nous définissona@tieR urmodéle d’exécutioafin de
spécifier le contenu opératoire d’'un programme. Pour étre addifigiles a des implémentations réelles,
et suffisament abstraits pour pouvoir raisonner, nous fanaotre modélisation sur des sémantiques
opérationnelles. Nous proposons notamment I'emploi deéfaantique naturellet du formalisme des
schémas de programmes récursiis petit langage illustre ces différentes approches.

1



2 INTRODUCTION

3. Mesure de performance. A I'aide d’'un modéle d’exécution, nous indiquons au chapit@fment
associer unenesure de performance I'exécution d’'un programme. Nous examinons en particlgier
cas de la sémantique naturelle et des schémas de programnsifséque nous mettons en pratique sur
le petit langage défini au chapitre précédent.

Nous définissons ensuite divers criteres pour comparer learpenfices de deux programmes. Nous
examinons minutieusement leurs propriétés et comment itxsorélés.

4. Optimisation et optimalité. Muni ainsi d'un modéle de performance, nous définissons foemalht
au chapitre 4 la notion évaluation partielle Parce gu’il nous semble raisonnable de chercher des
améliorations optimales pour des classes de programmes/@aiant simples, et de nous contenter
de modestes mieux » pour les classes plus complexes, nous définissons égalemsisptunotions
d’évaluation partielle optimaléNous illustrons ces définitions a I'aide d’exemples tirés éesx@hapitres
précédents.

Nous étudions ensuite des conditions d’existence et desiggwie d’évaluation partielle optimale.
Nous définissons un cadre qui permet de transporter des évakiptrtielles d’un langage dans un autre,
et montrons comment il permet aussi de construire exphiwtd des programmes optimaux. Enfin, nous
disons quel sens donner a l'optimisation d’'un ensembleétietion et examinons informellement et
gualitativement quelques sources d’optimisation.

La troisieme partie fournit des outils pour construire uriésye automatique de transformation de programme.

5. Transformations et correction. Nous étudions dans le chapitre 5 la correction des transfamsaqui
combinent pliages et dépliages. Nous puisons dans la littérglusieurs conditions correctes. L'une
d’elles, ledépliage/pliage faibles’applique aux transformations générales de pliage/déplagirvu
que les regles sémantiques des lois algébriques soient lisédas donnons quelques propositions sur
la commutativité des systemes de réécriture afin d’affaiblieagindition en une linéarité a gauche ou
a droite.

Nous définissons ensuite uséguence de transformatioo@mme une suite quelconque de transfor-
mations élémentaires constituées de pliages, de dépliagegaéures selon les lois algébriques, ou de
définitions de fonctions auxiliaires. Nous montrons qu’etetdoujours se ramener a une forme normale
qui peut étre traitée par les outils présentés précédemment.

6. Algorithme et terminaison. Nous étudions enfin I'algorithme dedémarrage généraliséui permet
de piloter une séquence de transformations. Sa terminajgemous présentons dans un cadre formel a
I'aide d’un bon préordre et d’'un ordre bien fondé, n'avait pesjj’'a lors été rigoureusement démontrée.
Enfin, nous analysons quels bamgéres d’arrétpeuvent équiper un tel algorithme d’évaluation patrtielle.

Aprés un bilan de notre approche, nous donnons daberalusionquelques perspectives et commentons les
limites de I'évaluation partielle. Suivent quelques ansexe

D. Démonstrations auxiliaires.Nous avons rassemblé dans I'annexe D la démonstration deiparpl
des propositions élémentaires ; fastidieuses, elles n’egppopas de compréhension supplémentaire
des phénomeénes et encombrent inutilement le texte. Nous s @aumsi placé certaines démonstrations
« techniques, ainsi que les justifications de quelques affirmations miregéequées dans le texte hors
du cadre d'une proposition formelle.

N. Notations, définitions et propositions usuelles.Nous nous sommes efforcés d’employer dans chaque
domaine la terminologie et les notations les plus répandisc cela comme excuse, n'avons pas
rappelé les définitions courantes dans le texte-méme ; celdesHcregroupées dans I'annexe N.
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Plan de lecture.

Afin de guider une lecture partielle ou discontinue, nousmreoes les dépendances entre les différents cha-
pitres ou parties.

Panorama (chap. 1). La lecture du chapitre 1 n’est pas indispensable pour aboelex qui suivent ; elle
leur sert néanmoins de motivations. Un lecteur étranger awighenpourra consulter tout d’abord les
exemples des sectiof$.3.2,§1.4.1 et§1.5.2 afin d’avoir une premiére idée des tenants et aboutissants

Formalisation (chap. 2, 3, 4). Les chapitres 2, 3 et 4 forment une suite logique qui permetotstruire
progressivement une formalisation de I'évaluation paetigils doivent étre lus I'un aprés l'autre. Les
seuls renvois au chapitre 1 le sont vers des exemples.

Outils (chap. 5, 6). Bien qu'ils s’enchainent logiquement, les chapitres 5 etns mlépendants entre eux et
peuvent étre lus séparément.

Conclusion. La conclusion doit étre intelligible & un lecteur familierdlomaine qui n'aurait pas lu 'ensemble
du document. Elle en résume dailleurs le contenu avant diioguelques perspectives et de discuter les
limites de I'évaluation partielle.

Annexes (ann. D, N).L'annexe D peut étre omise dans une premiére lecture, et résetw@eenvoi occasion-
nel. Lannexe N n'est a consulter que lorsqu’une notatiome définition est inconnue.

Conventions et notations.

Les notations les plus courantes sont données a I'annexesNadtees sont précisées au fil du texte ou en téte
de chapitre. A I'heure © nous mettons sous presse, les termes et les notationsndeX&N n’ont pas tous
encore été reportés dans l'index.

Lorsqu’un terme est d'un usage peu fréquent en frangais, ndiguions entre parentheses son équivalent
anglais ; nous l'indiquons aussi lorsque les traductioms élmignées ou pour permettre une meilleure lecture
des ouvrages cités.

D’autre part, lorsqu’'une démonstration ne suit pas immédiate une proposition, un lemme ou un
théoréme, cela signifie qu'elle a été placée dans I'annexe D afiegkalle texte. Nous n’indiquons pas
explicitement au lecteur gu’il peut s’y reporter.

Certaines définitions sont suivies (éventuellement en andéxed démonstration. C’est soit parce qu’elles
sont de nature algorithmique et qu’elles font interveniraatcul qui doit étre justifié, soit parce qu’elles
contiennent une proposition, qui a été mise la pour des rad®nomodité (faible importance, seule proposition
concernant la définition).






Chapitre 1

Tour d’Horizon de I'Evaluation Partielle

La spécialisationest une technique d’optimisation de programmes employ&egueri'on connait a I'avance
une partie des données. Son principe est d'effectuer le nuaide calculs immédiatement réalisables sur ces
données connues afin de réduire la tache finale, lorsque les donaggaantes seront fournies. Elle sert de
base d'évaluation partielle qui s'intéresse plus généralement a I'ensembleogémisations de haut niveau

Nous présentons dans ce chapitre une vue analytique et sgothdéveloppements actuels de I'évaluation
partielle. En particulier, nous examinons auee méme méthodolodes spécificités et les points communs des
principaux axes de I'évaluation partielle : spécialisateupercompilation, et évaluation partielle généralisée.

Cette étude fait apparaitre, dans un bilan final qui comparerogsapproches, plusieurs déficiences
auxquelles nous tentons de trouver des remedes dans legefapivants.

Organisation du chapitre.

§1.1 Afin de fixer les notations et le vocabulaire de base, nousatmntout d'abord quelques généralités sur
leslangages de programmatiogt lestransformations de programmellous employons pour cela un
formalisme général et intuitif que nous conservons dans taigeite du document.

§1.2 Nous définissons ensuite, encore de maniere informelf@ptdématiquede I'évaluation partielle, et
donnons quelques points de repéres historigues.

§1.3 Une fois ce cadre posé, nous présentons la théorie et lgyaate laspécialisation courant majeur de
I'évaluation partielle.

£1.4 Des transformations plus générales que celles employégzeeialisation, mais aussi plus difficiles a
mettre en ceuvre, conduisent aslgpercompilation

§1.5 Enfin, I'évaluation partielle généraliséexploite 'ensemble des informations d'ordre sémantiquér po
étendre le champ des transformations de simplifications.

§1.6 Ce panorama se conclut sutiian comparatifdes différentes approches, qui motive les développements
des chapitres suivants.

Notre objectif, dans ces chapitres, est d’offrir & la fois formalisationet desoutils pour I'évaluation partielle.
Nous ouvrons le chapitre 2 sur quelques bases en matiéreglaprmmation : sémantique et exécution.
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6 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’EVALUATION PARTIELLE

1.1 Langages et transformations.

La présentation qui suit est écrite dans un stgtectionnel: un programme représente une fonction qui prend
en argument une donnée et retourne un résultat. Néanmoinssetl@nsposable en termespératifs grace

a des fonctions qui opérent sur une mémoire ou un environnemertien en termeerelationnelsavec des
fonctions qui retournent des booléens ou des ensemblesud®es| Au lieu defonction il faut alors entendre
procédureou prédicat Nous ne rappelons pas les notions liées a la calculabiladaetomplexité [HU79], que
nous ne faisons qu'effleurer.

1.1.1 Langage de programmation.

Un langage de programmatioh comprend un ensembf@ de programmesun ensemblé&® dedonnéest un
ensembleR derésultats Il est caractérisé par sg&mantiqueune fonctionZ : P x D — R, qui établit un lien
entre un programmg, une donnéd et un résultat : L(p,d) = r. Il revient au méme de considérer la fonction
L:P— (D — R) ; un programme» de P répresente alors la fonction mathématicﬁ{@) : D — R.Ces
deux représentations isomorphes (curryfication) sont reféesi(p))(d) = L(p,d). Par abus de langage,
nous omettons souvent I'accent circonflexe et, suivant qus désirons accentuer I'une ou I'autre formulation,
nous notons simplemeiit(p, d) = r ou

Lpd=r

La fonction L n’est pas nécessairement totale ; elle est définie sdoomaine de définitioWom(L) C P x D.
Dom(L) ={(p,d) e PxD|3IreR Lpd=r}
Il en va de méme de fonction L(p) attachée a uprogrammep.
Dom(p) = Dom(L(p)) ={d €D |3reR Lpd=r}

Les raisons pratiques qui font quiep d n’est pas défini sont la non-terminaison et les erreurs de ¢ypag
la différence d'un langage de spécification, la sémantigdéain langage de programmatiosst une fonction
calculable Une sémantiquepératoireindique explicitementomment un programmg permet d’obtenir un
résultat- a partir d’'une donnéé. Elle s’oppose en cela a une sémantidéelarativequi spécifier sans donner
nécessairement un moyen de le calculavhluation ou I'exécutiondésigne le processus de calcul-dslon
une sémantique opératoire.

1.1.2 Evaluateur.

LorsqueD comporte des produits cartésiens, nous notansd,) une donnée composée de deux pardies
etd,. L'évaluation s'écrit alord. p (d,ds) = r.

Un interprétepour lelangage sourcd., : P, x D, — R, écrit dans un langage: P x D — R, estun
programmeinterp de P qui simule la sémantique de,. Pour tout programme, de P,, et toute donnéd,
deD,, il vérifie :

L interp (py, ds) = Lq ps dg

En réalité, un programme, € P, etune donnéé, € D, ne sont pas nécessairement homogenes a des données
deD, pas plus que le résultat = L, p, d, € R, n'est homogene a un résultat &e Il faut donc donner des
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fonctions de codagejui permettent d’interpréter des objets lecomme des objets dg, et réciproquement.
Ce sont des applications calculabtés. : P, — Dy, Tp, : Dy — D, €t Tr : R — R,. Pour L, = LISP

et L = SML, on peut distinguer par exemple un programme= (lambda(x) x) d'une donnéed =
Tp, (ps) = LIST[ATOM ”lambda”, LIST[ATOM ”x”], ATOM ”x”] construite a l'aide de constructeurs
de types de données. Linterprétgerp verifie alors la relationl’z (L interp (T, (ps), Tp.(ds))) = L, ps ds.
Elle correspond au diagramme suivant.

T‘psl T«Dst ‘TT\»
L

{interp} x (D; x Dy) —> R
Pour plus de lisibilité, nous omettons le plus souvent la nardes fonctions de codage.

Un compilateurest un programmeomp, €crit dans un langage, qui traduit des programmes écrits dans
unlangage sourck, : P, x D, — R, vers des programmes écrits dans ufangage ciblel., : P, xD, — R,.
Aux fonctions de codage présymyp vérifie pour toute donnég, deD; :

p. = L comp p,

Lc (L comp ps) ds = Ls Ds ds

SiI'on rétablit les fonctions de codage, la compilation espond au diagramme suivant.

P, x D, Ls R
T’PS\
{comp} x D —Lipr \o T,
Tr
P, x D, Le R,

Un évaluateurpour le langagd., est un interpréte pouf, ou un compilateur dé., dans un langagé.. Il
permet de calculer effectivement la sémantiquéd. de

1.1.3 Formalisme sémantique.

L'évaluation partielle est un procédé constructif qui étenadtion d’évaluation. A ce titre, elle demande une
sémantique qui ne soit pas purement déclarativg{ci.1). Cette sémantique peut étre elle-méme décrite dans
le cadre d’'urformalisme sémantiqué’ : S x (P x D) — R ou S désigne un ensemble dpécificationde
langages de programmation.

Une spécification sémantiqueour le langagd. : P x D — R, écrite dans le formalismé&’, est une
spécifications de S qui exprime la signification dé&. Pour tout programmge de P et toute donnéé deD,

Fs(p,dy=Lpd

Autrement dit,L = F(s). D’autre part, si 'on peut exprimer le formalisme sémargigucomme un langage
de programmation, on reconnait alors dans la spécification si&uanuninterprete du langagé., écritenF
(cf. §1.1.2).
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1.1.4 Equivalence.

Deux programme$ et ¢ sontstrictement équivalentsi I'on ne peut les distinguer par, c'est-a-dire si,
appligués aux mémes données, ils produisent un méme résultat.

p=gq SSI Dom(p) =Dom(q) et Lpd= Lqd pourtoutd € Dom(p)

Cette équivalence stricte signifie que les deux résultgis] et L g d sont simultanément ou bien indéfinis,
ou bien définis et égaux entre eux, c'est-a-dire que les fonctigp$ et L(q) de D — R sont égales.
Plus généralement, la comparaisandu comportement opérationnglobal des programmes (@xtension
paresseuse de I'équivalenc@exprime ainsi :

pC g ssi Dom(p) C Dom(q) et Lpd= Lqgd pourtoutd € Dom(p)

Larelationp C ¢ signifie L(p) = L(q) pom(p), C'€St-a-dire qud. p d estindéfini € ¢ d peut étre défini ou non),
ou bien qu'il est défini et égal & g d (en ce cas nécessairement défini). De sorte que I'équivalelicte sttre
programmes s’écrit aussi :

p=q ssi pCq et pJgq

Pour comparer deux programmeset p’ écrits dans deux langages différenis: P x D — R et L’ :

P’ x D' — R/, il faut donner une correspondance entre les donné&sed®’, et entre les résultat de etR'.

Il s’agit de fonctions de codag@p, : D — D’ et Tz, : R' — R (cf. §1.1.2). Une fois ces fonctions fixées, la
comparaison du comportement opérationnel global des progesp etp’ s’exprime ainsi :

pEp' ssi Tp(Dom(p)) C Dom(p') et Lpd=Tr (L p' Tp(d)) pourtoutd € Dom(p)

Cette relation signifie qug’ codep partout @i p est défini.

1.1.5 Transformations de programmes.

Une transformation de programmesst une applicatio” : P — P’ qui envoie les programmes d’'un
langagel sur les programmeB(p) d’'un langage.’. En pratique, les programme®tT'(p) ont comportement
opérationnel similaire : une transformation ealide (en anglaisc sounds) si elle transforme tout programme
p en un programmmé’(p) de caractérisation moins fineT}(p) C p ; en d'autres termes, elle n’introduit
pas d’'incohérence. Elle esbmplételorsqueT(p) contient toute la caractérisation ge p T T'(p). Enfin,
une transformation esbrrectelorsqu’elle est valide et compléter’(p) = p ; on ne peut distinguer les deux
programmes par I'observatidn.

L'étude d’'une transformation de programnies P — P’ comporte les étapes suivantes :

Langage et sémantique : L'observation opérationnell& est précisée par la donnée desmantiquesles
langaged. et I'.

Transformations : Unetransformation élémentaire locaj¢ = T'(p) substitue une partie du texte gdepar
un texte qui lui est équivalent ; il est nécessaire pour celalgeel’. A 'opposé, undgransformation
élémentaire globaleécessite un parcours itératif d€par exemple pour le calcul d'un point fixe) ; dans
ce cas, les langagdset .’ ne sont pas nécessairement égaux. $i L', la transformation?” : P — P’
est uneraductiondes programmes de en programmes dg’.
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Correction : Une transformation correcte fabriqgue des programmes éeguiga: p = p’. Dans des cas
reconnus, on admet — et méme souhaite parfois — des progradavastage définisp C p’. On évite
par contre les situationgi@’ C p car dans ce cas est défini moins souvent que; il a en quelque sorte
perdu de I'information.

Lorsque la transformation est automatisée, il faut égalesptifier les points suivants.

Algorithme :  Un algorithmespécifie ungransformation composésuite de transformations choisies dans
une gamme de transformations élémentaires. Sans proprié@nfleencesi plusieurs transformations
élémentaires sordapplicablesa diverses étapes, on explicite ou non un choix déterministaip®es
diverses transformations.

Terminaison : On ne dispose réellement d’'un algorithme que lorsque I'ort gatantir laterminaisonde
cette suite de transformations. On atteint un prograrfimad, en forme normale lorsqu’aucune des
transformations élémentaires n’est applicable au progracoueant.

Enfin, il faut justifier I'intérét de la transformation.

Objet des transformations : L'optimisation a pour but de rendre les programmes plus effisall faut donc
expliciter uncritére de performancet montrer que les transformations effectivement amélidesn
programmes au sens de ce critére.

Conseils et heuristiques : On préconise parfois un style de programmation ou des hieest afin d’obtenir
de meilleurs résultats. Des paramétres permettent d’ajiesteonditions de terminaison.

C’est la liste des points que nous considererons un a un palysan les différentes approches de I'évaluation
partielle.

1.2 Problématique de I'évaluation partielle.

Dans sa formulation la plus généraleptebléme de I'évaluation partiellpour un langagé : P x D — R est,
pour toutp € P, de savoir trouver des € P équivalents &, qui vérifient un certain critére de performance. Ce
critere est généralement lié a I'espace mémoire consommé ettem@s d’exécution ; en de rares occasions,
ce critére exprime qug’ est sous une forme canonique. Evaluateur partiekest un programme qui calcule
unesolution d’'un probléme d’'évaluation partielle.

L'évaluation partielle partage certains des objectifs delapilation En effet, celle-ci poursuit un double
but de traduction et d'optimisation : elle transforme ungoaonmep de L en un programme équivaleptde
L', choisi pour son efficacité. Dans un certain sens, I'évalugi@otielle est un cas particulier de compilation
ol langage source et langage cible coincidentinkerse, on peut considérer la compilation comme une
traduction« pures, précédée ou suivie d’'une phase d’optimisation par évaluatidiepe. Il est donc naturel
de voir les deux domaines s'échanger vocabulaire et techsiqu
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Il est plaisant de faire remonteréValuation partiellé au théoréme de curryfication récursive (dit théo-
reme 3') de Kleene [Kle52]. En pratique, ce n’est qu'au début des and@gue Lombardi et Raphael réalisent
le premier évaluateur partiel, basé susH. Les années 70 sont marquées par les projections de Futamura et
les premiéeres applications importantes a I'optimisatioss premiers évaluateurs partiels auto-applicables et
I'analyse de temps de liaison doivent attendre les années’86t;le triomphe de la spécialisation. Nouvelles
techniques et applications foisonnent en ce début des andgss® qu'émergent véritablement d’'idée phare ;
nous sommes dans une phase de maturation.

La bibliographie annotée [SZ88] donne les références eslesitie cette rapide chronologie. Consel et
Danvy donnent dans [CD93] un apercu des avancées récentesjrazecent particulier sur la spécialisation.
Nous citons quelques autres références dans les sectioRst®gyqui sont consacrées respectivement a la
spécialisation, a la supercompilation, et a I'évaluationiplée généralisée.

1.3 Spécialisation.

L'évaluation partielle doit beaucoup &lécole danoise, menée par Neil Jones, qui a non seulement défriché
et mis en ceuvre de nombreux aspects dpé&ialisationmais a aussi eu de multiples actions de popularisation
[BEJ88, EBF88, PEP93, JGS93]. Une partie de la présentaticgud est d’ailleurs inspirée de certains de ses

travaux [JSS85, Mog89a].

La sectior§1.3.1 suivante, qui présente les grands principes de la $ipétian, est relativement aride pour
un lecteur qui n'est pas un habitué du domaine. Il aura intésétréférer aux exemples et aux explications des
sections§1.3.2 et§1.3.3.

1.3.1 Principes de la spécialisation.

La spécialisation repose sur I'isomorphisme efitre D — R etP — (D — R), et sur l'identification entre
programmes et données. Programme résidued’un programme» de L, par rapport a la donnée partielig
est un programme,, de L tel que pour toute donnek complétant/; end = (d;, d-), on ait :

Lpdl d2 = Lp (dl,dg)

On dit quep,, estspécialisépar rapport & la donnésatiqued; ; la donnéel, est qualifiée delynamiqueBien

gue le domaine dg,, soit différent de celui de, il est conceptuellement équivalenpaur les données qui
comportent la donnée partielte. Le programme résiduel n'est pas unique. Il existgptogramme résiduel
trivial ¢ défini par :q d = p (d1,d) ; il « attend» en quelque sorte qu’on lui fournisse la donr&epour
exécuter le programme d’originesur les donnéegd;, d,). Plus généralement, dans le casle programme

p prendn arguments, les donnéds, . . ., d,, sont scindées en deux ensembles disjoints, données stagtques
données dynamiques.

Un spécialiseurest un programmeniz? écrit dans un langagé’ qui produit des programmes résidugls
a partir de programmeset de donnéesg, écrits dans un langage Autrement dit, pour tout programmeet

! Le terme dévaluatiora pour origine les premiers langages abordés, qui s'appuyaient sur une sémantique purement lerd@édura
programmation logique, on distingue a préseévdiluation partiellepour RROLOG-procéduralet ladéduction partiellgpour RROLOG-
déclaratif. Laspécialisationa I'origine de la discipline, a laissé le qualificaidrtielle, car elle étudie les programmes dont les données
sontpartiellementconnues.

2 Cette dénomination provient de la notionrdéxed computatiofErs78].
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toutes donnéegl,, d,), miz vérifie les équations :
L' mizx (p,d1) = pa,

L (L' miz (p,dy)) dy = L p (dy,d>)

Le spécialiseur trivialest celui quik calcules le programme résiduel trivial. Si I'on rétablit les fonctiots
codage (cf§1.1.2), cette équation correspond au diagrame suivdrésigne I'application identité).

L

P x (D x D,y R
Tp{ Tg1l
{miz} x (D, x D)) L»R’ Id 1d
.
L

Soit interp un interprete, écrit e, d’'un langage sourcé, : P, x D, — R,. Par définition, il vérifie
L interp (ps,ds) = L, ps d,. Appliquons la définition deniz & p = interp etd; = p, € P,. On peut
calculerinterp, = L' miz (interp,p,). Ce programmenterp,, Vérifie pour toute donnéé, deD, I'équation
L interp, d,= L, p,d,. Onyreconnait le résultat de la compilation fievers le langage ciblé, = L :

pe. = L' miz (interp,p,)

Cette équation porte le nom geemiére projection de Futamui&ut71]. Elle indigue commentiz permet
de compiler de, vers L si I'on connait un interpréténterp de I, écritenL.

P, x D, Ls R
Tp, { \T‘Ds Tr

{interp} x (D; x D,) L R

n| o)
LI
{miz} x ({interp'} x D)) —> R’ Id 1d
TR/
P x Dy L R

On peut également remarquer gque= L' miz (interp,ps) = L' mizinierp Ps-

Supposons a présent que les langdgesl’ sont égaux. Nous définissons un programmep de L = L'
de la maniére suivante.

COMp = MAL in1erp, = L miz (miz, interp)

Cette nouvelle équation estdauxieme projection de Futamuralle décrit commentn:z permet de fabriquer
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un compilateurcomyp de L, versL si I'on connait un interpréténterp de L, écrit enL, carp, = L comp p,.

P. x DL R,
Tp, Tp, Tp
{interp} x (D; x D) L R
o/
{(miz} x ({miz}x {interp'}) —v {comp} 1 a
T \ Id
{comp'} x Dy —F P
T
P x D, L R

Notons enfin quecomp = L mixz (miz, interp) = L miz,,,, interp €t posons :
COgEN = MAT iy = L miz (miz, miz)

Cette derniere équation s’appellettaisieme projection de Futamur&lle exprime commeniniz permet de
construire un générateur de compilatetsgen de L, vers L si I'on connait un interpréténterp de L, écrit
enL, carcomp = L cogen interp.

P, x D, L R,
Tp, Tp, Tr

{(miz} x ({miz}x {miz}) —» {cogen}  {interp} x (Dy x Dy) — > R

TR'/ Tf/
{cogen'} x {interp'} —2v {comp} .
T { id Id
{comp'} x D P
T
P x D, —L> R

La possibilité d'appliquermiz a lui-méme est appeléauto-application DO aux technigues employées, il
peut étre avantageux parfois d'écriveyen directement, plutdt queriz, afin d’éliminer des redondances qui
détériorent la performance de I'évaluateur partiel [BW93]ighpas de I'évaluation partielle calculée).

Il faut noter qu’un spécialiseuniz de L écrit enl et un interprétenterp de L, également écrit el ne
suffisent paseulsa fabriquer leurs équivalents dahs. Aucune équation ne fournitiz, (spécialiseur pour
le langageL, écrit enL,), ni interp, (interpréte de., écrit enL,).
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1.3.2 Exemples de spécialisation.

\oici quelques exemples élémentaires de spécialisation jpolanage $ANDARD ML?. Nous conservons
dans cette section le style proche deA(avec des primitives, sans motifs ni définitions clausaleg)leyg
dans [Mog89a], dont ces exemples sont tirés. Nous examineessds spécialisations de la fonctiappend
suivante, qui réalise la concaténation des listes :

fun append(x,y) = if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y)

Nous supposons donc connu I'un ou l'autre des deux argunderigpend, et nous examinons quels types
d’optimisation on peut réaliser quand on dispose de cetbenrtion.

Spécialisation triviale. La spécialisation la plus simple consiste a ne rien fairest@edire a attendre
l'arrivée des données manquantes. Elle est analogudeamneturesutilisées pour la curryfication dans les
langages fonctionnels. La fonctieppend_y12 suivante est Iapécialisation trivialeg(cf. §1.3.1) deappend
par rapport a un second argumegrégal a la listel1,2].

fun append_y12(x) = append(x,[1,2])

Propagation des constantes. Si une fonction définie payf(z1,...,z,) = ezp est toujours appelée avec
un méme argument; = ¢, on peut remplacer chaque apparition sdedansexp par c, et dterz; de la
liste (x4, ...,z,) des parametres dé En pratique, on suit les étapes suivantes (les parties tenes qui
interviennent dans la transformation sont soulignées).

0) fun append_yl12(x) = append(x,[1,2])
1) fun append_y12(x)

if (null x) then [1,2] else (hd x)::append(tl x,[1,2])
2) fun append_yl12(x) =

if (null x) then [1,2] else (hd x)::append_y12(tl x)

L'étape (1) est urdépliagede la fonctionappend : on a remplacé I'appel deppend dans I'expression
append(x, [1,2]) par le corps de sa définitioruda variabley a été remplacée par I'expressién, 2]. Plus

généralement, si une fonction est définie gét,,...,z,) = exp, le dépliage def consiste a remplacer
une expressioif (ezp,, ..., ezp, ) parezplz,/exp,,...,x,/ezxp,], terme qui désigne I'expressianp ou les
variablesz,, ..., z, ont été remplacées respectivementar, ..., ezp,,.

L'étape (2) correspond a yoliage de append_y12 ; c’est I'opération inverse du dépliage, qui consiste
a reconnaitre le corps instancié de la définition d’'une fonatipa le remplacer par I'appel fonctionnel qui
lui correspond. Autrement dit, si I'on dispose d'une foantidéfinie parf(z,,...,z,) = exp, le pliage
de f dans une expression qui S’écktp|x,/exp,,...,x,/exp,] consiste a la remplacer par I'expression

f(emp17"'?€xpn)'

Le gain de cette opération est ici simplement la réduction duobme d’arguments et du nombre d'accées
a certaines variables. Plus généralement, le but de la priopaghes constantes est de faire apparaitre des

3 STANDARD ML, abrégé en SML, est un langage fonctionnel fortement typé. Les fonetians : (notée de maniére infixehd, t1,
null et correspondent respectivement aux fonctigils cons, car, cdr etnull de LSP. L'abstraction (1ambda (x) exp) Ss'écrit
fn x => exp.Pour plus de détails, on peut consulter par exemple [Pau91, MTH9O0].



14 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’EVALUATION PARTIELLE

expressionstatiques c'est-a-dire des expressions qui ne comportent pas deblesjajui sont donc indépen-
dantes de la valeur des parametres d’appel et qui par consgouernt étre immédiatement évaluées. C'est
le cas dans I'exemple suivant. En revanche, pour évaluerxpressiordynamiqueil faut connaitre la valeur
des parametres d'appel.

Propagation des constantes avec dépliage Spécialisons a préseappend par rapport a umpremierargu-
mentx = [1,2]. On peut dérouler certains calculs sur les objets statiques :

0) fun append_x12(y) = append([1,2],y)
1) fun append_x12(y)
if (null [1,2]) then y else (hd [1,2])::append(tl [1,2],y)
2) fun append_x12(y) = 1::append([2],y)
3) fun append_x12(y) =
1::(if (null [2]) then y else (hd [2])::append(tl [2],y))
4) fun append_x12(y) = 1::2::append([],y)
5) fun append_x12(y) =
1::2::(if (null []) then y else (hd [])::append(tl [],y))
6) fun append_x12(y) = 1::2::y

Le dépliage de la définition deppend en (1) fait apparaitre des expressions statiques qui sontegsaluées
en (2). On réitére deux fois le méme procédé pour atteindre finatelaespécialisation (6). La fonction
append_x12 résultante est plus efficace parce qu’un certain nombre dededtappels de primitives ont été
réalisées a I'avance ; il n'y a plus d’appels fonctionnels d&rigeappend.

Spécialisation polyvariante. Une spécialisatiomonovariantene permet de fabriquer qune seulesersion
spécialisée de la fonction originale. En revanche, une spsatiah polyvariante[Bul84] autorise plusieurs
instances : un spécialiseur peut construire au cours de la reéss@n plusieurs spécialisatiofis, . . ., fa,
d’'une méme fonctiorf. Soit par exempleck la fonction de Ackermann :

fun ack(x,y) = if x=0 then y+1
else if y=0 then ack(x-1,1)
else ack(x-1,ack(x,y-1))

Sa spécialisation polyvarianéek2 par rapport ax = 2 conduit a

fun ack0 y = y+1
if y=0 then 2 else ackO(ackl(y-1))
if y=0 then 3 else ackl(ack2(y-1))

fun ackl y

fun ack2 y

L'appel deack2 (y) est plus efficace que celui dek (2,y) pour des raisons identiques aux cas précédents.
Une spécialisation monovariante n'aurait produit que :

fun ack2 y = if y=0 then 3 else ack(l, (ack2(y-1)))

ou les appelsack(0,y) etack(1,y) n'ont pas été spécialisés. Toutefois, la distinction entreialigation
monovariante et spécialisation polyvariante est purenaetinique et due principalement artalyse de temps
de liaison(cf. §1.3.4, algorithme), dont le modele d’origine a d( étre étendwafipermettre plusieurs variantes
spécialisées d’une méme fonction.
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1.3.3 Applications de la spécialisation.

L'essence de la spécialisation est de supprimeélisents interprétédun programme. Ses applications sont
contenues dans les trois projections de Futamura. On pé&utieser des exemples variés dans [BEJ88, EBF88,
PEP91, PEP92, PEP93]. Certaines sont a la frontiére d’'uncémpustriel. Voici les plus communes.

L'analyse lexicale est un des domaines de prédilection dpdaialisation, dont on ne sait s'il est un cas
d’école spectaculaire ou une preuve tangible de bien-formEafmlex(reg, str) un programme d’un langage
L qui décide si une chaine de caractésgsest dans le langage engendré par une expression régtdiere
Pour une expression réguliéreg fixée, un programme residugtalex, ., (str) décide de maniére équivalente
si la chainestr appartient ou non &eq. Des spécialiseursizz parviennent a produire un programme résiduel
analex,., = L miz (analex, reg) qui ala forme d’'un automate fini, et qui est donc particuliénenedficace.
De plus,L miz (miz,analex) = miZ...1., €St UN compilateur d’expressions réguliéres similiairee® sous
UNIX. En effet,miz a1ex(7eg) = analex,,,. Lanalyse syntaxique (parsing) est traitée a I'avenant.

Dans un domaine voisin, on trouve également la compilatioredberche de motif (pattern matching)
[Dan9l, QG92]. Des spécialisewsedécouvrens I'algorithme de Knuth-Morris-Pratt, de complexié®(m +
n) oU m est la taille du motif et» celle du texte, en partant de I'algorithme naif de complexténn)
[CD89, Smi91].

Dans le domaine des langages de programmation, la spéttaliséapplique, grace aux projections de
Futamura, a la compilation et & la génération de compilatepartér d'interpretes [JSS89, CK91b, CD91b].
Elle permet par exemple de compiler I'instrumentation (dging, profiling, etc.) [Con91] et I'héritage dans
les langages orientés-objet [KS91, HM92]. Elle peut aus®rdéher des informations liées a la notion de
paresse [HG91, Jar92].

Elle s’appliqgue également a la construction de programme®nimentaux [Sun91], a I'optimisation de
techniques de réécriture [Bon88, SSD91], et a certains cahtuhériques [Ber90, BW90, Mog86].

Par ailleurs, compiler, puis exécuter le progamme compighgsouvent moins de temas totalqu’inter-
préter le programme original. Un résultat similaire s’obsegm évaluation partielle. Connaissant 'ensemble
des données d’'un programme, calculer le programme résidueinsuportion« choisie» de ces données,
puis I'exécuter sur les données restantes, prend parfoialglolent moins de temps qu’exécuter le programme
initial sur 'ensemble des données.

1.3.4 Analyse de la spécialisation.

Nous analysons a présent la spécialisation suivant le modapest a la sectiofil.1.5.

Langage et sémantique.

De nombreux langages ont désormais leur spécialiseurs : migagles fonctionnels d’ordre supérieur comme
ScHEME [Bon91, Con90a], des langages de programmation logiquensoRroLoG [Has88, Sah91a] ou avec
des contraintes [FOF88, HS91], des langages impératifs eomatAL [Mey91] ou C [And92], des langages
fortement typés comme ML [Lau91b, BW93].
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Les spécialiseurs ne travaillent parfois que sur un sousrelnle de langages réels, encore trop complexes.
Du fait de leur relative simplicité, SHEME et FROLOG sont les plus populaires, notamment en ce qui concerne
I'auto-application.

Transformations.

Les transformations de base de la spécialisation simtdduction de nouvelles définitiorffistances d'ap-
pels de fonctions déja existantes)dépliage(en anglais, unfold), évaluation d’expressions statiquetle
pliage (fold) des nouvelles définitions. Ce sont toutes des transfboms locales. S’y ajoutent parfois des
transformations paresseusesmmex« hd(z::1) — z »*, également locales.

Correction.

Les transformations de dépliage et de pliage ne sont pasctesrécf.§1.1.5). Cependant, le dépliage est
complet et le pliage valide. Soient par exemple les fonst®BRIL suivantes.

fun incr(x) = x+1
fun loop() 1::1oop()
fun foo(x,y) = incr(y)

Alors que I'évaluation de I'expressiofioo (1oop(),2) ne se termine pas (elleouclg, le dépliage defoo
construit 'expressionincr (2), qui s'évalue bien ef. le dépliage n’est donc pas une transformation valide. De
méme, si I'on replie la fonctiodncr sur elle-méme, on fabrique une fonctiofun incr(x) = incr(x) »,
dont I'évaluation ne se termine jamais. Le pliage n'est dasgomplet.

Néanmoains, sil'on évite I'effacement d’expressions par @gglj et si I'on se restreint au pliage des nou-
velles définitions (apres dépliage dans le cas du corps d’'unehedéfinition elle-méme), ces transformations
sont alors correctes ; elles fabriquent des programmegestrent équivalents aux programmes originaux. Les
spécificités de RoLoG traduisent ces condition ainsi : il est toujours correctlier pn prédicat qui n'est défini
gue par une clause unigue, a condition que toutes les vesighi apparaissent dans le corps de cette définition
apparaissent également dans la téte et gu’on ne le replie paséme. Ces conditions peuvent étre affinées
[TS84, GS91, PP91lal].

Les transformations paresseuses sont par définition uniqueroenplétes ; elles peuvent produire des
programmes de domaine de définition plus large. Par exemgla]liation de I'expressiohd (1+2: : 1oop())
boucle. En revanche, apres I'application de la transfoonapiaresseuse hd(z::1) — =z », 'expression
résultante1+2 s'évalue ers.

Algorithme.

La spécialisation est totalement assujetie aux données esndne premiére stratégie, didenline», consiste

a simuler dynamiguement d’évaluation du programme, afin derditer au fur et & mesure les transformations
a lui appliquer [WCRS91]. Plus colteuse, mais intrinséqueiples puissante, elle a eu la réputation arbitraire
de produire de gros programmes, lents et peu spécialisés.

“Cette transformation eparesseusparce qu’elle élimine I'évaluation de la liste
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C’est pourquoi beaucoup lui préférent encore une stratégidfline », qui précéde la spécialisation
d’'une phase dnalyse de temps de liais@binding time analysis, abrégé en BTA). Connaissant la ri¢josrt
statigue/dynamique des données, celle-ci annote et digtileg parties du programme qui seront connues au
moment de la spécialisation proprement dite, et sur lesepislhppliqueront les transformations, des parties
dynamiques qui resteront inconnues et inchangées. Cette mhiaterprétation abstraite préliminaire a pu
conduire a des spécialiseurs auto-applicables efficaceqanleur vitesse que par la qualité des programmes
spécialisés produits [Bon93, Con90b]. Pour plus de détailss renvoyons le lecteur par exemple a [Mog89a].

Terminaison.

Le probleme de la terminaison est souvent €ludé par les séciedi[Bon93], qui fondent I'arrét sur la fin du
traitement des données statiques. Méme lorsque qu’un criéaati un nombre fini de dépliages — et c’est
une propriété rare [WCRS91] — le principe consistant a corapiént évaluer toute expression totalement
statique compromet la terminaison du processus de spétialis un tel spécialiseur pewtbouclers. Si cela

se produit dans des parties du code qui ne sont jamais atgilnt a conflit radical entre un programme résiduel
théorique qui se termine quelles que soient les données dgnasifournies et un spécialiseur qui boucle sans
produire de programme spécialisé.

Ce sont jusqu'ici les spécialiseusronline » qui offrent le plus souvent de réelles garanties de terninais
car ils conservent davantage d’information que les spéeiais« offline », batis pour la vitesse. lls mettent
pour cela des bornes a la profondeur de spécialisation, eniexat éventuellement I'historique des dépliages.
Par exemple, Sahlin [Sah91b] borne powoPoG le nombre d’appel d'un méme prédicat sans qu’il y ait
décroissance de taille des arguments, la profondeur jusggiéelle les termes sont comparés pour le test de
boucle, et I'intervalle de variation sir des entiers, en dekdaquel on considére qu'il y a risque de boucle. Ce
dernier point correspond en fait au cas particulier d'umefion dont les arguments varient dans un ensemble
fini ; lorsque cet ensemble estinfini, comme c’est le cas desrentin donne une relation d’équivalence d’'index
fini afin d’obtenir la méme propriété : par exemple, larelation= m ssi n = m ou |n|, |m| > 2 » considére
les entiers comme I'ensemble fifw-2, —1,0, 1, 2, autres }. Toujours pour ROLOG, Prestwich [Pre92] limite
la taille des termes et le nombre d'instances différentesediméme fonction spécialisée. Il existe des études
générales sur leest de boucl€loop checking) [BAK91] qui cherchent & établir non seuletriea cas @ un
programme ne boucle pas, mais aussi les ¢aél boucle avec certitude. Ce type de test est utilisé pour la
sémantique déclarative de®.oG non seulement pour assurer laterminaison de I'algoritreeaghsformation,
mais aussi pour simplifier les programmes résultants [Bol91].

Lorsqu’un critére d’arrét est atteint, on stoppe les dépliagd®n construit, faute de mieux, un appel
aux fonctions non spécialisées. Certains spécialiseurs [VBCRSnploient un mécanisme dedémarrage
généralisgcf. §1.4.3), emprunté a la supercompilation. C’est une opéralisncourante chez les spécialiseurs
ProLOG[Has88, Sah91la].

Objet des transformations.

La spécialisation vise avant tout a réduire le temps d'exéeuakids programmes. En régle générale, I'évaluation
d’expressions statiques élimine des calculs, le dépliagandintes colits d'appel de procédure, et le pliage
des définitions spécialisées réduit le nombre d’arguments antetie. Néanmoins, des transformations de
dépliage peuvent dupliquer des calculs. Considérons pan@#eéh$S85] la fonctiof définie par le programme
suivant.



18 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’EVALUATION PARTIELLE

n+n
if n = 0 then 1 else g(f(n-1))

fun g(n)
fun f£(n)

Elle ne doit pas étre dépliée en :
fun f’°(n) = if n = 0 then 1 else f’(n-1) + f’(n-1)

En effet, la fonctiont d’origine est linéaire ; apres transformation, elle deviespiomentielle. La relation entre
les deux formeg et £’ est de méme nature gu’entre les versions linéaire et expefierde la fonction de
Fibonaci.

Trés peu d’'études cependant, aussi bien spécifiques que gérfératadisent ou simplement s’intéressent
au gain obtenu par spécialisation.

Sion limite les transformations au pliage, au dépliage edaluation d’expressions statiques, Andersen et
Gomard montrent [AG92] pour un petit langage impératif, naaisc une méthode assez générale, que le gain
est au plus linéaire. Par contre, des transformations garess et I'élimination d’expressions répétées, comme
par exemplex ezpxexp — let val x = exp in x*x end » peuvent conduire a des gains supralinéaires.
C’est la situation inverse du dépliage de la fonctgotans la définition dé ci-dessus.

Amtoft donne un résultat similaire & propos de la progranmonaibgique [Amt91], avec une étude com-
plémentaire du cas particulier de plusieurs niveaux d’prégations. Les hypothéses sont toutefois assez fortes
car la quantité mesurée est le nombre d’inférences logiqeegyicrevient a considérer l'unification comme
une opération de temps constant, assomption notable.

Dans le cadre di-calcul, Nielson compare des programmes résiduels en taefenguctions, au moyen
d'un systéme de types qui représente l'information de tempmiden [Nie88]. Il reste cependant éloigné de
I'aspect pratique des implémentations.

Malmkjeer veérifie a posteriori que leselémentss qui constituent les données statiques ont bien disparu du
programme résiduel [Mal92]. Ces éléments sont déterminés atitEiment par une interprétation abstraite
du programme et des données statiques. Le résultat de cdtteeamst une grammaire qui refléte les conditions
syntaxiques que doit vérifier le programme résiduel.

Conseils et heuristiques.

La qualité de la spécialisation est trés sensible au styleatggamnmation. Afin d’obtenir de bons résultats, une
discipline rigoureuse est parfois préconisée. Ces recomatiand se raménent en pratique a séparer au mieux
les parties statiques des parties dynamiques. Dans le gadatigage fonctionnel, 'usage d'unstyle de
passage a la continuatien(continuation passing style) est également conseillé, matamhen ce qui concerne

la représentation d’environnements et le retour de résuitalisples [Bon93].

Les spécialiseurs ne garantissent pas une optimisatiodnsgsgue. lls obtiennent toutefois des améliora-
tions notables pour un grand nombre d’exemples non-tvj&ah9l1a). Avec ces systemes, sont montrés sur
des exemples de cas de perte de performance ou des risquessdarnce démesurée du code. Des paramétres
ajustables bornent des tailles pour la terminaison (IoeHigLest garantie) et I'explosion de code.
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1.3.5 Etendre la spécialisation.

Les développements de la spécialisation portent en grantle par des extensions de I'analyse de temps de
liaison et sur quelques nouvelles transformations. Enigoielques unes.

Valeurs partiellement statiques.

Tout ce qui est dynamique est obstacle a la spécialisatiomeatéroule les calculs que lorsque I'on dispose
d’expressions totalement statiques. Or il est fréquent gseddnnées structurées ne soient que partiellement
connues. Orc déstructures ces valeurs grace a une représentation de leur répartitioqust@ynamique :
grammaires d’arbre [Mog89a], projections [Lau91a], aissement d’arité [Rom88, Mog89a]. Puisque I'arité
des fonctions peut augmenter, le pliage des fonctions djzea n'apporte pas un gain systématique.

Valeurs conditionellement statiques.

Certaines valeurs sont conditionnellement statiquesstd& cas par exemple d’'une expression comme
f(if a then b else ¢) Ou b et c sont statiques, et dynamique. Il est plus avantageux [Mog89a] de la
récrire ainsi :

f(if a then b else ¢) — if a then (f b) else (f ¢)

On peut désormais évaluer statiguemehtd) et (£ ¢). Cette transformation est en fait un cas particulier du
driving utilisé en supercompilation (df1.4.3). On peut obtenir un résultat analogue en réécrivanbtggmme
original dans un style de passage a la continuation [CD9leqpression initiale devient :

f(if a then b else ¢) — fn x => if a then (f b x) else (f ¢ x)

Evaluation partielle paramétrable.

L' interprétation abstraitgpermet de connaitre des renseignements d’ordre général staléess d’'un pro-
gramme, comme par exemple le signe ou lintervalle de variad’expressions numériques.évaluation
partielle paramétrable« online » [CK91a] utilise ces informations pour optimiser le prograenoriginal en
simplifiant les expressions dont les propriétés abstraitéisent a connaitre la valeur. Par exemple, si I'on sait

gu’une variable est strictement positive, tester son égalizéro retourne toujours la valdiise. C’est en fait
un cas particulier d’évaluation partielle généralisée§tf).

Il existe une versiorx offline » [CK91a] de I'évaluation partielle paramétrable. Elle éterahdilyse de
temps de liaison en ungnalyse de facette€onnaissant les propriétés abstraites des données corgsles, |
expressions abstraites simplifiables sont marquées statipaespécialiseur se charge ensuite, au moyen de
ces annotations, d’'effectuer les transformations néaessai

1.4 Supercompilation.

Au lieu de spécialiser les fonctions par rapport a des valédr3urchin propose une spécialisation par
rapport a des motifs d’expressions quelconquesgcdafigurations; il lui donne le nom desupercompilation
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[Tur85, Tur86]. Dans ce modéle, les données statiques ne gt cas particulier, traité au méme titre que le
reste du programme.

1.4.1 Exemples de supercompilation.

A titre d’exemple, nous indiquons comment la configuratippend (append (z,y) ,z) est transformée par
supercompilation en une fonction qui incarne en substéamgpélappend (z , append (y, z) ) . La configuration
résultante est plus efficace (en temps comme en espace) qoeegsion initiale car elle ne copie qu’une fois
la listex au lieu de deux. En pratique, on transforme la fonctippend3 suivante :

fun append3(x,y,z) = append(append(x,y),z)

Les spécificités du langage dictent différestylesde supercompilation, suivant qu’elles privilégient les
sélecteurs de donnédssdéfinitions clausalesu lesprimitives

Style « sélecteur de données.

Les motifs (patterns) et sélecteurs de données (data seustlectors) de SML sont batis au moyen de la
constructioncase (et également ).

fun append(x,y) = case x of nil => y | h::t => h::append(t,y)
Le corps de la fonctioappend3 subit les transformations suivantes.

s0) append(append(x,y),z)
s1) append(case x of nil =>y
| h::t => h::append(t,y),z)

s2) case x of nil => append(y,z)

| h::t => append(h: :append(t,y),z)
s83) case x of nil => append(y,z)

| h::t => case (h::append(t,y)) of nil => z

| h’::t’ => h’::append(t’,z)

s4) case x of nil => append(y,z)

| h::t => h::append(append(t,y),z)

sB) case x of nil => append(y,z)
[ h::t => h::append3(t,y,z)

L'étape (s1) correspond au dépliage de I'occurrence inteenéadonctionappend. L'étape suivante (s2)
est typique de la supercompilation : on remonte la conditidle case a I'extérieur de I'appel fonctionnel
append ; cette transformation porte le nom dalriving » (cf. §1.4.3). On peut ensuite (s3) déplier le second
appel deappend. Il apparait ainsi un test sur: :append (t,y), que I'on peut résoudre immédiatement par
une transformation paresseuse (s4). Enfin un pliage un psuphgral que celui employé en spécialisation
conduit a la version finale (s5).

Style « définition clausales.

On peut suivre sensiblement le méme schéma si I'on utilise éfsittbns clausales. Dans ce style de pro-
grammation, la fonctioappend s’écrit ainsi :
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fun append(nil ,y) =y
| append(h::t,y)

h::append(t,y)
La définition deappend3 est transformée ainsi :

c0) fun append3(x,y,z) = append(append(x,y),z)
cl) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)

| append3(h::t,y,z) = append(h: :append(t,y),z)
c2) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)

| append3(h::t,y,z) = h::append(append(t,y),2z)
c3) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)

| append3(h::t,y,z)

h::append3(t,y,z)

Le dépliage de la définition dappend le plus interne dans (c0) propage des clauses dans la défiftfipde
append3 : dépliage et driving sont simultanés. Le dépliage du seeppdnd et la transformation paresseuse
sont également simultanés (c2). Le résultat final est la formesala de la définition précédente (s5), que I'on
atteint en un peu moins d'étapes qu'avec les simpies.

Style « primitives ».

A l'opposé, conserver un stylagrien, en ayant recours a des primitives plutét qu'a des sélect données,
augmente un peu le nombre de transformations intermédialoes n’explicitons ici que les points importants
des transformations du corps ghgpend3.

fun append(x,y) = if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y)

p0) append(append(x,y),z)
pl) append(if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y),z)
p2) if (null x) then append(y,z) else append((hd x)::append(tl x,y),z)

p3) if ... else ( if null((hd x)::append(tl x,y)) then ... else ... )

p4) if ... else ( if false then ... else hd(...)::append(t1(...),z) )

p5) if ... else hd(hd x::append(tl x,y))::append(tl(hd x::append(tl x,y)),z)
p6) if ... else (hd x)::append(append(tl x,y),z)

p7) if (null x) then append(y,z) else (hd x)::append3(tl x,y,z)

En (pl) on a déplié leppend le plus interne de (p0). L'étape (p2) correspond au driving(j&3) leappend
externe dans la branckase a été déplié. Lexpression résultante est simplifiée en (p4,ppa6@valuation,
paresseuse ou non. La configurationag@end3 est finalement repliée en (p7). Au style prés, le résultat est
identique aux précédents : la listeest copiée en téte dgpend (y,2).

1.4.2 Applications de la supercompilation.

La supercompilation a pour premier objectif I'optimisatidurchin envisage également [Tur86] des applica-
tions pour les bases de données et les systemes expertsidieceren fait la supercompilation comme un outil
de résolution de problémes et de preuve de théoreme. Les teebmlgua supercompilation ont également été
employées pour I'inversion de fonctions [Rom91].
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1.4.3 Analyse de la supercompilation.
Langage et sémantique.

La supercompilation a été initalement présentée dans le canréatigage fonctionnel peu commungRAL®
[Tur86]. Comme le suggeére les exemples ci-dessus, il est démémat plus simple, mais pas indispensable,
de faire de la supercompilation dans un langage qui dispesmatifs et de définitions clausales. Parce
que la programmation logique est dotée d’'un mécanisme vdisjnesles évaluateurs partiels polRAROG
[Has88, Sah91a] font usage du redémarrage généralisé (veibad) en jouant sur 'ambiguité entre variable
logique et variable représentant un objet dynamique incoilgige situent a une position intermédiaire entre
spécialisation et supercompilation.

Comme le remarque Mogensen [Mog89a]d&forestatior{Wal88] est une instance de supercompilation
sur un langage plus simple, ce qui facilite par ailleurs bfgrme de la terminaison des transformations.

Transformations.

Comme la spécialisation, la supercompilation utilise dégliéétapes s1, s3, pl, p3 de la section 1.4.1) et
évaluation (p5). Son pliage est en revanche étendu a tout ®pgrdssion (s5, ¢3, p7) grace a la transformation
degénéralisationElle fait un emploi indispensable de transformations gsgases (s4, c2, p4, p6) et introduit
de plus la notion de transformation giiving (s2, c1, p2).

Pliage, dépliage et généralisation. Les possibilités de pliage et de dépliage sont peu nuancéegaalsa-

tion de base. Une expression comfii@, b, c+g(v)) ol a, b etc sont des constantgsune fonction, et une
variabledynamique n’offre que deux éventualités : soit un pliagig, (c+g(v)) sur une fonction spécialisée
f.», SOit un depliage de la définition de On peut faire apparaitre ces alternatives comme deux maniere
différentes d'écriréI'expression initiale :

f(a,b,c+g(v)) = Az.f(a,b,z) (c+g(v)) = Aeyz.f(z,y,2) (a,b,c+g(v))
La premiere permet l'identification ) ,,, et la seconde a.

La généralisatiom’est pas une transformation proprement dite. C’'est ellégumeére toute la gamme des
appels fonctionnels qui sont a la fois plus générauxfjize b, c+g(v)) et plus particuliers que(z,y,z2).
Entre ces deux extrémes, on trouve par exenfple- \yz.f(a,y,2) et f, = Azz.f(x,b,z), qui peuvent
étre utilisés pour des spécialisations moins fines fye Les autres configurations sont spécifiques a la
supercompilation, qui ne fait pas de distinction entre tamtes et expressions dynamiques, et autorise le
pliage de tout type d’expression. Par exemple, la configamati(z,b, z;+2,) permet de plier I'expression
f(a,b,c+g(v)) enh(b,c,g(v)) a l'aide de la fonction spécialisée = \zz z,.f (z,b,2,+2,). Au total,
I'ensemble des configurations possibles correspond aux amdépendantsz(ou a), (y oub) et (z OU z;+2,
OUc+25 OU z;+g (25) OUc+g(z)).

*Comme en ldPEou en ML, une fonction RFAL a une définition clausale. Cependant, au lieu d’'un simple recouvrement (pattern
matching), appliquer une fonction demandenificationavec une des tétes de clause. Le type de donnée essenti&taler&ose sur
des listes associatives ; les motifs sont linéaires, et a certaineblesrpeut correspondre une sous-liste.

®Dans I'ensemble de ce document, nous employons la notatdos uniqguement comme une facilité d’écriture des fonctions.
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La généralisation est notamment utilisée pour assurer lartarsoin de I'algorithme de supercompilation,
car toute expression n’'a qu’'un nombre fini d’expressions plrsrales. C'est elle également qui précede
l'introduction des nouvelles définitions.

Dés lors que le pliage n’est plus restreint aux seules fomgtgpécialisées sur des constantes, il devient
I'exact opposé du dépliage. Il permet ainsi de conclure daasun des exemples (s5, ¢3, p7). Toutes ces
transformations sont locales.

Driving. Le driving consiste a propager a travers le programme les sélecteutsidieise de données. Par
exemple, pour lease de SML,

f(case e of p; => e |...| p, => e,) — case e of p; => f(ey) |...| p, => f(e,)

Son but est d'amener des sélecteurs de données au contacttdetenms de données afin qu'ils puissent
étre annulés par transformation paresseuse, a la maniére ges €4, c2, p4, p6) de la section 1.4.1. Si
I'on utilise des définitions clausales, dépliage et drivingt simultanés, comme le sont également dépliage et
transformations paresseuses. Cela explique la propersiagupercompilation, pour les langages comportant
des définitions clausales.

Nous avons en fait déja rencontré cette transformatiams une des extensions de la spécialisation, a
des valeurs conditionellement statiques(if a then b else ¢) — if a then f(b) else f(e¢) (cf.
§1.3.5). C’est également une forme de driving que I'on utitisas la compilation de motifs (patterns), afin
d’aplatir les conditionnelles emboitées [Car84, Aug85): (if = then y else z) then a else b —
if @ then (if y then a else b) else (if z then a else b).

Propagation des contraintes de motif. Le driving de clauses procéde par unification. Dans I'exengdg (
nous avons unifiéppend (x,y) avec, successivemenppend (nil,y) etappend(h: :t,y).Les substitutions
résultantes ont ensuite été appliquées a I'ensemble de la @éfidéappend3. C’est pourquoi le driving de
clauses est plus puissant que le driving de sélecteurs déésmulans le cas de fonctions non-linéaires.

Par exemple, dans la fonctiaminmax suivante, qui calcule la paire constituée du plus petit etlda p
grand élément d’une liste, la varialll@pparait plusieurs fois (les variablesy etz n’apparaissent qu’une fois
dans la définition dappend3).

fun lminmax(1l,(a,b)) = ( Imin(l,a) , lmax(1l,b) )
Les valeurs: etb sont les valeurs retournées dans le cag est vide.

Considérons une définition clausale des fonctibms et 1max, qui calculent respectivementigin et lemax
d’'une liste.

fun 1min([],a)
fun Ilmax([],b)

Imin(1l,min(a,x))
1max(1,max(b,x))

Imin(x::1,a)

a |
a | 1max(x::1,b)

La supercompilation deminmax Se traduit par :

"La constructionif est un cas particulier dease sur les expressions booléennes if exp, then exp, else exp, » est
équivalent & case exp; of true => exp, | false => exp, ».
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( 1min(1,a) , 1lmax(1l,b) )
(a, lmax([],b) )
( Imin(1l,min(a,x)),lmax(x::1,b) )

pcO) fun lminmax(1,(a,b))
pcl) fun lminmax([],(a,b))
| lminmax(x::1,(a,b))

pc2) fun Ilminmax([],(a,b)) = (a , b)
| Iminmax(x::1,(a,b)) = ( Imin(1,min(a,x)) , lmax(1l,max(b,x)) )
pc3) fun Iminmax([],(a,b)) = (Ca, b)

| lminmax(x::1,(a,b)) Iminmax (1, (min(a,x) ,max(b,x)))

En (pcl), on a dépli@min ; le driving est simultané : les substitutiofs — nil} et{1 — x::1} sont
appliquées dans chaque clause au corperdamax. En (pc2), on a évalué paresseusement chaque branche,
avec dépliage et driving dimax. En (pc3), on a effectué un pliage selon la définition initisdd @inmax. La
fonction lminmax résultante est meilleure car elle ne parcourt qu’'une foistal au lieu de deux.

En revanche, si les fonctionsin et lmax sont définies par des sélecteurs de données,

fun Imin(l,a) = case 1 of [] => a | x::1 => 1min(1l,min(a,x))
fun 1lmax(l,b) = case 1 of [] =>b | x::1 => 1max(1l,max(b,x))

la supercompilation conduit a :

ps0) fun lminmax(1,(a,b)) ( 1min(1,a) , lmax(1l,b) )

psl) fun lminmax(1,(a,b))
( case 1 of []1 => a | x1::11 => 1min(11,min(a,x1)) ,
case 1 of []1 => b | x2::12 => 1max(12,max(b,x2)))
ps2) fun lminmax(l,(a,b)) = case 1 of
=

(case 1 of [] =>(a,b)
| x2::12 => ( a , 1max(12,max(b,x2))) )
[ x1::11 =>
(case 1 of [] => ( 1Imin(11,min(a,x1)) , b )

| x2::12 => ( 1Imin(11,min(a,x1)) , 1lmax(12,max(b,x2))) )

En (psl) on a déplié les fonctionsin et 1max. En (ps2), les sélecteutase ont été sortis par driving de la
construction de la paire résultat. Non seulement il subslis¢etests inutiles (la méme recherche de motif est
appliguée successivement deux fois sur la variahlenais surtout on n'a pas pu replier la définition (ps0) de
lminmax parce que les variablad et 12 sont a priori différentes. La fonctiobminmax résultante parcourt
deux fois la listel.

Si un sélecteur de données opére sur une variable, comme c'ess lei-dessus pout, la propaga-
tion des contraintes de motifsermet d’obtenir un résultat similaire au cas d’'une définitit@usale. Elle
consiste a appliquer alors dans chaque branche du séleesesulbstitutions issues de la recherche de mo-
tif (pattern matching) : dans I'expressiotase var of motif => exp, la recherche de motif entrexr et
motif produit la substitutiof var — motif }, que I'on applique &zp pour former la nouvelle expression
case wvar of motif => exp[var/motif]. Dans le cas de (ps2) ci-dessus, la varialate correspondante est
le 1 le plus a I'extérieur, et les motifs soft etx1::11.

ps3) fun lminmax(l,(a,b)) = case 1 of
=
(case [] of [] => (a,b)
| x2::12 => (a,1lmax(12,max(b,x2))))
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| x1::11 =>
(case x1::11 of [] => (1min(l1,min(a,x1)),b)
| x2::12 => (Imin(1l1,min(a,x1)),1lmax(11,max(b,x1))))
ps4) fun lminmax(1l,(a,b)) = case 1 of
(] => (a,b)
| x2::12 => 1lminmax(12, (min(a,x2) ,max(b,x2)))

En (ps3) on a appliqué les substitutigns— nil} et{1 — x1::11} dans chaque branche, puis a nouveau la
substitution{x2 — x1,12 — 11}. Aprés évaluation et pliage deinmax, désormais possible, on obtient en
(ps4) une fonction similaire a celle obtenue en (pc3), qupareourt qu’une seule fois la lisie

Notons que le driving de définitions clausales est a fortiorieggant plus puissant que le driving de
conditionelles dans un styleprimitives », puisque leif est un cas particulier de sélecteur de données. Pour
obtenir un résultat analogue, il faut en ce cas avoir recolié&valuation partielle généralisée (éfL.5.2).

Correction.

Comme en spécialisation, on limite souvent I'emploi du m@iagx nouvelles définitions afin de garantir sa
correction. Alors que les transformations paresseuseseguiotivent sont complétes, le driving lui-méme
est une transformation valide. Il est complet si les fomdia travers lesquelles on remonte les sélecteurs
de données sont strictes (si elles sont indéfinies lorsque Eueuts arguments I'est aussi). En revanche, la
généralisation est toujours correcte.

Algorithme.

Afin d’'assurer laterminaison, la supercompilation utilisenécanisme dedémarrage généraliggeneralized
restart). Il simule I'évaluation du programme en faisantaidsuls explicites lorsque les données sont connues,
et propage les sélecteurs de données lorsqu’elles sont imesndn historique de chaque étape est conservé
et un test strict garantit que cet historique reste fini. |l pare pour cela I'expression courante a chacune
des expressions considérées lors des étapes précédentes. Errisgsal de boucle par rapport a I'une des
étapes antérieures, on reprend totalement le calcul & caunaeac une configuration plus générale. Un ordre
bien fondé relie ces configurations de généralité croissardesetre la finitude du nombre de configurations
énumeérées. Cet algorithme est repris plus en détail dans lemeh@pi

Comparé aux algorithmes de spécialisation ordinaires, lanmgme de redémarrage généralisé est puissant
mais aussi plus coliteux en espace et en temps. Bien gu'il heasospécifiquement lié a la supercompilation,
il est plus rare en spécialisation [Has88, Sah91a, WCRSadhjdctif reste d’obtenir les versions les plus
spécialisées possibles des fonctions du programme, c’dst-Besl moins générales. ER&LOG, I'expression
courante est un atome et la configuration de généralité miniesdlebtenue en calculant une anti-unification
[PIo70] de cet atome avec I'atome correspondant a I'étapériante [Has88, Sah9la, WCRS91]. L'anti-
unification s’étend aux listes associatives a&AR [Tur88].

Terminaison.

Comme en spécialisation, un moyen simple d’assurer la taistn est de borner le nombre d'appels récursifs
d’'une méme fonction et d'imposer une décroissance de tadeéatmes (cf§1.3.4). Seul le supercompilateur
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pour REFAL de Turchin utilise un test original. Toutefois, la préseantatle ce critére d'arrét dans [Tur88] est
étroitement lié a I'algorithme de supercompilation et a lauredu langage.

Par ailleurs, les démonstrations de la terminaison de Falgoe de redémarrage généralisé [Tur88, Has88,
Sah9la, WCRS91] semblent négliger des explications surtlmendes redémarrages possibles. En effet, la
justification de la terminaison se ramene a cectoute expression n’a qu’'un nombre fini d’expressions plus
générales, donc l'algorithme se termineCe raisonnement semble fairbypothése implicitgu’une fois qu’un
redémarrage a eu lieu a une certaine étape, tous les redérsaumagmts le sont aussi relativement a cette méme
étape. Or ce n'est pas nécessairement le cas. Nous pourriainsia@ suite infinie de redémarrage successifs
a des étapes d'indices croissants. Rien n’interdit non piusegond redémarrage a une étape antérieure. Cette
justification incompléte sera reprise a la secfiérl, ai nous démontrerons plus rigoureusement la terminaison
de l'algorithme.

Objet des transformations.

Outre son usage pour la terminaison, la généralisation pedmetonner toute leur puissance au pliage,
au dépliage, et a lintroduction de nouvelles définitions, aauls expriment le gain en performance de la
transformation.

De la méme maniére, le driving n’influe pas directement sur [Bopeance des programmes ; son intérét
est dans les transformations paresseuses qu'il rend fEsssib

1.5 Evaluation partielle généralisée.

Futamura et Nogi ont proposé la notiorédaluation partielle généralisé@eneralized partial computation,
ou GPC) [FN88, Fut88, FNT91], dont le principe est d’ex@oiau maximum la sémantique et la structure
logique des programmes. L'optimisation est assistée paysit@me de preuve forme{tbeorem prover) ou de
calcul formel(computer algebra) qui axiomatise les types de donnéesaibsgt les propriétés des fonctions
primitives.

1.5.1 Principes de I'’évaluation partielle généralisée.

L' évaluation partielle généralisémnserve intégralement la trace des résultats conditiosnatsforme d’une
information qui est propagée dans chaque branche de la mondar exemple, dans le cas d’une expression
if ¢ then z else y, I'information p progagée dans les branchegty est respectivement et —c. Cette
information est utilisée pour décider statiquement de lavalexpressions contenues darsty, et notamment
celles d’autres conditions : un systeme de preuve formeite tie validerp - ¢’ et p F —¢’, ou p est lecontexte
d’évaluationdutest, etp F ¢’ I'expression que les hypothésgsermettent de prouver la proposition logigtie

Le systeme de preuve peut échouer, soit par manque d’infanmsities données ne sont pas suffisantes, soit
du fait de la difficulté intrinséque des preuvespde d etp - —c'.

A la différence d’un environnement, qui contient ordinaiestnles valeurs des variables et est réduit a
de simples liaisons commgx — 3}, le contextep comporte des formules logiques portant sur toutes les
constructions du langage, comme par exerfigle= 3,y > 5, —null(z) A null(cdr(z))} ; dans un tel contexte,
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letesty - x > 4 est par exemple toujours vrai. Nous avons rencontré ce tgpalgse dans évaluation
partielle paramétrableextension de la spécialisation (§1.3.5).

L'évaluation partielle généralisée ne s’intéresse pas unigueae tests, c'est-a-dire aux expressions a
valeur booléenne, mais a toutes les expressions du langage,de données comme expressions numériques.
Lalogique sous-jacent@inderlying logic) opére alors sur I'ensemble de la sémaeatidapuis les axiomes des
types abstraits aux propriétés algébriques des fonctionstipes Par exemple, il est possible de substituer
la constantet a I'expressionx*x dans I'environnemen{x = 2 V x = —2}. Dans le cas d’expressions
numériques, c’'est davantage ggsteme de calcul formeu’un systeme de preuve formelle qui réalise les
simplifications sémantiques

Méme sans propagation de contraintes, I'évaluation patiéihéralisée peut conclure lala spécialisation
et la supercompilation ordinaire échouent : une expressaiigge commer (x,not (x)) est simplifiée en
true.

1.5.2 Exemples d’évaluation partielle généralisée.

L'évaluation partielle généralisée permet par exemple I'ojg@tion suivante.
if x > 2 then (if 3*x < 5 then A else B) else C — if x > 2 then B else C

La contraintex > 2 esttelle que la conditior3*x < 5 est toujours fausse. Le texte brut d’un tel programme
peut sembler rare en pratique ; il faut imaginer que les aorts se propagent dans les appels fonctionnels.
Le cheval de bataille de I'évaluation partielle généralisée futiussi celui de I'interprétation abstraite — est
la fonction 91de McCarthy.

fun MC91 x = if (x > 100) then x-10 else MC91(MC91(x+11))
Elle est simplifiée apreés dépliage et propagation des contsdiré88, FOF88] en
fun MC91 x = if (x > 100) then x-10 else 91
Cet exemple, relativement spectaculaire, est en fait trésifigue.

Nous pouvons reprendre I'exemple deinmax donné comme illustration de la propagation des contraintes
de motif (cf.§1.4.3). Supposonbmin et 1max définies a 'aide de primitives :

fun Imin(l,a) = if null(l) then a else 1lmin(t1l(1l) ,min(a,hd(1)))
fun lmax(1l,b) if null(l) then b else 1max(tl(1l),max(b,hd(1)))

Par dépliage (ppl), driving (pp2), et pliage (pp3), on caiiistr

pp0) fun lminmax(1,(a,b)) ( Imin(1,a) , lmax(1l,b) )

ppl) fun lminmax(1,(a,b))
(if null(1l) then a else 1Imin(t1(1l),min(a,hd(1))) ,
if null(1) then b else 1lmax(t1(1l),max(b,hd(1))))
pp2) fun lminmax(1l,(a,b)) =
if null(1l) then
if null(l) then ( a , b ) else ( a , Imax(tl(1l),max(b,hd(1))) )
else
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if null(l) then
( Imin(t1(1),min(a,hd(1))) , b )
else
( Imin(t1(1),min(a,hd(1))) , 1max(tl(1),max(b,hd(1))) )
pp3) fun lminmax(1l,(a,b)) =
if null(d) then
if null(l) then ( a , b ) else ( a , 1lmax(tl(l),max(b,hd(1))) )
else
if null(1l) then
( 1min(t1(1),min(a,hd(1))) , b )
else
Iminmax (t1(1), (min(a,hd (1)) ,max(b,hd(1))))

Méme si la fonctionlminmax a pu étre repliée, il subsiste, comme dans le cas des sélectedonées (cf.
§1.4.3), des tests inutiles. Mais sans recherche de matif; d pas de substitution applicable a chaque branche
des conditionnelles afin de propager les contraintes de .nfat#ce a I'évaluation partielle généralisée, on
propage dans ces branches les informatifongi(1)} et{—null(])} ; les testmull (1) suivants peuvent étre
résolus et I'on obtient (pp4).

pp4) fun lminmax(l, (a,b)) =
if null(l) then
(a,b)
else
Iminmax (t1(1), (min(a,hd (1)) ,max(b,hd(1))))

La fonction1lminmax en (pp4) a, au style prés, un comportement similaire auxifameobtenues en (pc3) et
en (ps4).

1.5.3 Analyse de I'évaluation partielle généralisée.
Langages et sémantiques.

L'évaluation partielle généralisée a été présentée a l'originausuroyau Lsp [FN88, Fut88, FNT91]. La
méthode a ensuite été appliquée a la programmation logique Grérintes, qui intéegre naturellement
programmes, contraintes et preuves : clauses de Horn ardee(gaiarded Horn clauses) [FOF88] et contraintes
booléennes [HS91]. Dans le cas fonctionnel, elle a été étenbi&eaduation paresseuse [Tak91].

Il existe encore peu d'implémentations d’évaluateur pagééralisé ; les systemes de preuve formelle
et I'axiomatisation des types de données abstraits et dgwifiés des fonctions primitives sont souvent
hypothétiques. Ce probléme ne se pose pas pour la programnhagigque avec contrainte, qui contient en
quelque sorte son propre résolveur (CLBER), etc.) [FOF88].

Transformations.

La propagation du contexte d’évaluation n’est pas une toamsition en soi. La seule opération sur les
programmes de I'évaluation partielle généralisée esintglification sémantiquejui étend I'évaluation d’ex-
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pressions statiques car elle opére sur des expressions spingas nécessairement connnues en totalité. Bien
gue l'information se propage dans tout le programme, lsstoamation elle-méme est locale.

Correction.

La correction de la résolution des formules logiques et sémay repose totalement sur I'axiomatisation
fournie aux systémes de preuve et de calcul formel, qui dato@&tmpatibleavec la sémantique du langage
[FN88]. De plus, il ne doit pas étre possible de prouver de¢béoremes paresseuwx Par exemple, si la
fonction £ est définie parfun f£(x) = 3+abs(f(x)), et donc boucle sur toute donnée d’entrée, on ne doit
pas substituetrue a I'expressionf (x) > 1 sous prétexte qug+ |z| > 1 pour tout réek.

Algorithme.

A ses débuts, I'évaluation partielle généralisée s’est préocqupé@palement des problémes de propagation
et de résolution de contraintes. Pas d’algorithme donc, «&tsighly nondeterministic procedusgFN88, §5].
Les études suivantes ont proposé des algorithmes dictésmrpaata nature du langage [FOF88, Tak91, HS91].

Terminaison.

L'évaluation partielle généralisée n’apporte ni probléme nauyei solution nouvelle, en matiére de terminai-
son :« finding practical methods for automatic termination is aeliesting research problem[FN88, §3].

Elle emploie donc les mémes techniques de décroissance tge wtdisées en spécialisation et en supercom-
pilation. Certains algorithmess avouent ne pas toujours terminer [Tak91]. D'autres peenét |'utilisateur

de spécifier abstraitement un critere d’arrét [FOF88, HS91].

Objet des transformations.

Le gain de la simplification sémantique est du méme type que dell@valuation d’expression statique. On
economise des calculs dynamiques en les réalisant statigueb®eplus, a I'image du driving, cette simplifi-
cation crée de nouvelles expressions réductibles (redicepegmettent de faire davantage d’optimisations.
La puissance de la simplification sémantique réside dans aelystéme de preuve ou de calcul formel, et
dans l'axiomatisation des types de données abstraits etol@sgiés des fonctions primitives.

L'automatisation de I'évaluation partielle généralisée ast lilans une certaine mesure aux résultats de
démonstration automatique. Par exemple, la décision dulgadopositionnel permet systématiquement de
simplifier ou non une classe de conditions booléennes.

1.6 Bilan comparatif.

Nous dressons a présent un bilan comparatif de ces apprdaimespart en terme de puissance des optimisations
(quelles transformations sont ou ne sont pas pas possiéleiutre part en suivant a nouveau la méthodologie
proposée a la sectigil.1.5. Ce bilan motive les sujets abordés dans les chapitieenss.
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1.6.1 Puissance comparée des évaluations partielles.

Nous examinons sur une méme expression la puissance destiévalymrtielles décrites dans les sections
précédentes, et plus précisément I'emploi qu’elles font desrirdtions d’ordre sémantique disponibles.

Evaluation.

Notons eval[ezp] p I'évaluationde I'expressionezp dans I'environnemenp. Cet environnement contient
les valeurs courantes des variables, connues ou inconnoesvéleur indéfinie est notée). Considérons
I'expression conditionelle if ¢ then x else y » .

eval[if ¢ then z else y]p=
Si eval[c] p = true  alors eval[z] p
Si ewal[c] p = false  alors eval[y] p
Si eval[c] p= L alors L

L'évaluation pure & totale» par opposition & partielle») n’est définie que sur les termes entierement connus.

Spécialisation.

Au lieu de rester bloqué sur les parties inconnuesplecialisationspec[ezp] p effectue les calculs sur les
expressions statiques et laisse le reste inchangé.

spec[if ¢ then @ else y]p=
Si spec[c] p = true  alors spec|z] p
Si spec[c] p = false  alors spec[y] p
sinon if (specfc] p) then (spec[z] p) else (spec[y] p)

Cependant, toutes les informations disponibles ne sordyasitées. Dans les deux branchesiduésultant,
spec[z] p et spec[y] p, on ne reléve pas trace du fait que la conditt@st respectivement vraie ou fausse.

Supercompilation.

Dans le cas particulierwle test est fait sur une variable,dapercompilatiorpar propagation des contraintes
de motif d'un selecteur de données, ou par driving d'une démiious forme fonctionnelle clausale, diffuse
sous forme d’une substitution une information booléennerig e ces branches (§f..4.3).

scomp[if var then x else y]p=
Si p(var) = true  alors scomp[z] p
Si p(var) = false  alors scomp[y] p
sinon if war then (scomplz.{var — true}] p) else (scomp[y.{var — false}] p)
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Plus généralement, elle propage des contraintes de coestrside types de données dans chaque branche d’'un
case en substituant les occurrences de la variable par le maiifcéés. La supercompilation dispose également
d’'un pliage plus puissant que celui de la spécialisationeet pvaluer davantage d’expressions statiques grace
au driving.

Evaluation partielle généralisée.

Alors que la supercompilation peut propager une infornmagimucturelle (syntaxique), et ce uniguement dans
le cas d'un test sur une variable¢Valuation partielle généraliséepg[ezp] p propage pout tout test une
information d’ordre sémantique. Dans le cas d’'une condititie, le contexte est enrichi dans chacune des
deux branches des informations respectives—c.

epg[if ¢ then = else y]p=
si pke alors epg[z] p
si pk—c alors  epgly] p
sinon if (epg[c] p) then (epg[z] (pAc)) else (epgly] (p A —c))

La notation p I ¢ signifie que I'on peut prouver a partir des informationg. Le cas« sinons correspond a
un échec du systéme de preuve, qui n'a pu décider la vérité de

Notons que la supercompilation peut parfois modéliser degraiotes sémantiques. Par exemple, la
contrainten < 2 peut étre représentée a I'aide constructeurs de donnéespa(s (S (m))) (représentation
unaire des entiers positifs), contraintes gu’elle expleisuite par recherche de motifs. Néanmoins, elle reste
impuissante devant d’'une contrainte plus complexe corpmeenier(n).

1.6.2 Analyse comparative des évaluations partielles.

Malgré leurs différences, toutes ces méthodes tendent venéone procédé. Les extensions de la spécialisation
empiétent sur la supercompilation (§1.3.5) et I'évaluation partielle généralisée §£.3.5). La supercompi-
lation développe les transformations de spécialisationrairage I'évaluation partielle généralisée §£.4.3),

qui elle méme ne peut exister sans les précédente&l(Bf3).

Le bilan qui suit regroupe les concepts et motive les suj@smpus abordons dans les chapitres suivants.

Langages et sémantiques. Peu de langages sont traités dans leur totalité lorsqu’ilsdes sémantiques
complexes. C’est vraisemblablement parce gu'ils sontlgisapniformes et non-typés que les langagasme

et FROLOG sont les plus courtisés. lls sont purement opérationnels ldasens @ ils ne comportent pas de
déclarations ; ils ne nécessitent pas non plus I'écriture diatyaeur syntaxique (parser) spécifique ; ils peuvent
naturellement manipuler leurs propres programmes au méraawngue les données, ce qui facilite beaucoup
l'auto-application [Lau91b].

Bien gue se dégagent des idées générales, les spécificités des$adgggrogrammation sont souvent
trop marquées pour formuler des résultats universels. Caestjpoi, & de rares exceptions pres, les diverses
méthodes se résument a des illustrations circonstanciéesslargjages représentatifs.
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Pour étre aussi général que possible, malgré ces spécificitégastaiss dans une large mesure au niveau
de formalismes sémantiques. Nous employons pour caérteantique naturellfKah87] et lesschémas de
programme récursiffCou90a] (chap. 2). Nous donnons aussi des exemples cetreties petits langages.

Transformations. Les langages de programmation sont généralement batis agtaaud pbles : données
et structures de contréle. L'évaluation d’expressionsagtas, le driving et la simplification sémantique sont
des transformations spécifiques qui opérent principalemetgsdonnées ou les constructeurs de données. Au
contraire, le pliage et le dépliage sont des transformatielativement universelles qui jouent sur les structures
de contréle.

Introduites initialement par Burstall et Darlington [BO7pliage et dépliage ont fait I'objet d’études
systématiques dans le cadre des schémas de programme rd€oa®da). Parce que leur formulation est
algébrique et qu'ils dissocient clairement données et ctathés schémas de programme permettent d'établir
des résultats généraux. C’est en grande partie ce formaliseneoyis adoptons dans notre approche (chap. 5).

Correction. Des conditions d'utilisation précises garantissent laemion des programmes transformés.
Seul le pliage semble souffrir de la plus sévere restrictidresti limité a un emploi restreint des nouvelles
définitions.

Dans le cadre des schémas de programme récursifs, Courcell@dCCou86, Cou90a] et Kott [Kot85]
donnent des conditions plus générales. Nous examinons canétegre certains de ces résultats, pour un
plus large emploi en évaluation partielle (chap. 5).

Algorithme. Lanalyse de temps de liaison (BTA) est propre a la spéctitisalnsuffisante en supercompi-
lation, elle pourrait toutefois accélérer le traitement dsi garticulier des expressions statiques. En revanche,
I'algorithme de redémarrage généralisé, assez peu spécifiquesmidtoutes les formes d’évaluation partielle.

Nous en donnons une formalisation abstraite plus géné&@le)( qui permet en outre d’établir clairement
sa terminaison. Par ailleurs, elle permet également dgxgli pourquoi les preuves de sa terminaison sont
parfois hatives.

Terminaison. En/l'absence d’un critére d’arrét spécifique, la terminaisonseprincipalement sur une borne
du nombre d’appel d'une méme fonction ou d’'une méme configura@ms qu’il y ait décroissance de taille
des arguments. Les parameétres de ces bornes sont, danstaimegeesure, empiriques.

Afin de faire le point de ces criteres, nous en étudions la natues ejualités §6.2). Par ailleurs, nous
proposons et justifions I'emploi d'un critére de terminaisamtipulier, voisin de celui employé par Turchin
dans la supercompilation. Algébrique, il s'intégre de mani@aturelle dans le formalisme des schémas de
programmes.

Objet des transformations. 1l n’y a pas de formulation explicite du gain des diversesdfarmations. En
toute rigueur, on ne garantit donc pas wgimisation En pratique cependant, les cas de détérioration de
performance sont rares.
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Nous proposons un modele formel de performance qui permebmparer les programmes et ainsi de
justifier le gain d'une transformation (chap. 3). Grace a ceétecous pouvons formaliser une définition
abstraite de Bvaluation partiellgchap. 4).

Conseils et heuristigues. Dans la mesurewla qualité des résultats dépend souvent du style de programma
tion, il est avantageux de connaitre les mécanismes de baéealeateurs partiels. Un examen a posteriori du
résultat n’est pas facile car le code généré est souvent pele lisi ce n’est pas un reproche : on ne demande
pas a un compilateur de produire du binaire compréhensible.

Il faut néanmoins noter que beaucoup de recommandations stylé de programmation pallient en fait
des carences reconnues et momentanées. Les systemes dévadastelle en question projettent d’effectuer
automatiqguement les transformations que suggeéerent inflerment les recommandations.

Conclusion du chapitre.

Nous avons présenté une étude systématique et synthétiqueuwlaatsanajeurs de I'évaluation partielle :
spécialisation §1.3), supercompilation§{.4), et évaluation partielle généraliséd.6). Nous avons mis en
évidence leurs caractéristiques distinctives (transfoaomsitcaractéristiques, types d'information sémantique
exploités), leurs points communs (transformations commupblémes de correction, de terminaison), et
I'écart entre les modeles et les implémentations existantege@tion, terminaison). Nous avons montré qu'a
travers leurs extensions elles tendaient toutes vers un ipéyoédé §1.6).

Nous avons indiqué certaines faiblesgds@.2), qui motivent les développements des chapitres isigiva
modéle d’exécution (chap. 2), nature des optimisations (hap4), correction des transformations (chap. 5),
algorithme et terminaison (chap. 6).
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Chapitre 2

Sémantique et Exécution

La performance d’'un programme n’est pas intrinséque ; etléézsau mode de calcul du résultat. C’est sur
une descriptioropératoiredu comportement d’'un programme, modéle d’exécutigmue I'on base, ensuite,
unmodéle de performance

Parce que I'évaluation partielle traite d’optimisationshdeit niveau, un modéle d’exécution est un com-
promis entre une implémentation concréte et une spécificatistnaéte. Pour approcher le détail des implé-
mentations réelles, tout en restant dans un cadre formelueiv@au, nous fondons notre approche, naive et
pragmatique, sur desfmantiques opérationnellefNous prenons comme exemplessimantique naturelle
et lesschémas de programme récursifsii permettent de graduer la fidélité d'un modéle d'exécutidegia
leurs facettes déclarative et opérationnelle.

Un petit langage illustre des exemples de modéles d'exéc(gampilation, spécifications en sémantique
naturelle et dans les schémas de programme). |l sera égalieraapport d’exemples de mesure de performance
et d’'optimisation dans les chapitres qui suivent.

Organisation du chapitre.

§2.1 Nous définissons une notion abstraiterd®éle d’exécutioqui explicite les opérations effectuées par
unemachine d'exécutioafin, au chapitre suivant, d’'attribuer une performance a uéeugion.

§2.2 Ces définitions sont illustrées a I'aide d’'une implémentafime compilation).

§2.3 Un modéle d’exécution n'est jamais qu'wrmodéles de la réalité. La complexité pratique des implé-
mentations impose des compromis suiidglité et ledegré d’abstractiorde ce modéle.

§2.4 En tenant compte de ces contraintes, nous définissonsasse cle modéles d’exécution au moyen du
formalisme desémantique naturelle

§2.5 Une classe similaire de modéles d'exécution est définiedielthi formalisme deschémas de programme
récursifs

Le chapitre suivant s’appuye sur la notion de modele d’exécypiour formuler une notion dmodéle de

performancgchap. 3).

! Parsémantique opérationnellgous entendons ici une sémantique qui a une significagiératoirg par opposition notamment a une
sémantiqueléclarative Il ne faut pas confondre cette notion avesdsantique opérationnelle structurelteaduction dex structural
operational semantics [Plo81], plus couramment appelée en frang@mantique naturellfKah87], que nous rencontrerons a la
section§2.4.

35
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Conventions et notations. Les notations et définitions mathématiques usuelles, que roteppelons pas
toujours dans le texte, sont données dans I'annexe N. Lesiomstaen matiére de programmation et de
sémantique sont inspirées de la définition formelle de&vSARD ML [MTH90] :

« Des fontes de famille différente distinguent dans nos exemf#s textes de programmes, comme
« append([1,2%3],4::nil) », les objets algébriques de syntaxe abstraite, comapply(::, 4, nil) »,
et les valeurs et objets sémantiques, comie:6::4::nil ». Cela s’applique également aux identifica-
teurs X, X, X. De méme, les inconnues des schémas de programme appareisspié« append », et
les variables algébrigues, éventuellement converties enstite, comme = ».

« Nous notons en minuscules italiques, par exempiep », les éléments d’'un ensemble (classe syntaxique
ou sémantiquey Exp ».

« Nous n’explicitons pas layntaxe abstraiteles programmes. Elle reste néanmoins conceptuellement
derriere notre discours auquel, pour plus de lisibilité, nondgérons donner I'apparence deskntaxe
concréte Par exempleg let dec in exp end » dénote le terme véritablelet(dec,exp) ».

. Dans legegles grammaticalest sémantiqguesnous notons entre crochéts .) les termes (simultané-
ment) optionnels, la wnous aurions d( écrire deux régles. Nous faisons de méme égulations.
Dans tout autre contexte, ces mémes crochets sont employédgbimiter des suites d'objets, finies ou
infinies, ou bien des n-uplets.

Afin de ne pas encombrer inutilement le texte, les démongatisaties propositions élémentaires sont rejetées
en annexe§D.2.

2.1 Formalisation de I'exécution.

La sémantiqued’'un langage de programmatioh est représentée par une fonction: P x D — R (cf.
§1.1.1, 1.1.3). La fonction mathématiqudp) : D — R que dénote le texte d’'un programmee P est

un objet statique, indépendant de toute notiaxdtution Les caractéristiques dynamiques (et notamment la
nature algorithmique) du programme sont seules liées a lain@a¢apres compilation) ou a l'interpréte qui
réalise effectivement les calculs.

Un modele d’exécutiomst I'observation d'un procédé d’exécutidies programmes. De la méme maniéere
que Berry et Curien [Ber81, BC82] opposent Bgorithmesaux fonctionsqu'ils représentent, un modele
d’exécution distingue les programmes non pas selorelga@nsionc’est-a-dire leucomportement opérationnel
(le résultat net de I'exécution), mais selomianiéredont les résultats sont calculés. Il vagdposédu probleme
d’abstraction totalgPlo81, Sto88] qui recherche précisément des modéaledénotationset comportement
opérationnelcoincident.

Cette section contient des définitions formelles qui ne seatlostrées qu'a la section suivante, sur un
exemple d'implémentation (c§2.2).

2.1.1 Sémantique.

Définition 2.1. (Langage de programmation)
Un langage de programmatioh est donné par ssémantiqueune fonctionL : P x D — R qui relie les
programme9p € P, les donnéed € D et les résultats € R par L p d = r. Pour toutp € P, on note :

o Dom(p) = Dom(L(p))={d € D |3reR L pd=r} estledomaine de définitiodep.
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o Im(p) = L(p, Dom(p)) est 'imagedenp.
« p(d) est I'objetsyntaxiquaeprésentant le programmeappliqué a la donnéé.
Un langagel. est dedomaines finissi Dom(p) est fini pour toup € P.

Au sens propre, cette définition suppose qu’'un programme, éfiimidgénéralement plusieurs sous-
programmes, a une notion de procédprencipale soit implicite a la maniére derogram en RASCAL ou
demain en C, soit explicite avec le nommaged'une fonction particuliere de. Sip n’est pas ambigu, on
abregen(d) enf(d). Lorsqu’un programmg prend plusieurs arguments, la dond&st un n-upletd, , . ..,d,).

La déclaration d'un ensemble (une bibliotheque) de foncestsnodélisée par un n-uplets (p1, ..., pn)
de sous-programmaes qui définissent chacun une fonction de ngmUne donnéel = (f;, d;) appliquée a
un tel programme comporte deux parties, 'une permettasétkctionner ump,; dep, I'autre étant la donnée
proprement dite ; le résultat est celuigléd;).

2.1.2 Modele d’'exécution.

Unmodele d’exécutiopour un langagé reflete une sémantiqugératoirede I et donne un sens algorithme
dénoté par un programme. Il n’est pas spécifique au langage melmix d’'unemachine d’exécutian

Peuvent étre considérées comme machines d’exécution : unermaxiricrete (microprocesseur, réseau
de processeurs, etc.) ou abstraite (machine de Turing,ineaSECD, WAM, etc.), un interpréte de code octet
ou un interpréte de haut niveau, la composition d’'une conipilaavec une machine d’exécution (par exemple
cc, suivi de I'exécution du binaire).

Un modéle caractérise une exécution patrsae, signature abstraite dcomportement dynamiquau
programme (par opposition aemportement opérationnedui est la simple observation du résultat). Dans le
cas d'une machine concréete ou abstraite, cette trace estgrapte la séquence des instructions ou opérations
élémentaires effectuées au cours de I'exécution.

Définition 2.2. (Modéle d’exécution)
Un modéle d’exécutioi/ d’'un langageL : P x D — R est donné par :

. un ensemble dFaces d’exécutiorf”
« uneobservation de I'exécutiot! : P x D — T tq Dom(M) = Dom(L)
Sip n'est pas ambigu et définit une fonctidrip) de nomf, on note aussd (f(d)) une trace = M p d.

Bien que cette formalisation puisse s’appliquer a des g@gaon-détermisted.(p d = r est alors
'ensemble des résultats geéd), et M p d = ¢t 'ensemble des trace d’exécution), nous ne considérons en
pratique que des langages séquentiels et déterministes.

2.1.3 Exécution compilée.

Si I'on dispose d’'undraductiondes programmes d’'un langage souicevers un langage ciblé, et d'un
modéle d’exécution dé,, on en déduit umodele d’exécution d&, compilé
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Définition 2.3. (Compilation)

Unecompilation(T», Tp, T ) du langagé., : P, x D, — R, dans le langagé. : P. x D, — R. est :
« une applicatio¥s : P, — P,
« une applicatioll’s : D, — D,
« une applicatioll’z : R, — R,

tellesquelL, =Tr o L.o (Tp,Tp).

La compilation correspond au diagramme suivant (voir dassectior§1.1.2) :

. X DSA

P R
S
P R

cx’DﬂL,

s

Tr

[

Définition 2.4. (Modéle d’exécution d’un langage compilé )
Soient(Tp, Tp, Tz) une compilation dd., dansZ., et M, : P, x D, — 7, un modeéle d’exécution dé..
Le modéle d’exécution de, compiléest la fonctionM, : P, x D, — T, définie parM, = M, o (Tp,Tp).

C’est bien un modéle d’exécution de, car Dom(M,) = Dom(L,) (cf. §D.2). Notons que les traces
d’exécution parM, sont a valeur dang; et non dans un ensemble de traGespécifique al,.

2.2 Compilation.

Voici un exemple de modele d’exécution dont la machine d’exéewdst une machine physigue (concrete).
C’est uneimplémentatiorde BooL, petit « langage jouet, volontairement réduit afin de fournir par la suite
des exemples simples d'évaluation partigfgimale Syntaxe et sémantique font en sorte qumoBest un
sous-ensemble deTAS\NDARD ML. Les sections32.4 et§2.5 donnent deux autres modéles d’'exécution de ce
méme langage.

2.2.1 Syntaxe.

Un programme dans le langa@@ol : Dec x (Fun x BoolVal®) — BoolVal consiste en un ensembfec de
définitions fonctionnelles mutuellement récursives. Une derest composée (¢R.1.1) d’'un nom de fonction
fun définie danslec et d’'un n-uplet de valeurs booléenngs. . ., v, € BoolVal = {true, false}. Un résultat
est également un booléen BeolVal. BooL est un langage de domaines finis (déf. 2.1).

Les expressions ded®L sont constituées des booléens, de variables, de la contlidreet de I'appel
fonctionnel. Quelques exemples accompagnent la gramnfaguee 2.1. En accord avec les conventions
données en début de chapitresjantaxe abstraitest simplement sous-entendue.

Pour simplifier, nous supposons de plus que les programmeés boan forméss. Pour toute définition de
fonctions fun fun,(vary,,...,vary,,) = exp; and ... and fun,(uarg,,...,vary,,) = erp,,

. tous les identificateurs de fonctignn, sont différents deux a deux,
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bool = true
false
exp = bool
var
if erp; then exp, else exp,
fun({exp,, ..., exp,))
funbind = fun({vary,...,var,)) = exp
funbinds = funbind (and funbinds)
dec = fun funbinds

true

false

true, false

XY, Z...

if X then false else Y
or(hop() ,not (X))

not(X) = if X then false else true
id(X) = X and nor(X,Y) = not(or(X,Y))
fun not(X) = if X then false else true

Figure 2.1 : Syntaxe dedoL

« aucun identificateur de variabler, ; ne porte le méme nom qu’un identificateur de fonctfon,,

« les variables qui apparaissent dans les expressignsont parmivar; i, . . .
« les identificateurs de fonctions qui apparaissent daps, . .
Lorsquedec n'est pas ambigu, nous abrégedhsol(dec, (fun, (v, ...

2.2.2 Compilation.

s VAT 1y
., exp;, sont parmifun,, ..., fun,,.

,V,))) enBool(fun(vy, ..., v,)).

La figure 2.2 donrfeune compilation trés simple ded®L vers une machindlach comportant un indicateur
conditionnelzZF et quatre registres : un accumulate#r un registre auxiliair@®P, un pointeur de pilsP et un
pointeur d’instructiongP (ce pourrait presque étreliteL 8086 [DG82)).

La mémoire est divisée en une zone pour le code et une zone ppile.|&ette pile est employée pour
stocker des données (les arguments des fonctions) ainsiegusddesses (les adresses de retour des fonctions
appelées). Elle croit vers les adresses inférieures. Unesadiest sur deux emplacements mémoire, ceci afin
d’imiter le 8086 et de donner un parfum deas réeb.

Voici une description informelle desstructionsde cettamachine d'exécution

CALL addr :empile 'adresse courante et poursuit I'exécution a I'adeaddr .
CMP AX,imm : positionne l'indicateuZF ssiAX est égal a la valeur immédiateim.

HLT : arréte la machine.

JVMP addr : poursuit I'exécution a I'adress&idr.

JZ addr :poursuit I'exécution a I'adresseldr ssi I'indicateurZF est positionné.
MOV AX,imm :range dans 'accumulatedk la valeur immédiatémm.
MOV AX, (BP+depl) :range dandX le contenu de I'adressP augmentée d'un déplacemetupl.

MOV BP,SP :range dan8P la valeur desP.

?Rappelons que les crochets..) délimitent des termesimultanémenbptionnels (cf. p. 36). Ainsi, la régle de compilation
exp] désigne-t-elle les deux régles suivantes.

pour comp[fun ({vari, ...,var,)) =
comp[fun() = ezp] = fun:
comp|fun(vary, ... ,var,) = exp] =

comp|exp] {}; RET
fun : MOV BP,SP; compl|exp] {var: — 2n,..., var, +— 2}; RET 2n
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codage[true]
codage[false]

comp[bool] E

complvar] E

comp|if exp, then exp, else exp,| F =

comp|fun({exp,, ..., ,exp, N]F =

comp [fun ({var,, ... ,var,))

= emp]] =

comp|[funbind (and funbinds)] =

comp[fun funbinds]

MOV AX, codage[bool]
MOV AX, (BP+ E(var))

Soientlab et lab’ de nouvelles étiquettes,
complezp,] E
CMP AX,O
JZ lab
comp|ezp,] E
JMP lab’
lab :
comp|ezp,] E
lab’ :

(PUSH BP
complexp,] E
PUSH AX

complezp,] E
PUSH AX)

CALL fun

(POP BP)

fun :
(MOV BP,SP)

comp[exp] {{vary — 2n,...,var, — 2)}

RET (2n)

comp [funbind]
(comp [funbinds])

comp [funbinds]

Figure 2.2 : Compilation de &L
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« PUSH AX : empile la valeur de&X (SP est décrémenté de 2 &t estrangé a I'adresse contenue dabs
« PUSH BP : empile la valeur d&p.

« POP BP : dépile le registr@P (BP recoit la valeur contenue a l'adress®et SP est incrémenté de 2).
- RET : dépile 'adresse de retour.

« RET depl : dépile I'adresse de retour et incrémegfked’'un déplacemendep!.

La directive d'assemblagelab : » repére une adresse dans le programme a I'aide d’'une étigDettetehlt
une adresse mémoire particuliére de la zone code contenasttlctionHLT.

Pour effectuer I'appel fonctionngun(vy,...,v,), on crée sur la pile un bloc d’activation (compilation
record [ASUS86]) contenant la valeur couranteBe les paramétres et I'adresse de retour ; puis I'on poursuit
I'exécution a I'adresse repérée par I'étiqudite. Dans le corps de la fonction, la valeur dééme variable est
disponible a 'adressésP +2(n — i + 1)). Auretour, le bloc d’activation est oté de la pileBetest restauré a sa
valeur initiale. Le résultat de I'appel fonctionnel est disfbble dans.X. Une optimisation évite des sauvegardes
inutiles lorsque qu’une fonction n’a pas d’arguments.

La spécification de la figure 2.2 emploie un environnement, unetifn £ : Var — IN, afin de mémoriser
I'adresse relative (offset) dans la pile de 'argument egsa une variable. Cet environnement n’intervient (et
n'a de sens) qu’au moment de la compilation.

Soit par exemple la déclaratiatzc,..4 Suivante :
fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true

Elle est traduite patomp en:

nand : MOV BP,SP
MOV AX,(BP+4); CMP AX,0; JZ lab,
MOV AX,(BP+2); CMP AX,0; JZ lab,
MOV AX,0; JMP lab,

lab, : MOV AX,1

laby ' JMP lab,

labs : MOV AX,1

lab, : RET 4

2.2.3 Machine d’exécution.

La sémantique de cette machine est donnée par une fonttign : Code x Mem — Mem oU Code

est 'ensemble des codes de programmes péarh (une affectation d’instructions aux différentes adresses
mémoire de la zone code)®em I'ensemble des états possibles des registres, des indisateale la mémoire
réservée a la pile.

SoientT : Dec — Code etTp : Fun x BoolVal® — Mem les fonctions qui &ec et (fun, (v, ..., v,))
associent respectivemesitde et mem vérifiant :

« code est une affectation en mémoire demp|[dec],

« mem €st une mémoire telle que :
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- lesvaleursy,...,v,, kit sont rangées par ordre décroissant a une adedgdsele la zone données,
— SP = addr —2(n+1),
— IP estpositionné a I'adresse repérée pgun : ».

Soit Tr : Mem — BoolVal la fonction qui a un étatnem de la mémoire et des registres dans lequel

vaut1 (resp.0) associe le booléetrue (resp.false). Alors (T, Tp, T'z ) €st unecompilation(déf. 2.3) deBool
danslyacn-

Dans le cas deomp[decq.na], lOrsqu’on lance I'exécution a I'adresse repérée par I'étigueind sur une
pile contenant successivemenb, hlt, la machine s’interrompt aprés I'exécution de onze instonstiavec la
valeur1 dans le registraX. Autrement dit,Bool(nand (true, false)) = true.

2.2.4 Modele d’exécution.

SoientInstr” I'ensemble des séquencesdtructionsde Mach : Code x Mem — Instr”, et My, la fonction
qui a (code, mem) € Code x Mem associe la séquence des instructions effectués lors de ItExéale
code(mem). My, définit unmodéle d’exécutiode Ly,.. On en déduit un modele d’exécution ded@.
compilé (déf. 2.4) par I'intermédiaire de la fonctidth,,,, : Dec x (Fun x BoolVal™) — Instr™ définie par
MCOInp = Myacn © (TP,TD)-

Latrace d’exécutiorle nand (true, false) dansSMcom,,, qui est aussi celle dadgy,., de comp [dec,and
sur une pile qui contient les valeurs successiveso, est la séquence :

((MOV BP,SP; MOV AX, (BP+4); CMP AX,0; JZ labs; MOV AX, (BP+2); CMP AX,0; JZ labi;
MOV AX,1; JMP lab,; RET 4))

2.3 Modeles d’exécution pratiques.

SiI'on modélise I'exécution, c’est avec le but de formulep&formanceles programmes (chap. 3). On veut
pour cela restefidéle au comportement dynamique effectif. Néanmoins, pour desmaide simplicité, un
modéle d’exécution pewtbstrairecertaines informations de la trace.

2.3.1 Fidélité.
Machine concreéte.

Le type de trace que nous avons donné a la se§ficdh4 n’est pas une vision parfaite de I'exécution. Bien que
le modéle soit complet, il ne caractérise pas totalement lgpocdement dynamique de la machine :

. Le nombre de cycles nécessaires pour exécuter une instrastieme mesure de la performance d’'une
machine physique. Celui-ci peut varier en fonction de latmrsde I'instruction en mémoire. C’est le
cas par exemple pour RireL 8086, qui nécessite quelques cycles supplémentaires lofaques a un
mot se fait & partir d’'une adresse impaire [DG82].
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. Dans la trace ne figure pas non plus les effets de cache, deregisation, de gestion mémoire (MMU),
de mémoire virtuelle, de file d’attente (pipe-line) des inginns du processeur. Au mieux, on ne
dispose que @ncadrementdes temps d’exécution.

« Lesinstructions élémentairagui constituent la trace ne spécifient paglicitementout le comportement
dynamique, et il faut parfois rejouer I'exécution pour cdimgdes opérations réellement effectuées. Cela
vient du fait que certaines opérations dépendent de la vaksuindlicateurs, des registres ou de la
meémoire, valeur qui n'apparait pas dans le texte seul derticgon. En voici des exemples :

- Dans la trace d’exécution donnée a la secti@r2.4 le premier JZ » n'a pas provoqué de
branchement cafZF n’était pas positionné, alors que le second, au contrairefeatieEment
provoqué un saut a 'adresag),.

- Linstruction « REP CMPS » du 8086 compare deux zones mémoire sur une longueur spécifiée par |
registrecX ; elle s’interrompt lorsquéex s’annule ou lorsque le parcours des deux zones permet de
déceler une différence. La quantité de cycles pour exécuterinstruction est une fonction affine
du nombre d'itérations, nombre qui dépend de la valeur dutregis et du contenu de la mémoire.

Machine abstraite.

Ce dernier point (le temps d’exécution d’une instruction dépee la valeur des registres ou de la mémoire)
est un cas encore plus fréquent pour les machines abstRiigesmns I'exemple de la WAM, machine abstraite
de Warren [War83, AK90] :

- Linstruction« unify_variable Xn » a deux comportements dynamiques distincts suivant la vdéeu
l'indicateur mode (selon que I'on est en train de lire ou d’écrire un terme). Mg temps d’exécution
respectif est constant.

- Linstruction « get_value Xn,Ai » nécessite l'unification des deux termes pointésxpaet A: ; elle
dépend de la valeur des registieset A7, et du contenu de la mémoire.

De maniere générale, pour les instructions des machines cemarétabstraiteda performance dépend du
contexte Que la trace soit la suite des instructions exécutées suppasdre que la machine estquentielle

le comportement dynamique est une succession d’opératiémestaires. Nous n’étudions pas le cas d’'une
machineparalléle contréte ou abstraite, qui nécessite une trace arborescente

Compilation.

A cela s'ajoutent, dans le cas de langages de haut niveayrdbEmes liés a I'environnement ou a la
compilation vers une machine, physique ou abstraite :

« Latraduction que réalise un compilateur est raremapiecifiées autrement que par son implémentation.
La complexité d'une tellspécificationest rédhibitoire si le modéle du langage compilé veut prendre e
compte tous les choix du compilateur, depuis le mode d'atlon des registres jusqu’a I'optimisation
du taux de remplissage de la file d’attente du processeur.

. Certaines ressources ne sont pas totalement du ressortrghilat@ur mais plutét dgysteme d’exploi-
tation : mode d’allocation et de libération de I'espace mémoire,igesies pages mémoire selon la
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localisation des donnéesetc.

« Pour que la spécification soit compléte, il est indispensaliheldte, le cas échéant, une formalisation
du glaneur de cellules (garbage collector).

Compromis.

Dans notre modélisation, nécessairement simplificatrices sopposons que le comportement dynamique des
opérations de la machine d’exécution dépend uniquement desaiisns élémentaires et non daibtoire de
I'exécution Pour cela, nous annotons chaque instruction d’'une machimeréte ou abstraite par des informa-
tions contextuelles qui multiplient le jeu d'instructior@®n forme ainsi deraces d'exécution élémentaires

. Sil'on veut prendre en compte I'influence delignementde l'affectation des instructions en mémoire,
on annote chaque instruction de la trace par une abstraigisa position en mémoire. Pour le 8086 par
exemple, c’est simplement un bit représentatif de la parité.

« Sil'on veut prendre en compte la file d’attente du procesdifant la faire apparaitre dans la machine
d’exécution. On matérialise a l'aide de pseudo-instructimssopérations atomiques de vidange de
gueue (lors d'un branchement), d'attente de disponibffit@mier chargement dans la file d'attente) et
de chargement effectif (accés mémoire).

« On fait apparaitre au c6té des instructions les valeurs desteurs, registres et mémoire qui influencent
leur comportement dynamique. Par exemple, les instrietoindépendent de la valeur d'un indicateur
sont dédoublées pour refléter le contexte dans lequel ellesféectuées : on distingue ainsi les traces
élémentairesx JZzr—o addr » €t « JZz;—; addr », OU bieN« unify_variable,oje—reaa X1 » €t
«unify_variable,,,ge—urite X7 .

Pour la WAM, on a plus généralement des traces corgie _value Xn(t),Ai(t') » out et sont
les termes pointés respectivement paret Ai. Plus précisément,ett’ sont desodagedle ces termes,
car un terme peut étre représenté de différentes maniérestsilivgtoire de sa construction, du fait du
chainage des références.

La trace d’exécution dewand (true, false) selon un modéle qui modifié/y,., (cf. §2.2.4) pour prendre en
compte I'état instantané des registres et de lamémoire dewesn((. . . ; JZzr—o labs; ...; JZzp—1 laby; ...).

En ce qui concerne les langages de haut niveau :

« Si I'on n'a pas de modéle de gestion de mémoire, on ne peut geaicompte lesariations de
performance. Allocation et libération de mémoire ont alorcoft qui ne dépend que de la taille des
zones manipulées.

. Sans modele du glanage de cellules, on ne peut que compaliis ajustements grossiers au moment
de I'allocation et a la libération explicite de mémoire. Cétypothese simplificatrice donne une image
tres imprécise de la performance de certains programmes.

3Lorsque qu’un programme manipule des données de taille importante qui ne peuvent résideité&daola mémoire physique
de l'ordinateur, le temps des accés disque peut devenir prépondérant : nous avons rencontré dea@uogRRTRAN qui obtenaient
des gainsnajeursdans les zones critiques de gros codes scientifiques en découpant en tranches leursatiblda les faire cadrer
dans les pages mémaire
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2.3.2 Abstraction.

D’un autre c6té, la trace d’exécution, telle qu’elle est dortnésesectior2.2.4, contient aussi des informations
superflues car le comportement dynamique de beaucoup ditistrs paramétrées estindépendant de la valeur
effective des arguments.

Ainsi, au lieu d’enregistrer les tracésIMP lab,; MOV AX,0; MOV AX, (BP+2))), on fera figurer des
parametres anonymes(JMP addr; MOV reg,imm; MOV reg, (reg+ depl))). Une telle trace esbstraite
dans le senswelle ne fait figurer que les informations caractéristiquesatuportement a I'exécution.

Par exemple, la trace d’exécution dend (true, false) selon un modelé/y,, ,, : Code x Mem — Instr’",
gui n'abstrait que les déplacements et les addresses ddnstlestions deV/y, ., (cf. §2.2.4), est :

(MOV BP,SP; MOV AX, (BP+depl); CMP AX,0; JZs_o addr; MOV AX, (BP+depl); CMP AX,O;
JZz5—1 addr; MOV AX,1; JMP addr; RET 4))

2.3.3 Une sémantique opérationnelle comme modele d’exécution.

Totalementspécifier une implémentation est une tache en soi. On peut en jlagda somme de détails
(indispensables) mentionnés a la secf@r2 pour spécifier I'implémentation deoBL, langage ridiculement
simple. Et nous n’avons donné que les points essentiels.

Bien que l'implémentation visée soit en un certain sens lelewikupport pour I'exécution (c'est par
définition» le plus fidéle), on peut lui préférer des modeles moins fidéles, mgieguettent une spécification
plus abstraite.

C’est pourguoi nous examinons dans la suite comment coesidés sémantiques opérationnelles comme
des machines d’exécution. Les principaux intéréts d’une netidélisation sont les suivants.

« Une spécification sémantique permet une analyse de plus haaundans trop s'éloigner pour cela des
implémentations réelles.

« Il n'est pas indispensable de spécifeplicitement’'implémentation que I'on désire modéliser (que
les programmes soient ou non compilés dans un autre langagmiguprétés). Les regles sémantiques
sont alors simplement accompagnées d’'une justificationrivdthe qui« esquisse> I'implémentation
viséeen s'appuyant surdxécutiorde laspécification sémantiqu€ette justification comporte aussi en
pratique une formulation des colts associés a chaque comaurtalynamique (cf§3.2.5, liens avec
une implémentation informelle).

« Des propriétés générales peuvent étre étudiées au nivedordedismes sémantiquest non spécifi-
qguement, pour chaque implémentation.

Nous prenons comme exemples dans les sections suivantéesdatique naturelle etles schémas de programme
récursifs.

D’autres auteurs ont eu une approche similaire. Le schémaajéescomplexité proposé par Gurr [Gur91]
est également fondé sur des formalismes sémantiques : la $gumeadenotationnelle et une formulation
catégorigue de la sémantique et de I'exécution proposée pariNldgg89b, Mog90]. Sands emploie une
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spécification opérationnelle en sémantique naturelle pourettiadperformance dans un langage fonctionnel
paresseux [San90, San91, San93].

Hannan et Miller ont des préoccupations voisines [HM90, Hindls étudient comment transformer
des spécifications opérationnelles de sémantique naturellevens dypes de machines abstraites. Beaucoup
d'autres modélisations de I'exécution sont en fait indirectelles étudient la complexité dans un langage
particulier en employant, implicitement ou non, une sénsgatiopérationelle.

2.4 Sémantique naturelle.

La sémantique naturellfKah87] (baptisée a I'origineémantique opérationnelle structurejflo81]) est un
bon support de modéles d’exécution parce qu’'elle est a la ifoigls et souple ; elle formalise aussi bien les
détails de bas niveau d’'une implémentation que des spécifisgiloa déclaratives.

Une spécification en sémantique naturelle est un ensemble de digjsées en deux parties : au numérateur
se trouvent lesiypothésesensemble dgugementgou séquentset deformules logiquegqui déterminent les
conditions d’application de la régle) ; le dénominateur estoiaclusion formée d’'un unique jugement. Des
variables permettent d’instancier les regles et de les cearpde jugement d’un dénominateur est identifié
avec un jugement d’'un numérateur) pour construireatbses de preuvelLe plus souvent, ujugementde
sémantique naturelle est de la formed F sujet = B », ou A et B peuvent étre des listes d'objets ; il doit
étre compris comme dans le contextd, le termesujet se traduit paB ».

Nos notations sont également inspirées de la définition forrdell&'ANDARD ML [MTH90, MT91] :
. Si E et E' sont des fonctions d& — Y, on noteE + E’ la fonction de domaind®om(F + E') =
Dom(FE) U Dom(E') telle que(E + E')(z) = si « € Dom(E") alors E'(z) sinon E(z) pour tout
z € X. Cette opération est employée pour combiner des environiemen
. Si Ey, E] etE,, E, sont des fonctions d&, — Y; et X, — Y5, etsiE = (E,, F,), on note :
- E+FE =(F\+E|,E,) et E+ E;=(E,, E, + E;)
- E(zy) = Fi(x;) et E(xzy) = Fy(x3) pour z; € X, x5 € X,
Cette convention simplifie la manipulation groupée d’envikements de différente nature.
Nous prenons BoL comme support de la présentation.

2.4.1 Valeurs.

L'ensemble desbjets sémantiqguemmployés dans la sémantique naturelle d®Best donné a la figure 2.3,
accompagné de quelgues exemples.

Bien que« Exp » soit une classe (un ensembg)ntaxiqueil apparait aussi dans les objstsmantiques
pour le codage des définitions de fonctions.

Nous ne précisons pas de caractéristiques dynamiques poenvgennements ; nous les considérons
comme des fonctions qui associent des booléens aux nomsidblgat’environnementf'E, qui associe un
« code abstraip aux noms des fonctionsd®L, n’intervient pas matériellement dans I'évaluation ; il jdae
role d’'une compilation. En vertu des notations ci-dessognvironnemen¥’ = (FE, VE) permet d’acceder
a la définition d’'une fonction pak (fun) = FE(fun) et a la valeur d’'une variable p&(var) = VE(var).
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var € Var X, Y, Z...

fun € Fun or, nand...

v € BoolVal true, false

VE € VarEnv = Var — BoolVal {X — true,Y + false}

FE € FunEnv=Fun— Var" x Exp  {not+— (X,if X then false else true)}
E € FunEnv x VarEnv ({identity — (Z,not (not(Z)))},{X ~ true})

Figure 2.3 : Objets sémantiques de@®

2.4.2 Sémantique.

La figure 2.4 spécifie en termes de jugements sémantiques comradureréyn (v, . .., v,) dans le contexte
d’une déclarationlec. La premiére partie de cette preuve, celle du jugemedic = FE » (fig. 2.5), n'est
pas strictement indispensable a I'évaluation ; elle facsimplement I'acces aux définitions de fonctions en
les rangeant dans un environnement. C'est la seconde,parfieeuve du jugement £ + exp = v » (fig.
2.6), qui réalise I'évaluation proprement dite

Cette définition a bien un sens car, puisque tout jugement ri@pein qu’une seule preuve, il N’y a au plus
gu'un résultatv. En effet, les sujets des régles sont mutuellement exclwsitepté pour la constructiairt
dont le déterminisme est garanti grace a des hypothéses dottiad, et les axiomes ne comportent pas de
variables libres car les environnements FF, VE) et les sujetsdec, exp, fun, var) sont toujours instanciés.
Notons gu'il n’y a pas d’erreur de typage possible dan®B La seule raison qu’a un programme de ne pas
étre défini sur I'une de ses données est la non-terminaisont pbéaw cela un appel fonctionnel récursif, car il
n'y a pas d’autre construction itérative.

La fonction« fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true » définie
précédemment (c§2.2.2) vérifie bienBool(nand (true, false)) = true au moyen des régles de sémantique
naturelle.

2.4.3 Machine d’exécution.

Une spécification en sémantigue naturdélpeut étre considérée comme unachine d’exécution abstraite
chaque regle sémantigye € S correspond a une opération élémentaire de cette machine, ettexéo
programme (I'arbre de syntaxe abstraite) consiste a aorsstla preuve (I'arbre de preuve) du jugement
correspondant. Cela nécessite une spécificaté&rrministeAtt89] (aussi appelé@on-ambiguéAC90]) :
tout jugement a au plusnepreuve, c’est-a-diraneexécution.

Il existe d'ailleurs des implémentations concrétes de la séquannaturelle, au moyen d&rBLOG ou de
grammaires attribuées. Les spécifications sont décrites démsralisme TPOL, puis traduites et exécutées
[Des83, Des84, Des88]. Dans I'implémentation & BOG, chaque régle est traduite et interprétée comme une
clause logique ; I'exécution est la preuve par réfutation RIBLBG, qui progresse essentiellement de la racine
vers les feuilles, et de gauche a droite (pour les prémidsisplémentation en termes d’attributs sémantiques

Il semble y avoir redondance entre la définition de la figure 2.4 et la pegle de la figure 2.6 : il eut été simple de spécifier
la sémantique de L par« Bool(dec, exp) = v ssi dec = FE et FE.& + exp = v ». Cependant on perd dans ce cas la
distinction entre programme et donnée, qui est fondamentale pour la mesure de perf¢omapcg).
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Bool(dec, (fun, (vi,...,v,))) = v
ssi
dec = FE et FE(fun) = (vary,...,var,, ezxp) et FE {var, — v,... var, — v,} - exp = v

Figure 2.4 : Sémantique naturelle ded@.

fun(uary, ... ,var,) = exp = {fun — (vary,...,var,, exp)}

funbind = FE {(funbinds = FE')
funbind (and funbinds) = FE (+FE'")

funbinds = FE
fun funbinds = FE

Figure 2.5 : Sémantique naturelle des déclarationsaia B

F F true = true (Perue)
E F false = false (Ptalse)
E F var = E(var) (Puar)
E - exp, = true EtF exp, = v ( )
EFif exp, then exp, else exp, = v Pif true
E + exp, = false Et exp, = v ( )
EF if exp, then exp, else exp, = v Pi false
Erexp,=v ... Elkexp,= v,
E(fun) = (vary,...,var,, exp) E+{vary — vy,...,var, — v, } - exp = v ( )
EF funexp,, ... ,ezxp,) = v Peall,,

Figure 2.6 : Sémantique naturelle des expressionsada B
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[Att89, AC90] fait une traduction fonctionnelle de certedénclasses de programmepPDL déterministes. Ces
implémentations font partie du systémeNgAuR [BCD*88, JR92].

Si la spécification en sémantique naturelle est seul suppod stnhantique et de I'exécution (§2.3.3),
cela suppose que les regles sémantiques sont de nature opékdicet en particulier qu’a chaque étape
de la construction d’'une preuve, une seule regle est apfdiéabarbre de preuve courant : c’est la condi-
tion depseudo-déterminism@tt89]. Lorsqu’il y a ambiguité, comme c’est parfois le cas @enstructions
conditionnelles, il faut fournir une formulation opératiamtie équivalente.

Ainsilesrégles de lafigure 2.6 décrivent-elles une machinediation pour BoL. Afin qu’elles« suivent»
de maniére plus apparente I'implémentation d@Bdans la machin®lach (cf. §2.2), nous donnons une formu-
lation opératoire équivalente pour désambiguiser le choixétges non-pseudo-determinists v ue, i false }
lors d’une construction de I'arbre de preuve depuis la Eears les feuilles ; c’est I'objet des nouvelles régles
de lafigure 2.7.

EFexp, = E, vt exp,, exp, = v

(pie)

EF if exp, then ezp, else exp; = v’

Erexp, =wv
B, true - exp,, exp; = v

(pcase true)

EFexp; = v
E, false & exp,, exp; = v

(pcase false)

Figure 2.7 : Régles opératoires il

2.4.4 Modele d’'exécution.

Nous prenons comrmteace d’exécutior’un jugement unebservatiorde son arbre de preuve. A la différence
de la trace d’exécution pour un machine physique ou absti@iieest une liste linéaire d'instructions (cf.
§2.2.4), la trace d'exécution est ici un objet arborescentg flete a la fois I'indépendance de l'ordre des
prémisses dans la preuve d'un jugement, et le fait que la séuamaturelle permet aussi de modéliser des
exécutions paralléles.

De la méme maniére que certaines instructions de machinestegiou abstraites dépendent du contexte
d’exécution (indicateurs, registres, mémoire,§&.3.1), le comportement dynamique que I'on associe a une
regle peut dépendre de la valeur des variables qui y figurent.

Aussi le codage général des traces d’exécution est du type dieetaployé pour coder les arbres de
preuve dans les formalismes logiqgues comme LF [HHP91] : @uwhaegle sémantique € S est associée
une constante (aussi notgede type fonctionnel dont les arguments sont d'une partddsus des variables
z1,...,2,, qui apparaissent dans la regle et d'autre part les pretives. , 7, des prémisses ;dbjet preuve
est un terme construit a I'aide de ces opérateurs

*Une autre formulation des constructeurs d’arbres de preuve incorpore a ces opéaatalasrides variables qui figurent sur les
régles. Cela revient a considérer la famille d’opératéyrs......,, )pes.mevy oy EVE, constituée des applications partielles des
opérateur sur les valeurs; € V,”, ou I'ensembleV” est le domaine de variation de la variablede p ; les nouvelles constantes
Pu....v,, SONt des opérateurs qui ont pour arité le nombre de prémisgesXdest la formulation adoptée pour les termes représentant
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En pratique, les variables qui représentent des sous-tatoaget (voir [Kah87, Att89]) d’'un jugement
ne sont pas comptabilisées car elles sont toujours instangaaun arbre de syntaxe abstraite qui représente
un sous-terme du programme.

Considérons ainsl/s .., modele d’exécution de ®L en sémantique naturelle, avec les régles pseudo-
déterministes pouif. Une trace d'exécution dan¥/s .. €st un terme de l'algébre libre construite sur la
signatureF’ constituée des opérateurs suivants :

o Prtrue; Pfalse : €NV — proof

e pPuar : €NV X var X bool — proof

o pi :env X (proof x bool)> — proof

o Peasetrue; Peasefalse : €NV X (proof X bool) — proof

o peal, : env X (proof X bool)” X fun x var™ X (proof x bool) — proof pour n € IN

Dans le cas de 8oL, nous ne modélisons que I'évaluation proprement dite dessgjans, c’est-a-dire la
preuve du jugemenrt £ + exp = v ». Celle dex dec = FE » fait office de compilation et n’a pas d'influence
sur le comportement dynamique ; elle n’apparait pas danada.tr

Par exemple, I'exécution du programmend (true, false) doit construire la preuve du jugementF +
if X then (if Y then false else true) else true = true » aveCk = {X — true, Y — false}.
Satrace palMs y.; €st:

Ms nai(nand (true, false)) =
pif(E’ p"ar(E’ X’ true), true, pcasetrue(E,
pif(E? pvar(E7 Y7 fa]se)) fa]sea pcasefalse(E, ptrue(E), tl"ue), tl"UG), true), tl"ue)

En vertu du principe d'abstraction (¢2.3.2), on peut ne faire figurer dans une trace que les élémants qu
ont une influence sur le comportement dynamiq@®oit par exemplé/{ . un modele d’exécution abstrait
de BooL en sémantique naturelle, qui élimine la dépendance dans liebklegret dans I'environnement. Une
trace d’exécution dan&/;, .. est alors un terme de I'algebre libre construite sur la sigedt’ suivante :

A F’ - {ptrue : 07 pfalse : Oa ,Ovar : 07 Pif : 27 pcasetrue : 17 pcasefalse : 17 pcall,1 :’I’L-‘— 1 ‘ n € IN}
La trace d’exécution deand (true, false) devient :

Mé.Nat (nand (true, fa‘lse)) = pOif (pvara Pcase true (pif (pvara Pease false (ptrue) ) ))

Ainsi, le comportement dynamique associé a la raglest indépendant de I'environnemenet de la variable
var, c'est-a-dire que I'on considére que I'accés a la valeur d’amifle a un codt constant. Lorsque le compor-
tement n'est pas uniforme, il faut spécifier les caractérissglynamiques des opérations sur I'environnement :
stockagex £ + {var — v} » etaccéx E(var) ».

La spécification de BoL au moyen des régles non-pseudo-déterministes ppeonduit a des modéles
d’exécution similaires a ceux qui emploient les regles pselédderministes. Ainsi, 'observatialfy . déduite
des régleq pit true, fif faise ; €Mploie une signaturg” définie par :

o F'= {ptrue 10, prase 1 05 pvar 1 0, Piftrue * 25 Pittatse * 2, pean, 1+ 1 | n e IN}

les preuves dans [Hue88].
m, )ulevf.... +. eve lorsgque le comportement dynamique associé
ceostn, €V

a une régle est indépendant de la valeur de certains
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Dans le cas deand, on a par exemple :

ME;I.Nat (nand (true, fa]se)) = pPif true(pvar; Pif false(pvar; ptrue))

Aprés la spécification de modéles d’exécution au moyen de la sémantaturelle, nous examinons a
présent comment faire de méme a I'aide des schémas de progr&ounsifs.

2.5 Schémas de programme.

Le formalisme deschémas de programnast un outil d'étude des langages de programmation [CoufiOa].
permet de spécifier la sémantique d'un langage, d'établir daaes$ entre classes de programmes, d’'étudier
les propriétés de terminaison et de valider des transfornmti®on champ d’application dépasse en fait le
domaine de la programmation pure et s’étend a la plupart desroations qui font apparaitre des définitions
récursives, comme par exemple les grammaires.

Les schémas de programme récursifs bénéficient de la généralitéppeothe algébrique. Bien que
tombés en désuétude, ils restent un bon support général des pesbibévaluation partielle du fait de la
variété de leur sémantique opérationnelle, et parce qu'ilsoibgmt dans une certaine mesure les mécanismes
d’appels de procédure et permettent ainsi de traiter de neag@rérique les transformations de programme.
Les transformations majeures de I'évaluation partielld dtmilleurs dérivées des transformations fold/unfold
proposées initialement par Burstall et Darlington sur degsas récursifs [BD76, BD77].

2.5.1 Apergu.

Syntaxe. Un schéma de programnest un terme, le plus souvent infini, décrit paraystéme d'équations
récursivesPar exemple,

fac(n) = ifz(n,1, mul(n,fac(subl(n))))
Cette équation représente le terme infini suivant.
ifz(n, 1, mul(n,
ifz(subl(n), 1, mul(subl(n),
ifz(subl(subl(n)), 1, mul(subl(subl(n)),...))))))

Notons que le symboléac n'apparait plus. Son occurrence dans I'équation récursiveliageal but de décrire
la construction du terme infini obtenu p@épliagessuccessifs de I'équatidiac.

Interprétation.  Pour donner un sens a ce schéma, il faut dire comment interfgetymboles qui y figurent.
SiI'on prend comme domaine les hombres entiers et que I'em&comme signification aux symbolés 1,
subl etmul respectivement le test d'égalité a zéro (nidk, I'entier 1, la soustraction paret la multiplication,
le schémdac représente bien alors la fonction factorielle ordinaire

71l faut noter la séparation enteehémaet interprétation: le méme schémfac représente une fonctiareverse de retournement
des listes sil'on prend comme domaine les listes et comme interprétatisyrdbslesfz, 1, subl etmul respectivement le test d’égalité
a la liste vide, la liste vide, la concaténation des listes privées de leur élémtdte et I'extraction de la téte de liste. Réciproquement,
plusieurs schémas différents peuvent représenter une méme fonction.
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Sémantique. Ilya principalement deux moyens de spécifiesdmantiquel’'un schéma de programme, l'une,
opérationnelle a I'aide d’'un systéme de réécriture, I'autre, plus déclarativiaide d’unplus petit point fixe
L'évaluation du schéma de programiae(3) suivant une sémantique opérationnelle consiste en la dénvati
suivante (les expressions a réduire sont soulignées) :

fac(3) ifz(3,1, mul(3, fac(sub1(3))))
mul(3, fac(subl1(3)))

3, fac(2))

3, mul(2, fc(1)))

3, mul(2, mul(1, fac(1))))

3, mul(2, mul(1,1)))

mul
mul
mul

mul

~ A~ o~~~

L I S A A

D

La sémantique en terme de plus petit point fixe fait apparariédeations suivantesida notationl désigne
une valeur indéfinie :

fgc(3) = 1

e (3) ifz(3,1,3.1) = L

2.(3) = ifz(3,1,3.ifz(3—1,1,(3—1).1)) = L

3.(3) = ifz(3,1,3.ifz(3—1,1,(3—1).ifz(3—1—1,1,(3—1-1).1))) = L

2 (3) = ifz(3,1,3.if2(3—1,1,(3—1).ifz(3—1-1,1, (3—1-1).ifz(3—1—-1-1,1,(3—1-1-1).1)))) = 6
me(3) = ... = 6 (pourm >5)

Moins pratique d’emploi pour simplement déterminer la valun terme, la sémantique du plus petit point
fixe est principalement un outil pour étudier les propriétés degrammes, et en particulier I'équivalence et la
correction des transformations.

2.5.2 Définition et sémantiques des schémas de programme.

Les définitions et propositions qui suivent sont en majeuttagtaés d’'une synthése deshémas de programme
récursifsde Bruno Courcelle [Cou90a], qui fournit également les réf&ebibliographiques essentielles. Elles
sont illustrées a la sectidi2.5.3 sur le langage®oL. Le lecteur peu familier avec ces définitions aura intérét
a s'y référer. Lannexe N donne les notations et définitions algéés usuelles, que nous ne rappelons pas ici.

Schéma de programme. SoientS un ensemble de sortel8,uneS-signature X uneS-signature de variables
(d'arité nulle), et® uneS-signature dhconnuesdisjointe deF'.

o« Soit® = {p1,...,ox} C ® un ensemble d'inconnues (les; sont distincts deux a deux). Un
systéme d’'équationsur F avec I'ensemble d’'inconnue® est un ensemble fini d'équations =
{pi(zi1,...,z;n,) = t; | © € [N]} tel que pour tout € [N], X; = {z;1,...,2;,,} SOit inclus
dansX, ettel que les termesety,(z;1,...,z;,,) soientdans/(F U ®, X;),,, . Il existe une et une
seule équation par inconnue. On ndtek (%) = .

« Un systéme d’équations egtgulier ssi tous les; € ® sont d'arité nulle. Autrement dit; = {¢; = ¢, |
i € [N]} avect; € M(F U ®),(,, . Dans le cas contraire, le systeme esatliebrique
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« Un systeme d’'équations est aussi appeléchéma de programme récufsjfon note® I'ensemble des
inconnues efch(F') I'ensemble des schémas de programme récursif§ a1d.

Nous omettons parfois I'indication des sortes afin d’allégemiotations.

Interprétation.
« Une F-interprétationest uneF-algébre continud = ((D;)ses, (<s)ses, (Ls)ses, (fp)rer)-

« Le domaineD = (D,),cs peut étre considéré comme la signat{iie: s | s € S, d € D,}, que I'on
note égalemend.

« On peut étendre ung-interprétationD en une(F U D)-interprétation, aussi notéR, par :

-VYdeD dp=d
. PourtoutX, = (z,...,z,) € X,, x---x X, ettout(d,,...,d,) € Dy, x---x D, ,onpeut étendre
une F-interprétationD en une(F' U X, )-interprétation, noté®|d,, ..., d,] et constituée de :

- VieF fD[dn-...,dn} =fp
- Vien] (zi)pa,...d,) = ds

. Pourtoutt € M(F,X),etX, = (z,...,z,) € X" telqueVar(t) C X,,, onnotetx,  p lafonction de
Dzyy X+ o+ X Dyqy,y — D, définie partx, p(dy,...,d,) = (t[z1/ds,...,z,/d.])p = tplay.....a,)

Solution d’un schéma de programme.

- Une F-spécification(X, D) est un couple constitué d'ufi-schémaX et d’'une F-interprétationD.

. Pourtout € [N],0nnoteD; = D, )X+ X Da(a, , 1, A = Di = Doy, €A = Ay x - x Ay. Un
n-uplet(gy,...,gy) € A estunesolution dex dansD ssig;(ds, ..., d,,) = (t:)D(dy.....d, ][gr.....gn) POUT
tout: € [N] ettout(d,,...,d,,) € € D;,ouD[dy,...,d, ][g1,-..,gn]e€StIA(FUX,;Ud)-interprétation
constituée de :

- VfE€F fplay.. digrgn] = I
- Vi€l (2i)pias..daJlgnon) =

- Vk E [N] ((Pk)D[d|,....d,,ng1.’....’gw} = gk

C'est aussi équivalent @ = (t;) x,,pig,,....gn1-

« Lasémantigueemp (%), notéeX p, du systeme d’équatior’s dans unef'-interprétationD est laplus
petite solution(¢:p, ..., pxp) deX dansD.

Sémantique du plus petit point fixe.
« Pour tout; € [N], A; est 'ensemble partiellement ordonné complet des fonstmmtinues dé; —
Dy, €tA = A; x --- x Ay 'ensemble partiellement ordonné complet produit.
. SoitG : A — Alafonction continue définie p&t(g,, ..., gx) = (i1, ... gn) tellequeg(d, ..., d,,) =
(t:)Dldy.....d, ][gr.....gn) POUN tOUL: € [N] €t tout(dy, ... ,d,,) € € D;.

8C’est la dénomination employée par exemple par Berry et Lévy [BL79], Kott [Kot85]Eetrevanche, Courcelle [Cou90a] appelle
schéma de programme applicatif récursif coupleS = (3, ¢) ou X est un systeme d’équationstet M (F U &, X). Le termet joue
le réle d’uneprocédure principalele variablesVar(t), par opposition aufonctions auxiliaireseprésentées par. Il revient au méme
d’ajouter une équatiopo (=1,...,7,,) =ta X, oy ¢ ® estune nouvelle inconnue Bar(t) = {z1,...,%u,}-

Dans [Cou86,57], Courcelle définit plus formellement les notions steus-systémest d’inconnues auxiliairesOn peut ainsi
représenter laisibilité (scope) des procédurelun langage de programmation directement au niveau des schémas de programme.
En pratique, cela revient & restreindre les fonctions dénotées paun sous-ensemble deip, ..., »~p}. Nous ne faisons pas

explicitement ce raffinement ici afin de simplifier la présentation. Cette nai@rganmoins développée au chapitre 6§&5.1).
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« Proposition : Un n-upletg,,. .., gn) de A est solution de&& dansD ssi il est solution de = G(y)
dansA.

« Proposition Xp = Ifp(G) = Glw et Xp = (EM;(F.X))D.

Sémantique opérationnelle.
« On note ausst le systéme de réecritufgy,(z; 1, ..., ;n,) — t;) | ¢ € [N]}.
« On notex? le systeme de réecritufp;(z;1,...,z;,,) — Q) | ¢ € [N]}.
« SoitU (D) 'ensemble des pairgs, t') de Mg (F, X U D) x Mq(F, X U D) telles que :
- t= f(ts,...,t,) avecf € F,,
— pour touti € [n],t',t; € X U D,
- le termet estX -linéaire (aucune variable d€ n'apparait plusieurs fois damk
— Var(t') C Var(t), c.-a-d. sit’ = z € X, alorsz apparait dans
Soit R(D) C U(D) I'ensemble des regles de réécrityte— ¢') de U (D) validées parD, c'est-a-dire
telles quetp = t/,.
« Pour tout ensemble de régles de réécritirec Mq(F,X U D) x Mq(F,X U D) et pour toutt €
Mqo(F U ®, D), onnoteDers; z(t) = {d € D [t —3q 5 d}.
« Proposition Dery, zp)(t) est un ensemble dirigeé pour tawt M, (F U @, D) ; il admet donc une borne
supérieurgup(Ders, gp)(t)), NOtéets p. OnaaussDers, gp)(t) = {tp | t' € Mo(F, D), t —5q t'}.
. Pour toutt € M(FU®,X), et X' = (24,...,2,) € X" tel queVar(t) C X', on notetx, s p la
fonction deDy(,,) X -+ X Dy(,,) — D définie pattx: s p(dy, ..., d,) = (t[z1/di, ..., 2./ds])s D
« Proposition : la plus petite solution dedansD est¥p = (¢;(z1,...,%0,) x,=,0)ic[N]-
« Pourtoutt € M(FU® X),onnoteL(X,t) = {t' € Mo(F,X) |t =5 t'}. LensembleL(3,¢)
est dirigé dans I'algebre ordonndd, (F'U X). On posel’(3,t) = sup(L(X, 1)) = ts u=(rx) dans la
F-algébre libre continu@d/5*(F, X). Proposition T'(3,t)p = ts p.

Cette présentation de la sémantique opérationnelle est doanéoprcelle dans [Cou90a]. On y trouve
également une formulation plus simple dans le cas partiadilime interprétation discrete.

Régles sémantiques.

Les regles der( D) ne suffisent cependant pas pour modéliser certains aspe&tséleution (cf.§2.5.8,
2.5.9). Elles entrainent aussi parfois des choix moins elstpour la syntaxe algébrique, version aplatie de la
syntaxe abstraite, ou pour l'interprétation, qui compogeathtage de domaines fonctionnels.

Raoult et Vuillemin emploient deggles de simplificatiofRV80] plus générales que celles #¢D ), mais
également insuffisantes car en fait notre objectif est diftéreaus ne cherchons paga&primerla sémantique
des schémas ouimplémenteun ensemble de régles de réductions, marsdéliserune implémentation déja éxistante

ensemble de toutes les équations g F, X U D) qui sontvalidée$ par I'interprétationD.

Raoult et Vuillemin notent [RV80] que leurs conditions explicites rejettentioi de régle paralléless telles que(if(z, y, y) —
y) ou(sub(z,z) — 0), qui compromettent la confluence des dérivations et qui n’admettent pas d'implémentatarediui74]. En
fait, la condition de validité dans l'interprétation, dont ils font également usag&jtexaturellement et automatiqguement ce type de
regles if(Q.y,y)p = L #y et sub(Q,Q)p = L #0.
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Définition 2.5. (Régles de simplification étendues)
Soit D une F-interprétation. On définit :

« V(D) estl'ensemble des régle¢s— t') de Mo (F, X U D) x Mq(F,X UD) tq tp =t).
« V(D) estl'ensemble des reglés— t') de M (F, X U D) x Mo(F,XUD) tq tp =t ett ¢ D.
Notons queR(D) C Vi(D) c V(D).

Proposition 2.1. (Propriété des régles de simplification étendis )
SoientX un F-schéma,D une F-interprétation, efR un ensemble de régles tel q@¢ D) C R C V(D).
A|0rS Vt € MQ(F U @, D) Del"g’R(t) = Del‘E’R(D) (t)

Démonstration.  Linclusion R(D) C R fait que Ders, r(p)(t) C Ders r(t). La réciproque s’appuye sur
les points suivants :

(1) Ona—y5 g r = —5q —r0race alaproposition 5.3 carest linéaire a gauche (¢5.4), R C V(D) est
linéaire & droite don& ' C V(D) ! estlinéaire a gauche, érit(X U Q, V(D)) = Crit(V(D) ™,
YuUuQ)=2.

(2) Pourtoutt € Mg (F,D),sit—%d € D, alorstp = d par récurrence sur la longueur de la dérivation.

(3) Pour toutt € Mq(F,D), sitp = d € D alors, par récurrence sur la structure ilél existe une
dérivationt — % p, d.

Pour toute dérivationt —s,,  d € D, il existe t' € My(F,D) tel quet —5 t' —% d par (1) et
tp = d par (2). Donc il existe une dérivatiol —gp) d par (3), ett —5, t' —%p, d, c'est-a-dire
t € DGTE.R(D)(t). O

Parmi les définitions et propriétés ci-dessus, celles qui déuodéeR (D) s’appliquent également B C
V(D) car seule intervient la borne supérieurelders, (1) = Ders, rp)(t). Cette proposition nous permet
donc d'utiliser toutes les regles &g D), plus générales. Réciproquement, ce qui concerii) dans la suite
s’applique en particulier &( D) et aux régles de simplification.

2.5.3 Spécification.

La sémantiqueemp (cf. §2.5.2, solution d’un schéma) associe une fonction a chagquamue d'un schéma
de programme. Suivant qu'un programme P définit une fonctioruniqueou unebibliotheque de fonctions
un nom d’'inconnuex € ® est incorporé soit aux schémase Sch(F'), soit aux donnéeg € D (cf. §2.1.1).

La spécification d'un langage de programmation P x D — R en termes de schémas récursifs suit le
modéle de la compilation (c§2.1.3). Il faut donner :

« une syntaxe algébrique a I'aide d’'une signatfite

« uneF-interprétationD,

« une traduction(T», T'p) de’P x D dansSch(F') x ® x D,
« une traductior’’z de D dansRk,

« éventuellement, une stratégie de réduction
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Le dernier point est lié a I'aspect opérationnel : la sémaagtips schémas de programme donnée a la section
précédente correspond par exemple au principe apél par nomdes fonctionsp(exp,, ..., ezp,). Si la
sémantique du langage emploie un autre mode d’évaluatiended lappel par valeuyil faut également le
préciser. C'est I'objet d'unstratégie de réductiofcf. §2.5.4).

Sémantiques et traductions sont reliées ainsi :

PXDLR

J

Sch(F) x & x D ~<2, p

LorsqueD est une interprétation discréte, il est fréquent fluetR coincident a I'élément. pres, qui modélise
la non-terminaison : le@, d) € P x D tels queTr (semp Tp(p) Tn(d)) = L nappartiennent pas Bom(L).
Il n'est alors pas nécessaire de donner la tradudfipnC’est le cas dans I'exemple suivant pourd.

Syntaxe algébrique. Unesyntaxe algébriqude BooL est définie par :
S = {bool}

o X ={&,4 : bool | var € Var}

o F' = {true : bool, false : bool, if : bool x bool x bool — bool}
o« ® C ® = {ps, : bool” — bool | fun € Fun}

Par ailleurs, nous notons par exemgad une inconnuer,..4, €t en minuscules italiquesy . . . des variables
Commeﬂfx, LY « ..

La différence majeure entre Byntaxe abstrait@ui était sous-entendue dans la description syntaxique
de BooL (cf. §2.2.1) et lasyntaxe algébriqualonnée ci-dessus se situe au niveau des appels fonction-
nels. Pour représenter fun(ezp,, ... ,exp,) », On a dans le premier cas un opérateur explicite d’appel
«call(fun, exp,, ..., exp,) ». Dans le second, on emploie une inconrug,, (t, . ..,t,) ». Cette différence
sera étudiée plus en détail a la secti@rb.7.

Interprétation.  On définit uneF-interprétationD = (D, <, L, (fp)ser) par:
« D = BoolVal| = BoolVal U {L} = {true, false, L}
« Pour tousv, v’ € BoolVal |, v < v’ ssi (v=12v" ou v=1)

o truep = true

« falsep = false vy Si v; = true
o ifp(v1,v2,v3) =< w3 Si v, = false
J_ Sl v = J_

C’est une interprétation discréte.

Traduction dans les schémas. La figure 2.8 donne une traduction des programffiedec — Sch(F). La
condition syntaxique sur les fonctions définies pdtn (var,, ... ,var,) = exp » (cf. §2.2.1) garantit que
la conditionVar(T'(exzp)) C {@yary, - - - » Tvar, } SUrles schémas (d§2.5.2) est bien vérifiée. La traduction des
données est définie par la fonction :
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o T" : Fun x BoolVal® — @ x BoolVal telle que T"(fun, (vi,..., %)) = (@funs (V1y- ., v,))

La traductionT” : BoolVal;, — BoolVal vers les résultats est l'identité restreint®a&olVal ; I'élément L
dénote une exécution qui ne se termine pas.

T(true) = true
T(false) = false
T (var) = Zyur
T(if exp, then exp, else exp,) = if(T(exp,),T(exp,),T(exp,))
T(fun(exp,, ..., exp,)) = @un(T(exp,),...,T(exp,))
T(fun(vary, ...,var,) = exp) = Oqun(Toar, s+ s Toar,) = T(exp)
T(funbind (and funbinds)) = {T(funbind)} (U T(funbinds))
T(fun funbinds) = T(funbinds)

Figure 2.8 : Traduction des programmesd dans les schémas récursifs

Sémantique. Par exemple, la fonctiohand définie par« fun nand(X,Y) = if X then (if Y then
false else true) else true » (cf. §2.2.2) est traduite en :

nand(z,y) = if(z,if(y, false, true), true)

Sa sémantique du plus petit point fixe, simple car le corpsmdd ne comporte pas d’appels fonctionnels, est :
true Si x = false OU (z = true et y = false)
« Pourtousz,y € BoolVal, nandp(z,y) =< false Si z = true et y = true
€ sinon
Elle vérifie biermand p (true, false) = true, résultat que I'on peut aussi obtenir par la dérivation sua/an

nand(true, false) — if (true, if (false, false, true), true) — if (false, false, true) — true — true.

2.5.4 Stratégies et réductions.

La sémantique opérationnelle définie ci-dessus est un procgssizdcul a la foison-déterministet limite :
on détermine la valeur d'un termecomme la borne supérieure des dérivationsy (, , t'. Ce n'est pas a
proprement parler unexécution

Stratégie de réduction.

Le comportement opératoire d'un schéma de programme récstsifoané par unstratégie de réduction
(computation rule) qui indique comment (dans quel ordre euélles occurrences des termes) effectuer
en pratique ces dérivations. C’est algorithme qui, étant donné un termee M (F U ®, D), produit un

t' € M(FU®,D)tel quet —x o r t', OU bien signale qu’'un tel n'existe pas, lorsque ne comporte pas
d’expression réductibl@edex).
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Définition 2.6. (Stratégie de réduction)
Reprenons les notations la sectf#h5.2 (sémantique opérationnelle). SBitin ensemble de régles telles que
R(D) Cc R c V(D). Unestratégie de réduction (en un past une application calculabde M (FU®, D) —
M(FU®,D)U{t} qui vérifie :

o t—sngoro(t) ou (tAsaer €to(t)=71) pourtoutte M(FU®,D)

L'absence d&xpression réductiblest symbolisée par le symbale; ». Une stratégie de réducti@m plusieurs
pasvérifie : pour toutt € M(F U ®,D) t—% 5 o(t) ou (t Axar et o(t)=1). On définit ensuite :

t i o(t) =
e 0: M(FU®,D)— M(FU®,D) tq o(t) = Sf o) =1 pour toutt € M (F'U ®, D)
o(t) sinon

e w: M(FU®, XUD)— Mq(F,XUD) estlafonction qui substitue dans un terméoutes les occur-
rencesd’inconnues € ®parQ:Vde D VYoed® VfeF, YzeX Vity,...,t,€ M(FU®, XUD),

O(ty,...,1,)) =
- w(f(tlv oo atn)) = f(w(tl)u oo aw(tn))
Notons que —¢, w(t).

e hp : Mq(F, D) — D estlinterprétation dan® des termes formés sur les signatufest D : Vd € D
VfEeF, Vti,...,t, € Mo(F, D),

- hp(d)=d
— hD(Q) = J—D
- hD(f(tla cee 7tn)) = fD(hD(t1)7 ce 7hD(tﬂ))
C’estle prolongement &, (F, D) de I'application deM,(F') — D qui at associép. Notons également
quet —% hp(t) carR(D) C R.
o t5,p,, = sup,en(hp(w(2"(1)))).
Le termets; p,, estla valeur de calculée parp dans l'interprétationD. Comme pour la sémantique opération-

nelle, sit € M (F U ®, X U D) avecVar(t) C {z1,...,z,} = X, alorstx, » p , désigne la fonction qui a
(dv,...,d,) € D™ assocCi€t[z;/dy,...,z,/d,])s ..o

Il faut s’assurer que le termg p , défini ci-dessus a bien un sens :

Démonstration.  On démontre par récurrence sur la longueur de la dérivatien , 5(t) quehp(w(t)) <
hp(w(g(t))). Il y a trois cas, suivant que I'on fait un pas de dérivation pampar 2 ou par R. Pour tout
t,t' € M(FU®,D),

e Si t =gt alors w(t) < w(t') dansMqy(F,X U D), donc hp(w(t)) < hp(w(t')) par monotonie.

e Si t =t alors w(t) =w(t'), donc hp(w(t)) =hp(w(t)).

e« Sit—,,t avecr € R, alorst/u —., t'/u donc w(t/u) —.,, w(t'/u) car Crit(2, R) = @, donc
w(t/u)p = w(t'/u)p car r € R, donc w(t)p = w(t')p car tju — O] = t'[u «— O], c.-a-d.
hp(w(t)) = hp(w(t)).

Par conséquenthp(w(3"(t))))nemw €St une chaine croissante dans I'algebre contiyeslle admet donc une
borne supérieurs; p ,. O
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Cette définition étend celle que donne Courcelle [Cou§8d] pour les interprétations discretes. Elle
differe de celles de Berry et Lévy [BL79], ou celle de Kott [KO}Bqui se focalisent sur la réécriture aux
occurrences de fonctions récursives, c'est-a-dire surddioal—s;.

L'extension aux interprétations continues est nécessaingratigue car les interprétations discrétes ne
permettent pas de représenter toutes les constructionslahigage de programmation. Par exemple, elle
n'autorisent pas la manipulation en tant que valeurs, déyi® cartésiens, de fonctions, et de suites infines.
En particulier, elles ne peuvent se plier aux constructim@sssection§2.5.8 et§2.5.9, qui nécessitent I'emploi
d’objets fonctionnels.

Les stratégies de réduction, telles qu’elles sont formaliséés définition 2.6, vérifient la proposition
suivante.

Proposition 2.2. (Propriété des stratégies de réduction)
SoientY un F-schéma d'inconnue®, D une F-interprétation ety une stratégie de réduction. Pour tout
te M(FU®,D)ona:

e 0(t)=1 ssite D ssitgp,=t1

ety po<inp

Démonstration.

o Sip(t) =1 alors t A5z donc Occr(t) =2 car R(D) C R et Occy(t) = @. Par conséquent
t € D. Réciproquement st e D alorst /45 car RC V(D) ett /Ay donc ot) = 1.
Si t € D alors pourtoutn €IN hp(w(g"(t))) = hp(w(t)) = hp(t) =t donc tsp, = t.
Réciproquement sts p , =t alors ¢t € D par définition.

« Pourtoutt € M (FU®, D) pour toutn € IN t —§ » §*(t) =& w(d"(t)) =5 hp(w(g”(t))) € D donc
ts.p, € Ders p(t). OF ty g =sup(Derg (t)) donc tsp, < tsp. O

Dérivations finies.

Dans le cas d'une interprétation discrete, la suite croissant(w(4"(t)))).cn Ne peut prendre au plus que
deux valeurs distincted, oud € D\ {L}. Par conséquent,

. soit elle atteint unl € D \ {_L} en un nombre fini d’étapes : c’est nécessairement le résultat final,

« Soit elle reste stationnaire & :
- ou bien les inconnueg ne disparaissent jamais (& (¢)),.cn : 'exécution ne se termine pas,
- ou bien elles disparaissent @&"(t)),.cin @ partir d’'un certain rang : le résultat final est

Ce dernier cas ne se produit pad si’est employé dans les fonctions @leque pour dénoter une valeur
indéfinie et non les cas d’erreur (division par zéro, etc.).

La situation est tres différente dans une interprétation soattar il peut étre nécessaire«deasser a la limite
pour obtenir la valeuts, , ,. Néanmoins, les élémerfisis maximauxde D sont calculés par une dérivation
finie [Cou90ag4.2].

Une stratégie de réduction ne définit donc pas nécessairemenbeddprde calcutffectif dans le cas
d’'une algebre continue : kaaleur effectivement calculdar une stratégie de réduction est une valeur calculée
par dérivation finie.
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Définition 2.7. (Valeur effectivement calculée par une stratégide réduction)
Reprenons les notations de la définition 2.6. Pour taut\/ (F U &, D),

. I'exécution det par la stratégie se termine ssi il existen € IN  p(g"(t)) = 1.

La valeur det effectivementalculée par la stratégieest alorst, = §"(t) = ts.p., € D (prop. 2.2). Dans le
cas contraire, on dit quedkécution ne se termine pasl'on poset, = L.

Notons que pour toute M (FU®,D),onat, < tsp, < tsp-

Exemples.

Voici deux exemples de stratégies de réduction snoB La stratégieo;, donnée figure 2.9, est basée sur
I’appel par nomLa stratégie de réductiasy, donnée figure 2.10, emploieappel par valeur Elle ne differe
dep, que sur I'appel fonctionneb(ezp,, ..., exp,,).

o1(true) = p(false) = §
01 (true) = true
o1 (false) = false
ty Si t; = true
01(if(t1,12,t3)) = 15 Si t; = false
if(01(t1),t2,t3) SinON
01(p(t1y -y tn)) = tley/ty,..., 2z, /t,] pour {(p(zq,...,z,) =t) €D

Figure 2.9 : Appel par nom dansoBL

o2(true) = py(false) = 1§
0o (true) = true
0-(false) = false
ty Si t; = true
02 (if (t1,2,13)) = tg Si t; = false

if (02(t1),t2,t3) SINON

©(02(t1), ... tn)  Si ps(ts) # 1, sinon

@(tr,...,00(tn)) S 02(t,) # 1, sinon
\ t[wl/tla"'amn/tn] pour <§0({B1,...,$n):t>62

Figure 2.10 : Appel par valeur dan®BL
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Ces deux stratégies coincident sur la dérivationadel(true, false), qui est celle que nous avons déja donné
ci-dessus (cf§2.5.3, sémantique). Pour voir leur différence, considéropsdgramme BOL suivant :

fun phi(X,Y) = if X then true else phi(true,phi(false,Y))

Il est traduit pafl” en le schéma de programmiesuivant :

90(337 y) = 'f(ma true, ‘P(truea go(false, y)))

L'expressionphi (false, true) est dérivée ainsi par, (les expressions réduites parsont soulignées) :

@(false, true) if (false, true, ¢ (true, o(false, true)))

o(true, p(false, true))

if (true, true, ¢ (true, o(false, p(false, true))))
if (true, true, p(true, p(false, p(false, true))))

true

A

true.

Plus généralemenis. p = ¢x p.,, €stlafonction constante de valetie. En revanche, la dérivation selon
la stratégie de réductiog ne se termine pas (et dopgfalse, true),, = L) :

(false, true) if (false, true, p(true, p(false, true))
o(true, p(false, true))

@(true, o(false, true))
(

p(true, p(true, p(true, ... o(false, true) ...)))

el

On a méme en faip(false, true)s p ,, = L. Cette différence est liée a la notion darrectiond’une stratégie
de réduction.

Correction des stratégies de réduction.

Nous avons vu que pour toute M (F' U ®), la relationts p , < ts p est toujours veérifiée (prop. 2.2). En
revanche, la relation réciproque ne I'est pas nécessairement

Définition 2.8. ( Correction des stratégies de réduction)
Une stratégie de réductiqnestcorrectessi ts p,, = ts,p pour toutt € M (F U ®).

Par exemple, pour todf € Sch(F) ett € M(F U ®), les deux stratégies de réductipnet o, données
précédemment vérifierts, p ,, < ts.p,, = ts,p.La stratégiep, est correctep, ne 'est pas.

Il existe diverses stratégies correctes dans l'interpaitdifore [Vui74, DS76, BL79, HL91], et notamment :
- I"appel par non{call by name) qui réduit I'expression réductible la plus adljeet la plus a I'extérieure,
. I"appel par nom parallélgui réduit en paralléle les expressions réductibles les pliexg&étieur,
« la substitution totaléfull substitution) qui récrit simultanément toutes les acences des inconnues.
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En revanche, 8ppel par valeui(call by value) n’est pas toujours correct.

Les exemples dau parallele[HL91] et de lamultiplication paralléle[BL79] montrent que la situation est
plus complexe sil'on veut construire de maniere systématigaestratégies séquentielles (qui en particulier ne
nécessitent pas I'évaluation de termes en paralléle) efésctorrectes dans une interprétatidrquelconque.
Notre formulation ne prétend pas apporter une solution aaggme.

De maniére générale, les stratégies de réduction correctes edaixtérieur des termes vers l'intérieur.
Ce style de réduction a le défaut de dupliquer des termes egefeiner ainsi des calculs redondants. Berry
et Lévy [BL79] étudient des notions de réductions optimales diarterprétation libre en utilisant une forme
de partage. Elles s’étendent a diverses classes d'intdipnitanoyennant des conditions de séquentialité,
de stabilité, ou de projection [BL79]. Un autre type d'intéfation permet I'implémentation effective de la
stratégie de I'appel par nécessité [HL91].

Notre but n’est toutefois pas idiplémentereffectivement ou efficacement les schémas de programme
récursifs, mais de les utiliser pounodéliserune implémentation existante : c'est le langage qui fixe la
sémantiquéappel par nom, par valeur. ), et c’est I'implémentatioriséequi fixe lecomportement dynamique
a I'exécution (avec partage ou non).

2.5.5 Machine d’exécution.

Comme nous I'avons fait pour la sémantique naturelle§@#.3), une spécification en termes de schéma de
programme munie d’une stratégie de réduction peut étre coasidémme une machine d’'exécution abstraite.
Chaque regle de réécriture 82U R(D) U Q correspond a une opération élémentaire de cette machine, et
exécuter un programme (I'arbre de syntaxe algébrique) dengig¢e dériver selon la stratégie de réduction
donnée, jusqu’a obtenir un terme de l'interprétatBn(déf. 2.7) ; une exécution se termine ssi la dérivation
associée est finie.

Si la spécification au moyen des schémas est le seul supportémdmtque et de I'exécution (¢2.3.3),
sa pertinence suppose que chacune des regles de rééeritefiete > un comportement dynamique dans
I'implémentation visée. Cela repose sur t®ix de traductionT», Tp, Tr) et d'interprétationD, et sur la
notion defonction séquentiellp/ui74] pour la construction d’une stratégie de réduction.

Parce que cette hypothése est a la fois tres spécifique au langidgeet relativement subjective lorsque
I'implémentation n'est pas spécifiée, nous nous contentonglidetfer sur BboL. Parmi les régles d&(D),

nous considérons en particulier les celles de la figure 2.1IndDev, une regle(p(z,,...,z,) — t) d'un
schémax.
true — ftrue (Ttrue)
false — false (Tfalse)
if(true,z,y) — = (Tiftrue)
if(false,z,y) — vy (Tigtaise)

Figure 2.11 : Régles de réécriture pour la sémantiqueais B

Une régle commeéif (true, z,y) — z) suppose que la condition dd a été évaluée en premier (ictaue)
etque I'on va ensuite évaluer la partieen (le terme qui instancie). Cependank( D) contient aussi des regles
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comme(if (true, z, false) — z), qui n'ont aucun sens pourd®L. Cette regle signifie opérationnellement que
la partieelse du if (le troisieme argument) doit systématiquement étre évalués, mi@me que la condition
est vraie. De méme, une régle com(ifétrue, false,y) — false) repousse conceptuellement le test effectif de
la condition aprés I'évaluation de la partizen. Enfin, il importe peu que(D) soit un ensemble infini car
nous ne nous préoccupons pas d'implementer explicitemes@ineantique a I'aide de systémes de réécriture
mais de modéliser une exécution réelle.

2.5.6 Modeéle d’exécution.

Comme la trace en sémantique naturelle est une vue de I'agtpeedve (cf§2.4.4), la trace d’exécution dans
les schémas de programme est unede ladérivationdans une sémantique opérationnelle avec une stratégie
de réduction. Nous donnons aussi un autre type de trace aitretapvant (cf§3.2.6, interprétation).

Trace d’exécution.

Dans le cas général, tieace d’exécutiorest ladérivationelle-méme, c’est-a-dire la suite des régles, occurrences
et valeurs des variables (les substitutions) qui caraetdrihacune des réductions de la dérivation§(df17).

Pour une trace plus abstraite (§2.3.2), on omet I'occurrence et la valeur des variablesgloedles
n’influencent pas le comportement dynamique modélisé par la.reg nom méme des fonctiogsappelées
n'a pas d'importance non plus. Si la nature des parametresiehbmbre d’occurrences dans le corps de la
fonction n’influent pas sur le comportement dynamique dug@essl’arguments, la donnée de l'arité suffit a
caractériser I'appel fonctionnel.

Les modeélesMsqysma(01) €t Msenema(02) Qui correspondent aux stratégieset o, précédentes ne mo-
délisent pas convenablement I'implémentation deoBdonnée a la sectiof2.2. Non seulement la straté-
gie o, duplique des calculs, mais elle définit aussi une sémantiqfératite ;o, est correcte a la diffé-
rence de I'implémentation (et de la spécification en sémantigierelle, §2.4.2) qui emploie I'appel par
valeur :(false, true) n'appartient pas au domaine de définitionRtel(phi) (cf. §2.5.4, exemples), alors que
p(false, true),, = true. D’autre part, la substitution(¢ (¢4, ...,t,)) = t[z1/t1,. .., z,/t,], COMMuUNe
et o,, fait disparaitre toute information sur les variables. Rangple, la dérivation suivante

o(true, true) — if(true,true, p(true, p(false, true))) — true — true.

a pour trace((r,, riwue Twue)) ; €ll€ Ne modélise pas I'acces dynamique a un environnememtqooumnaitre
la valeur der, image de la variablg dans les schémas de programme, au momanéa @ondition duif est
évaluée.

Trace d’exécution des variables.

Pour ne pas perdre cette information, une solution estdtoire dans la signatufé un nouvel opérateus var :
bool — bool ». La traduction d’'une variable du programme en sa syntax@bailgue (fig. 2.8) est modifiée de
la maniere suivante.

T(var) = var(var)
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Autrement dit, on remplacép(z,...,z,) = t) par{e(z,...,z,) = tle;/var(z,),...,z,/var(z,)]). La
sémantique de l'opératewar dans D est la fonction identité ; son seul r6le est de marquer exgient
I'accés a une variable a I'aide d’une regle de réécrityfe= (var(z) — z). On définit ensuite une stratégie
de réductiony!, qui différe dep, uniqguement par I'ajout de la regle suivante :

ey(var(t)) = t
La dérivation dephi (true, true) devient :

o(true, true) if (var(true), true, p(true, p(false, true)))

if (true, true, p(true, p(false, true)))

true

bbbl

true.

Elle a pour trace(r,, var, Tiftrues Terue ) -

2.5.7 Schéma algébrique contre schéma régulier.

Il est difficile de représenter fidelement les opérations liées@dvifonnemenparce qu’il est implicite. Il
fait abstraitement partie du formalisme des schémas degroge, et n'est pas associé a un comportement
dynamique. Cela offre a la fois des avantages et des incawsni

« Du point de vue simplement sémantique, cet environnemeriicitegfige la notion devisibilité (scope)
des variables. Il correspond a la sémantique d&ison statique(static binding) et ne permet pas de
représenter ldaision dynamiqugdynamic binding). Il ne permet pas non plus de décrire nigument
une construction de typelet ».

. Comme le montre I'exemple de I'acces explicite aux varighblemploi de cet environnement implicite
compromet la fidélité du modele d’exécution.

. Il n'y a pas de mécanisme pour manipuler une inconnue seuleneamme valeur, un objet fonctionnel,
par exemple pour le passer en paramétre, ni pour I'appliqerie a des arguments.

. Laformulation en termes de schémas algébriques permet I'§tixique de la correction des transfor-
mations de pliage/dépliage. Cependant, ces études s’appuyecipalement sur la sémantiquemp,
qui refléte 'appel par nom, peu courant dans les langages degpnanation ordinaires.

. D’autre part, la transformation de dépliage peut dupliques térmes et ainsi modifier le comportement
dynamique du programme résultant §£.3.4, objet des transformations). Ces copies, indépegsideat
la nature de l'implémentation, sont indésirables.

C’est pourquoi nous préconisons I'emploi de schémgagiliers (les inconnuesy sont d’arité nulle) plutot
gu’algébriqued(cf. §2.5.2, schéma de programme), qui explicitent une notionvifennement.

. Un mécanisme explicite de composition des environnemengsrdigte le type de visibilité des variables.
Tout type de liaison est modélisable, ainsi que des congingctommex let ».

. Lesmécanismes d’appel fonctionnel et de sauvegarde dangtianement sont explicites. lls permettent
d’associer un comportement dynamique au stockage et I'étagaleur d’'une variable.
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« Lesschémas réguliers n’ont pas de représentation spécialisdepfonctions. Une inconnue représente
en quelgue sorte umointeurvers une valeur fonctionnelle, pointeur que I'on est libeesdivre ou non
lors d’'une exécution. Cette valeur fonctionnelle peut-étamipulée au méme titre que les autres types
de valeurs, puis appliquée a des parametres. L'ajout d’opgsatkabstraction et d’application modélise
explicitement les manipulations diermeturegclosures) des langages fonctionnels.

. Les schémas réguliers sont des cas particuliers de schémascalgébA ce titre, ils héritent des mémes
résultats, et notamment de ceux qui concernent la corred@srransformations de pliage/dépliage. lls
ont méme parfois des propriétés plus fortes parce gu'il N’y ad@gression emboitée construite sur
les inconnues, qui sont d'arité nulle. Puisque le mécanisenpadsage de paramétres est explicite, ils
peuventdirectementnodéliser des langages de programmation stricts, sansritergenir de stratégie
de reduction. Ainsi, I'étude générique de la correction dessfaamations de programmes n’est pas
limitée aux langages paresseux.

. Aladifférence des schémas algébriques, la transformatio@mlEde ne crée pas de copie des arguments.
Elle ne modifie donc pas le comportement dynamique des progesm

Pour sa part, Courcelle [Cou882.7] remarque que la théorie des schémas réguliers est pluke stplus
générale que celle des schémas algébriques, bien que transpassultat d’'un formalisme a l'autre ne soit
pas toujours immédiat. Nous indiquons dans les deux sedi@mantes un moyen systématique de traduire
une spécification qui emploie un schéma algébrique en une spégifiéataide d’'une schéma régulier.

2.5.8 Conversion d'un schéma algébrique en schéma régulier avenvironnement implicite.

Courcelle donne dans [Cou8f®] un procédé formel pour traduire un schéma de programme réaigébrique

en un schéma régulier, a I'aide d'opérateurs de compositioa ptajections. Si I'interprétation reste identique
dans les deux formulations, aux quelques opérateurs suppigines pres, la traduction nécessite toutefois une
transformation importante des termes qui représententh&nsas. D’autre part, la visibilité des variables reste
figée a la liaison statique et il n'est pas possible représemig@tement une construction commeé et ».

Procédé de conversion.

Nous proposons une autre traduction, qui préserve davalaaymtaxe des programmes au prix d’'une mo-
dification de l'interprétation. Son intérét est une représenmales variables plus naturelle et plus souple : on
peut exprimer différents types de liaisons ; elle est aussi kplicite, ce qui permet plus de fidélité dans une
modélisation.

Lidée générale, trés proche en fait des modélisationsé@mantique dénotationnel[®os90], est la
suivante :

. On considere les € X, comme desioms de variablestypés« z : var, », et 'on adjoint aF des
opérateurd” = (var,).cs, typés« var, : var, — s ». Les termes interprétés sont davig F UV U X ) et
non dansV/ (F'). On parle devariable sémantique pour les schémas algébriquesa(un réle particulier)
et devariable syntaxiqualans le cas d'un schéma régulier €t var, sont intégrés &, et manipulés
comme autres opérateurs).

« On transforme les domaines d'interprétatibny en des domaine®’ = Env — D, constitués de
fonctions qui, appliquées a un environneméht Env = X — D, retournent une valeut € D,. Une
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variablevar,(z) a pour interprétation la foncti6h A\(E:Env).E(z).
« On ajoute aF des opérateurs dppelfonctionnel explicitex call » : & des indications de typage pres, les

termesp(4, ... ,t,) sont remplacés pasnll, (¢, 4, ...,1,). On retrouve ainsi une syntaxe algébrique
plus proche d’'une syntaxe abstraite.

Intuitivement, alors que le mécanisme de I'appel fonctibnpg;, . . ., ¢,) dans les schémas algébriques
est une construction purement mathématique, I'appél, (¢, t,...,t,) dans les schémas réguliers

peut étre compris comme le code d’'un programmepcdésigne un pointeur, une adresse que I'on va
simplement suivre pour exécuter la fonction correspondarmtéransmission d’arguments est explicite
et le modéle plus proche d’'une implémentation réelle.

. Une définitionp(z,,...,z,) = t est récrite avec un opérateur d'abstraction, ou plus précisstnm

de liaison de variables ¢ = fun,(z4,...,z,,t). Intuitivement, I'interprétation déun,,(z,...,z,,t)
est une fonction qui prend en argument des valédys. .., d,) de D et qui évalue le terme dans
environnementt = {z, — di,...,z, — d,}.

Avant de donner une définition formelle de cette conversionsfi@aisons une remarque qui vise a simplifier la
spécification des schémas de programmes.

Des contraintes de typage font que les premiers arguments., z,, de fun ne peuvent étre que des
noms de variableappartenant &, et non des termes quelconquesiMéF’ UV U X U @). Non seulement
une inconnuey € ® ne peut pas apparaitre sous ces occurrences, mais voudspréterfun,, (Q, ..., Q, 1)

n'a pas beaucoup de sens ; dans ce modele d'ailleurs, les romaidbles sont tous connus a tout moment
de I'évaluation. Bien qu'il faille pourtant spécifier a prionel interprétation pour tous les opérateurs de la
signatureF” U V U X, 'ordre algébrique défini sur les noms de variahtes X ne joue en fait aucun réle
dans la sémantique : il est donc inutile de le mentionner. S=lzénéralise a tout type de schéma, algébrique
ou régulier, lorsqu'il existe une sortec S telle que les inconnues € ® ne peuvent figurer dans les termes
de types. La proposition suivante formalise cette remarque.

Proposition 2.3. (Indépendance de certains ordres dans la sémtique des schémas de programme)
SoientS un ensemble de sorteB,et ® desS-signatures X uneS-signature de variables, & = ((D,) cs,
(<s)ses, (Ls)ses, (fp) ser) Une F-interprétation. Alors pour touk’-schéma® d'inconnues®, ¥, est inde-
pendant dé<,).cs €t(L,)ses,avecS’' ={s € S| M,(FU®,X)= M.(F,X)}.

PuisqueXp ne dépend pas des ordres 60;) .« s/, ON peut les omettre dans une spécification et considérer
implicitement que ces ordres sont, par exemple, des orthes Qette proposition permet donc de plonger de
la syntaxe algébrique dans une interprétation.

Démonstration. OnaXp = hD(EMSQ(F,XQ (cf. §2.5.2) ai Yumg(rx) €st I'arbre infini plus petite solution
de X [Cou83], ethp est 'lhomomorphisme d'algébres continués]\z@f(F,X) dansD. Les sous-termes
de Xy (r.x) de sortes € S’ sont finis puisqueM,(F U &, X) = M, (F, X). Lordre (<., L) sur D,, et
notamment I'existence d'uasup », N'intervient donc pas dans le calcul e = hp (1), et par conséquent pas
non plus dans celui &y (r x))p- O

Il est donc inutile de donner une structure ordonnée aux nemwsudables del. C’est pour cela d’ailleurs

................

1°Rappelons que dans ce documeng, » permet simplement ureotationconcise des fonctions, et n’a pas d’autre rapport avec le
A-calcul.
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fun,, d'arité n + 1. A présent, la définition suivante spécifie plus formellement centrnonvertir un schéma
algébrique en schéma régulier.

Définition 2.9. (Procédé de conversion en schéma régulier avec @mmwnement implicite)
SoientS un ensemble de sorteB,uneS-signature X uneS-signature de variable¥, un F'-schémalgébrique
sur les inconnue®, et D = ((D,).cs, (<s)ses, (Ls)ses, (fp) rer) Une F-interprétation. Leconversion en
schéma réguliede la spécification(X, D) est la spécificatioX’, D') = Reg(X, D), définie parS’ un
ensemble de sortes) uneS’-signature Y’ un F'-schémaégulier sur les inconnue®’, et D' = ((D)cs',
(<D)sesrs (L) ses, (fpr) prer) UneF'-interprétation tels que :

o« §8'=8U{var,, fun,, , |s,81,...,5, €S}
X! ={z:var, |z € X,} pour se€ S, et X' = (X)ses

o ' =FUX' U{call,, , ,:fun, , . %xXs xX---xs,—s,fun, , ,:var, X ---Xvar, X s —

fun,, . ., vary:var, —s|s,s,...,s, €S}

' ={p:fun,, .| {p:sx x5, —5) €D}

« Y’ est déduit d& en remplacant, pour todlp : s; x --- X s, — s) € D,
- la définition{p(zy,...,z,) =t) par{e = fun,, s s(@1,...,20,1)),
- lestermes p(ty,...,t,) » par«cally, s s(p,t1,...,t0) » .

Et pour touts, s1,...s, € S,
« Env=X"2D tq VE€ Env Vze X' nDom(E) E(z)€ D,

e D! = Env — D,
. L/ =)\E.L,

o dy <! d, ssi dj(F) <, d,(F) pourtousd|,d, e D! et E € Env

« D, = X, munidun ordre plat (cf. prop. 2.3).

o Di,, .. =D — Dy, x--x Dy, — D)

. J_;mﬂmsﬂs = Ad' \(dy,...,d,). L,

.« g ggun”__w g2 SSigi(d')(dy,...,d,) <s92(d")(dy,...,d,) pour tout(d,,...,d,) €Dy, x ---x D, |

pour toutd’ € D, et pour tousgs, g> € Dy,

e VfEFE, fp=Xd,...,d ) E.fp(di(E),...,d (E))

e VeeX, zp ==

e var,p, = Az.AFE.Si ¢ € Dom(F) alors F(z) sinon L,

o cally, o op =Xy, dy,...d ) AE.g(d|(E),...,d (F))
o fung, sap =AMy, @0, d) A(dy, -y dy) A ({2 = di |1 € 0], @ # Lo, })
On peut étendre I&"-interprétationD’ en une( F’ U D)-interprétation padp, = AE.d pour d € D.,.

Parce que les fonctions d’'une algebre sont par définition desidmis totales on a défini I'interprétation
d’une variablevar,(z) comme« AE.si z € Dom(FE) alors E(z) sinon_L; » etnon« AE.E(z) ». Confondre
la valeur représentant une erreur (si I'on accéde a une vaiiatéfinie) avec I'élément (censé représenter
la non-terminaison) est en général un amalgame peu élégant.e€epais important ici car la condition
Var(t) C {xi,...,2,} pour tout{p(z,,...z,) = t) € X est préservée par la traduction (sous une forme
syntaxique différente), et les variables a interpréter sontdoujours définies dans I'environnement courant.
La méme remarque explique l'interprétation de l'opérateur, . ..

Cette définition P’ est bien uneF’-algebre continue, c§D.3) trouve son intérét dans la proposition
suivante.
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Proposition 2.4. (Correction de la transformation en schémaégulier avec environnement implicite )
Soient(X, D) une F-spécification e{X’, D’) = Reg(X, D). Alors ¥p = 37,,.

Démonstration.  Reprenons les notations adoptées pour la sémantique du fitysoia fixe (cf.§2.5.2) et
annotons d'urk ' » tous les objets relatifs &' et D’. On démontre qué&’ = G’, c’est-a-dire que pour tout
i € [N], g; = g;. Pour cela, on montre par récurrence structurelle;sgue (¢;) x, pig....gn] = (1) D/[g1...gn] -
Or la traduction est telle qué = fu"n(mi,l)...n<mi,ni)n<m(96‘7:.,17---axf.n,»atﬁ') avec t! € M(F' U ),
donc pour tout(ds,...,d,,) € D; (t)prigy.oni(dis- - dn,) = () Drjgr,....qn1 (Ei(de, ..., dy,)) €nnotant
Ei(dy,...,d,,) =Lzi1 — dv,..., 2, — d,} € Env. Iy atrois cas :

« Sit; =ux;; avec j € [n;] alors t] = var,, )(z;;). Ona (t;)x, pig...gn)(d1s- - dy,) = d; €t
(t) p[grsgn] = AE.SI 2, ; € Dom(E) alors E(z; ;) sinon Ly, ,, donc (t!)pig,....gn (Ei(dr,

cadn)) =dj = (t) x0.D[grrgn) (d1s e - oy ).

o Sit;= f(us,...,u,) avec f € F,, alorst; s'écrit f(u},...,u,,). SUPPOSONS QUEL;)x, Dig.....gn]
(diy. . ydn,) = (W) piig,,...gn (Bi(dy, - . ., dy,)) pour toutj € [m]. AlOrs (4;)x,.pg,....gn1(d1;s - -, dn,)
= fD( ey (uj)X,v.,D[m ..... g,\,}(dl, ey dm)a .o ) et (t;/)D’[gp-.-,gN} - /\Ef]_)( ey (u;)p/[gh”“gw] (E), .. .),
donc (ti)X;-,D[gl«,----gw]<d17 s 7dm) = (t;’)D’[m-,-~--,£JN}(Ei(d17 ) dm))

o Si t; = ¢p(us,...,u,,) avec g, € ® alors ¢! s'écrit Ca||(,(mk‘1)___(,(mk‘nk)”(w)(gok,u'l,... ul ).
Supposons que(w;) x, pig,....gxn](d1s- -5 dn,) = (W) Dy, ga (Fildy, ..., dy,)) pour touts € [n].
Alors (ti)Xi,D[gl,...,gN}(dl, ceey dnz) = gk(~ . (u]')XZ..’D[gl _____ gN](dl, Ce ,dni), .. ) et (t;l)Dl[glﬂ___ﬂgN} =
AE.gk(‘ ce (u;‘)D’[g1,...,g,\v}(d1a ceey dn;)a .. .), donc (ti)Xi,D[gh....gr\r](dl; e adm) = (t;’)D’[gu-.--,gN}
(Ei(dy,...,dy,)).

Par conséquent.p = lfp(G) = Ifp(G') = ¥, carA = A’ sont munis du méme ordrel]

i

Exemple de conversion.

Syntaxe algébrique. La syntaxe algébrique en termes de schémas réguliers coineidaayntaxe abstraite
de Bool, a I'exception du mécanisme de définition de fonctions qui regpeimé sous forme d’équations.

o &' ={bool, var, fun,, | n € IN}

o ' = {true : bool, false : bool , var : var — bool, if : bool x bool x bool — bool , call, :
fun,, x bool” — bool , fun, : var” X bool — fun,, | n € IN}

o ' C {pf, : fun, | fun € Fun, n € IN}
Parce que BoL n’a essentiellement qu’un type, 'annotation par. . s,,s est réduite a l'arité..

Traduction dans les schémas. Une traductionT" : Dec — Sch,,, (F') est donnée a la figure 2.12.

La fonctionnand définie précédemment (df2.2.2) avait pour schéma algébriqueand(z,y) = if(z,if(y,
false, true), true) ». Sa formulation en termes de schéma régulier est :

nand = fun,(z,y,if(var(z),if(var(y), false, true), true))
De méme, I'appeland(true, false) est codécall,(nand, true, false).

Avec ce type formulation il est possible de représenter uméecommefun(z,var(y)), traduction du
programme éronné fun f(X) = Y », alors qu'une condition syntaxique en interdisait la cargton avec
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T(true) = true

T(false) = false

T(var) = var(,a)
T(if exp, then exp, else exp;) = if(T(exp,), T(exp,), T (exp,))
T(funCexpy, ... exp,)) = call,(fun,T(ezxp,),..., T(exp,))
T(fun(vary, ...,var,) = exp) = Qpun = TN, (Tpar,s- -y Toar,, T (€2p))
T(funbind (and funbinds)) = {T(funbind)} (U T(funbinds))
T(fun funbinds) = T(funbinds)

Figure 2.12 : Traduction des programmesd® dans les schémas réguliers

des schémas algébriques §Z.5.2, schéma de programme). C’est la rancon d’une formialisplus générale
des environnements. Toutefois, le probléme ne se pose paBpoucar nous avons donné la méme condition
syntaxique (cf§2.2.1) afin précisément de pas avoir a traiter la productioned@ureur a I'accés d’une variable.

Interprétation et sémantique. Soit D' = (D, <., L))scs/, (fp')ser ) la F'-interprétation suivante.
« VarEnv = Var 23 BoolVal |
e Di_ ., = VarEnv — BoolVal, et L, =AE.L
e Dy, = BoolVal’l — BoolVal, et Lgy, = Avy...v,. L
o D! = Var, etles ordre$<,).cs sonttels queD est une interprétation discrete.
o truep, = AE.true
o falsep = \FE .false
by(E) si b(E) = true
o ifpi(by, by, bs) = AE.{ by(E) si b,(E) = false
€ si b (F)
e varp/(z) = AE.si z € Dom(F) alors E(z) sinon L
o callypi(fy by b)) = AE.f(bl( )y, by(B))
o fun,pi(z1,y...,@p, b) = Aoy . Dz = v,z o))
Onretrouve biemandp. (true, fa]se) = true. Notons aussi qu'il est désormais possible de forcer la ségueant
de I'appel par valeur directement au niveau de l'interpiéa¢n définissant :
o call,p/(f,b1,...,b,) = AE.Si (pourtoutie[n] b(E) # L) alors f(b(E),...,b,(E)) sinon
1

Ce n'est pas spécifique 20BL mais général a tout schéma régulier obtenu par le procédé de laidafihid.

Réécritures sémantiques.

Cette formulation pose toutefois un probleme pour transpat pour définir des stratégies de réduction car
les domaines sont plus complexes : les valeurs manipuléssla@la@mantique opérationnelle sont des objets
fonctionnels.
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Alors qu’un schéma algébrigue permet de dériver uappel fonctionnely(d,,...,d,) —* d € D, le
schéma régulieE’ correspondant ne peut que déterminefolaction ¢/, et ce comme la borne supérieure
d’ensembles de dérivations, pour I'appliquer ensuitéla...,d,). Dans le cas trés particulieioD est
constitué de domaines finis, comme c’est le cas paoLBil n’existe gu’'un nombre fini de fonctions typées
fun,, ., . etlinterprétationD’ est donc également constituée de domaines finis ; la fongtiprpeut alors
étre approximée et atteinte par une dérivation finie.

Mais dans le cas générdl)’ contient des domaines infinis et il existe des fonctigrms qui ne sont pas
effectivementalculables car elles peuvent étre approchées en un nombes deipis. Ce n'est pas génant en
pratique car on ne cherche pas a calcylgrmais I'application depp: a des donnéegl,, ..., d,) de D.

Remarquons toutefois que la sémantique de I'opératéuse traduit par :
AE.opi(dy, ... d,) = (cally, , (o, AE.dy,...,AE.d,))p

Avec cette formulation, il est possible de faire la dérivasoivante ddac(3), au moyen des reglg®(D’) (cf.
§2.5.2, sémantique opérationnelle), dans une interprét®iagque nous n’explicitons pas (¢f2.5.1) :
call(fac, \E.3) %g call(fun(n,ifz(var(n), 1, mul(var(n), call(
fun(n,ifz(var(n), 1, mul(var(n),call(
fun(n,ifz(var(n), 1, mul(var(n), call(
fun(n, ifz(var(n),1, mul(var(n),call(€,...subl(var(n))))))))), A\E.3)
— call(An.sin =0 alors1 sinon

R(D) . ,
sin =1 alors1 sinon
sin =2 alors2 sinon
sin =3 alors6 sinon_L, \E.3)
— AEF 6.
R(D)

Non seulement, il faut deviners le nombre de dépliages d&: nécessaires en fonction de I'argumentadli

(ici au moins quatre dépliages car I'argument eEt3), mais c'est également un piétre modéle d’exécution
car toutes les valeurs intermédiairéac(0) = 1, fac(1) = 1, fac(2) = 2) doivent nécessairement étre
calculées. En effet, les régles & D’) sont de la forme f(¢,,...,t,) — t,) oUt; € DU X et telles que
(f(t1,..-,tn))p = (to)p. Pour effectuer la derniére réduction d'une dérivation il fdahc disposer d’'un
approximantfac defacp. afin de conclure par la régleall(fac,d;,...,d)) — AE.fac(d\(E),...,d, (F))) €

Y 7

R(D'). On voit dans I'exemple ci-dessus que cet appromixant esitement précis.

C’est pourquoi I'on considére les régles plus générale¥ dP’), de la forme (¢ — t') avect,t' €
M(F,X) ettp = tp,. On dérive ainsi :

call(fac, \F.3) — call(fun(n,ifz(var(n),1, mul(var(n),call(fac,subl(var(n)))))), \E.3)

P

—>) call(fun(n, mul(var(n), call(fac, subl(var(n))))), \E.3)
V(D'
— call(fun(n, mul(var(n),
S, V(D)
call(fun(n, mul(var(n),

call(fun(n, mul(var(n),
call(fun(n,1),subl(var(n))))),subl(var(n))))),subl(var(n))))), AE.3)

— AE 6.
V(D"
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Cette dérivation insolite n’effectue en apparence que deslsaécessaires. En particulier, elle ne calcule pas,
directement ou indirectement, les valetiss(0), fac(1), fac(2). Mais elle est néanmoins un peu artificielle
car, de méme qu'il fallaik deviner» le nombre de dépliages dec dans I'exemple précédent, il faut ici
aussi propager implicitement la valeuE'. 3 dans tout le terme afin de savoir quelles réductions appliquer p

« évaluers les construction.

2.5.9 Conversion d'un schéma algébrique en schéma régulier avenvironnement explicite.

Pour éliminer la facticité des réductions de I'exemple précégenr les rendre plus naturelles et plus a méme
de modéliser une implémentation, nous explicitons la notienvironnement au niveau syntaxigue et non pas
uniguement sémantique.

Procédé de conversion.

Nous introduisons pour cela une nouvelle saie, ainsi que des opérateussin, : env X s — 5 ».
Une interprétationD” sur la signature?” correspondante fait en sorte que I'on puisse réduire par geem
in({z — v},var(z)) — AE.v. ConsidéretD"” comme ung F'"" U D)-interprétation, comme nous l'avions fait
a la définition 2.9 poud)’, et 'ensemble de reglég(D") plutdét queR(D") (cf. déf. 2.5, prop. 2.1), permet
en outre d« abréger A\E.v enw.

Définition 2.10. (Procédé de conversion en schéma régulier aveocvdonnement explicite )
Soient(X, D) une F-spécification etX’, D') = Reg(X, D). La F"-spécificatiorréguliéreReg ., (X, D) =
(X", D") est définie pab” = X' et D", extensior(cf. §N.13) deD’ telle que :

o §"=S8"U{env}

o F'"'=F'U{ing:envxs—s|seStU{F:env| E € Env}

« D! = Env, munid'un ordre plat (cf. prop. 2.3).

. insDu = )\(El,d”).)\Eg.d”(El)
On peut étendre I&"-interprétationD” en une( F” U D)-interprétation padp, = AE.d pour toutd € D.

Nous avons fait apparaitre explicitement les types (quipodent pas grand chose en plus) afin de ne pas
avoir a spécifier quels sont les termes bien formés d’'un langagfee une équivalence similaire a celle de la
proposition 2.4, on dispose d’identités qui facilitent ladélisation d'implémentations courantes :

Proposition 2.5. (Correction de la transformation en schémaégulier avec environnement explicite )
Soient(X, D) une F'-spécification e{X”, D”) = Reg,,, (X, D). Alors :
o« Xp =37,
Avec les notations ci-dessus, on a de plus les identitésrgeis@oury(x,,...,z,) =1t) € X :
o cally, , (fung , (z1...2,,t),t1...t,)p(E) =in,({z, — tip(E) ...z, — t,p(F)},t)pr(Fo)
e AE.op(dy,...,d,) =in({xy — dy,...,zn — dy},t)pn
ou E, est un environnement quelconque, par exemple vide.

Démonstration. Il est clair queX’,, = XY, = XY, car l'interprétationD” est une extension (c§N.13)
deD'.OrXp =X, (prop. 2.4), don&p = XY,,..
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o cally, o o(fung, o (1, . @0, t),t,.. . tn)pr(E) = call, . spr(A(dy ...
Ty, H— dn}),tlpu’...,tnp//)(E) == tD//({.’,El — tlD//(E),..

7d77.)'tD"({x1 = d17 ey

sy Ly tnD//(E)}) = inSD//({Jil —

tip(E),...,z, — t,pr(E)},tp1)(E,) avec E, quelconque
e NE.op(dy,...,d,) = cally, s (g, AE.dy,...,\E.d,)pr = AE.(cally, s (fung, s o(1,... 2, 1),
AE.dl, Ceay AEdn)DH(E)) = )\E(In({aﬁl = dl; gy dn}at)D”(EO)) = in({azl g dl; gy

d,},t)p~, en utilisant le point précédent]

Cette formulation permet de modéliser facilement des typegadgibilité différents. Par exemple, on peut
donner la sémantique suivanténg:

. inSD” = )\(Ez, d”).)\El.d”(El —+ Ez)

ou la fonction + : Env x Env — Env est une loi de composition des environnements. Par exepqmle,
'[OUSEl, E2 € Env etz € DOIH(El + EQ),

o Dom(FE; + E,) = Dom(E;) U Dom(E,)
o (Ey+ Ey)(z) =siz € Dom(E,) alors Ex(z) sinon Ey(x)

Non seulement on spécifie ainsiddmantiquele laliaison dynamiquemais il est aussi possible de décrire un
comportement dynamiquli modélise une implémentation.

Exemple de conversion.

Spécification. Dans la cas de 8oL, on a donc :
o §"=S8"U{env} = {bool, var,env, fun,, | n € IN}
o "= F"U{in :env x bool — bool} U{F :env | E € VarEnv}
Nous considérons ausBl” comme la( "' U Bool Val)-interprétation décrite a la définition 2.10.

Régles de réécritures. La figure 2.13 donne quelques reglesitié D). Notons que les régles, i etri, can,
ne sont ni des regles d& D"), ni des régles de simplification [RV80] car la taille de leurtigadroite n'est pas

plus petite que celle de leur partie gauche. Cela justifie epos I'introduction des regle¥ (D) (déf. 2.5).
if(true,ty,t3) — to (Piftrne)
if(false, ts,t3) — i3 (Pitfatse)

call,,(fun,,(z1,...,zpn,t),d1,...,d,) — in({zy—dy,...,2,— d,},1) (Pean,)
in(E,true) — true (Terve)

in(E,false) — false (Patse)

in(E,var(z)) — E(z) (Tvar)

in(E,if(t1,ts,t3)) — if(in(E,t),in(E,ty),in(E,t3)) (Pin i)
in(E,call,(f,t,...,t,)) — call,(f,in(E,t1),...,in(E,t,)) (Pincan,)

Figure 2.13 : Quelques régles Wé(D"), avecD” considéré comme une"” U D)-interprétation
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Stratégie de réduction. La figure 2.14 donne un exemple de stratégie de réduction poor 8ui utilise ces
régles. Elle permet de construire par exemple la dérivativaste, ai'onaposér = {z — true,y — false}:

cally(nand, true, false) — call,(fun,(z,y,if(var(z),if(var(y), false, true), true)), true, false)
— in(E.if(var(x),if(var(y), false, true), true))
— if(in(E,var(x)),in(E,if(var(y), false, true)), in( £, true))
— if(true,in(F,if(var(y), false, true)),in( E, true))
— in(E.if(var(y), false, true))
— if(in(F,var(y)),in(E,false),in(F, true))
— if(false,in(E,false),in(E, true))
— in(F,true)
— true.

Aux réductions qui concernent I'opérateinr prés, cette dérivation est peu éloignée de celle donnée a la
section§2.5.3 (sémantique). Considéré&)” comme une(F” U D)- plutdt qu’une F”-interprétation nous
enjoint a omettre la derniére réductiatue — MF.true € D",

o(true) = 7
o(false) = 1
o(true) = true
o(false) = false
tq Si t; = true
o(if(t1,t2,13)) = ts Si t; = false

if(o(t1),ts,t3) SiNON

call,, (@pun, 0(t1),...,t,) Si p(t1) # 1, sinon

o(call, (Pruns t1y -y tn)) = call,, (¢fun, t1, .-, 0(tn)) Si o(t,) # T, sinon
in({xy — t1,...,@, — ty},1)

pour (@sun = fun,(z1,...,2,,t)) € X"

o(in(E,true)) = poftrue)

o(in(E, false)) = offalse)

e(in(E,var(z))) = E(z)

o(in(E,if(t1,t2,13))) = o(if(in(E, t1),in(E, 1:),in(E, 13)))
o(in(E,call,(f,t1,...,t,))) = ol(call,(f,in(E,t1),...,in(E,t,)))

Figure 2.14 : Stratégie de réduction dared avec des schémas réguliers

Trace d’exécution. Cette dérivation a pour tra€ nana, Tcally s Tin if s Tvars Tiftrues Tin if s Tvars Tif falses Ttrue ) - NOTONS
toutefois que la régle, ;; ne correspond a rien dans les modeles d’exécution précédentsubaimplémen-
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tation comme celle de®oL (cf. §2.2), on ne peut pas lui associer un comportement dynamigjlgeexprime
simplement la visibilité d’une expression sur un enviraneat. La regle;, .., admet la méme remarque.

On peut comparer la trace de ces régles aux actions interees/ables, dans les systéemes de transitions.
De méme, la trace, est superflue car elle est toujours immediatement suivie gelLa traceabstraitede
I'exécution précédente est alors Simplem@nbi, , Tvar; Tifirues Tvars Tif falses Ttrue ) -

Parce que I'environnement est trés simple dans ce cas piericon obtient une trace sensiblement
identique a celle d'un schéma algébrique qui incorpore un t@érgour les variables (c§2.5.6, trace
d’exécution des variables). Pour modéliser I'accés a uneblartui dépend deHfiistoirede I'environnement,
environnement dont il faut donner les caractéristiques tipérelles, on fait figurer,,.(E, z) dans la trace
abstraite, représentant plus fidele de la régleE, var(z)) — E(z)).

Conclusion du chapitre.

Nous avons proposé une définition abstraitentmdéle d’exécutiorf§2.1.2) et nous avons montré sur un
exemple comment elle permettait de représenter le compentedfun programme compil§Z.2).

Nous avons ensuite indiqué quels étaient les éléments a pasdarqover un compromis entre la fidélité
d'un modéle et son degré d'abstractid®.8). En particulier, pour permettre une spécification de phust
niveau, nous avons proposé deux classes de modeles d'exéhdsees sur des formalismes sémantiques :
sémantique naturell§Z.4) et schémas de programn§@.b).

En ce qui concerne les schémas de programme, nous avons étetyihe Ide régles employé dans la
sémantique opérationnelle (déf. 2.5, prop. 2.1) afin permeatgarsbdéles plus fidéles (§R2.5.9). Nous avons
également étendu la définition de stratégie de réduction pour téegrigtations discretes donnée par Courcelle
[Cou90a,§3.5] a des interprétations continué€?.6.4). Nous avons montré les avantages d’'une spécification
en termes de schémas réguliers plutdt qu'algébric25.7) et fourni des procédés de traduction de I'un dans
l'autre (§2.5.8, 2.5.9), différents de celui donné par Courcelle d&os186,59]. L'un en particulier (déf. 2.10)
permet des modeles d’exécution plus fidéles. Par ailleurs, [@opition 2.3 simplifie la spécification d’'une
interprétation.

Une fois posées ces bases concernant I'exécution, nous poaanire au chapitre suivant comment
affecter une performance a un programme.



Chapitre 3

Mesure de Performance

Pour formuler une notion dptimisation il faut au préalable pouvomesurer la performancges programmes ;
c’est I'objet de ce chapitre.

On apprécie la performance d’'un programme, cofit, en fonction des caractéristiqgues de son exécution.
Néanmoins, nous cherchons plus ici a savoir comparer degxagrnes entre eux qu’a attribuer uneantité
explicite a un programme donné. D’autre part, puisqu’un fnagne représente non pagemaisun ensemble
d’exécutions possibles, il existe aussi plusieurs moyensod®arer les programmes, en fonction des co(ts
d’exécution individuels.

Sur le plan pratique, un modéle de co(t doit pouvoir prendrecempte aussi bien le temps d’exécution
gue I'espace mémoire consommé et doit pouvoir étre comparaudres expressions du codt.

Organisation du chapitre.

§3.1 La performance d'un programme est chiffrée et comparéedelt’une notion deo(t Nous équipons ce
colt de propriétés abstraites générales et montrons commeitrigguéa de nouveaux par des opérations
de combinaison.

£3.2 Une mesure deo(t dynamiquénterprete la trace d'un modele d’exécution afin de chiffrer g de
I'évaluationZ p d d’'un programme sur une donnée individuellé

§3.3 Ce colt dynamique sert a la construction dtofit statiquequi mesure a priori (en 'absence de données
d explicites) I'efficacitéintrinsequed’un programmep.

£€3.4 Nous donnons quelques exemples de constructions de stafitpies d’'usage courant, ainsi que les
moyens d’en fabriquer de nouveaux par combinaison.

£3.5 Nous indiguons quellegualités(propriétés) d’'un colt statique sont souhaitatag®iori, et comment
ces qualités sont reliées entre elles.

£€3.6 Nous examinons en particulier quelles qualités sonsfaittis par les colts statiques définis a la sec-
tion §3.4, et comment ils sont corrélés.

Muni ainsi d'unmodele de performanceaous formalisons ensuite au chapitre suivant la notiévaluation
partielle.

75
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3.1 Modele de colit.

Un colt d’exécutionmesure quantitativement lgessourcesconsommeées par un programme lors de son
exécution. Les ressourcegncretesont letempset I'espace mémoir@lus généralement, woldtcomptabilise
toute quantité abstraitemesurée sur un programme comme le nombre d'appels de cerfainetions ou
primitives, le nombre d’acceés mémoire, la tadi@tiguedu programme (par opposition a I'espace mémoire
consommélynamiquemehtafin de contrdler les optimisations qui font croitre la taidlecode généré, etc.

3.1.1 Domaine et mesure de co(t.

Nous définissons des notions abstraites de domaines, de ne¢sleenodéles de codt. Ainsi, nous pouvons
ensuite couvrir une large gamme de modéles de performanacedétrdeur propriétés dans un cadre général.

Définition 3.1. (Domaine de co(t)
Un domaine de col{C, <) est constitué de :

« unensemble de colits
« unecomparaison de col¥, relation transitive suf
Nous définissons égalementdamparaison stricte, I'équivalence de co@t, et lanon-comparaisor¥ :
e Ve, €C ¢<c sSiecxc etec#d
e Ve, €C cxc SSicxgc etecxc
e Ve, €C ¢k sSichc etecd
Un domaine de col(C, <) est qualifié du nom (total, antisymétrique, etc.) des proprigtés.

Une optimisation va consister en une suite de transform@asaccessives, chacune faisant décroitre le codt
au sens de. La transitivité est la propriété fondamentale qui assueelgprogramme final est effectivement
meilleur que le programme initial.

En pratique, la relatior; est généralement un préordre ou un ordre, mais n’est pas néesssati totale.
Notons que sk peut étre ou ne pas étre réflexive, en revangtest toujours irréflexive (acyclique). Cela ne
signifie pas que correspond a la relatiog privée de I'égalité. Néanmoing,< ¢ implique ¢ < ¢’ etec # ¢'.

Une mesure de performandadique quel colt attribuer a une exécution ou a tout un progmraniNous
définissons plus généralement umesure de co(i sur un ensemble quelcong@ecomme unenterprétation
de@ dansC.

Définition 3.2. (Mesure de col(t, modéle de codt)
Soient@ un ensemble €, <) un domaine de codt.

« Unemesure de coit sup est une applicatiop : Q — C
« Unmodele de co(t d@ est une structur&, <, )
La mesure de coQt transporte la relation de co&tsur@ :
+ V9,9 €Q ¢<,q ssipu(g) < p(d)
On définit de méme les relations,, ~,, et¥£,, surQ.
- Deux modelesC, <, u) et(C', <, u') de@ sontéquivalentsssi <, = </,
Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur la mesure, nous omettonmtiisesy des relations de codt.
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3.1.2 Colts additifs.

Nous faisons I'hypothése que le codt total d’'une exécution teéslgl la compositioadditivede coltlémen-
tairesattribués a chaque opération atomique de la machine d'exac@ada vaut pour le temps d’exécution
comme pour I'espace consommé §&.2.2). Pour cela, on équipe le domaine de colt d'une strualygérique,
gue l'on relie avec la comparaison de codt.

Définition 3.3. (Domaine de co(t algébrique)
Un domaine de codt algébriqu&, +, ., <) esttel que :

« (C, =) estun domaine de colt (c.-a-g.est transitive)
. (C,+,.) est uniR-espace vectoriel
Un coltc a unsigne positif(resp.négatif) ssic = 0 (resp.c < 0). OnnoteC, = {c € C | ¢ = 0}.

En réalité, une structure de monoi¢e, +,0) est suffisante si I'on veut uniquement calculer un codt
d’exécution ; lassociativitéde la loi + est liée a I'associativité de la composition des programrees,
I'élément neutred représente le colt d'exécution trivial, lorsqu’il N’y a aucwpEration a effectuer. C'est
précisément cette structure qu’emploie Gurr [Gur91] dangadlisation en termes de catégories. Comme
le remarque également Gurr,dammutativité bien que toujours satisfaite dans les domaines pratigsése
plus souvent superflue. Seul la définitionahiit moyericf. §3.4.4) n'a pas de sens sans commutativité.

Bien que les machines évoluent (théoriguement) dans un mascletdet que les colts manipulés soient
en général positifs — on peut songer par exempNa+, 0, <) — nous avons choisi de plonger la structure
de monoide dans UR-espace vectoriel afin de simplifier la présentation. Par ad|exette structure s'impose
d’elle-méme dans la définition de certains domaines de colysafct.§3.3) ; il faut unlR-espace vectoriel
pour pondérer une relation de co(t par distribution ou pourmajorerun co(t. Dans la pratiqué, est en fait
une puissance d&, avec sa structure dB-espace vectoriel, ou bien une puissancéRdesi I'on opére sur
des encadrements de colts (afin de pallier & des modéles offioientsapproximatifs).

Définition 3.4. (Comparaison additive, homothétique)
Soit(C, +, ., <) un domaine de co(t algébrique. La relatigrestadditive ssi elle vérifie 'une des conditions
équivalentes suivantes.

e Vey,09,03€C 1Ry = 143 et
o Vey, 00,0, €C ey g ANy ¢y = e+ <ce+a
La relation< esthomothétiqué ssi
o Vey,00€C Va€lR\{0} 1 5 ¢0 = ooy 5 ey
Pour désigner ces propriétés, nous parleroadditivité’, ainsi que de I'éléganteomothéticité

La condition d’additivité signifie que la relation de co(t eahd une certaine mesure compatible avec la
composabilitédes programmes. Considérons deux progranynesp, équivalents, et de colts respectifs

! Cette propriété est aussi appetéepatibilité des avec+.

20n qualifie d’habitude dinéaire une relation qui, dans notre terminologie, adtlitiveet homothétiqueNous préférons dissocier
les deux concepts car ils interviennent parfois séparemment dans diverses prdgmiétése, parler deo(t linéairepréte a confusion.
Notons par ailleurs qu’une relation additive est homothétigser les entiers : si ¢; < c2 alorsn.c; < n.co pour n € IN\{0}.

%Si I'on considérait le domaine de colt simplement un monoide, I'absence d’inverse nousaibéigeéfinir lasoustractivité
propriété réciproque de I'additivité Ve, ca,c3 €C 1+ c3 X ca +e3 = ¢ X . Ce qui est vrai pour I'additivité dans les
tableaux 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 donnés en fin de chapitre I'est encore si I'on ne suppose pantexistn inverse et I'est aussi pour la
soustractivité. Seul le caractere discriminant du co(t moyen nécessite aélditisoustractivité.
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etc, sur une donnéé, avece; < c, : le programmep, est préférable a, surd. Sip, etp, sont en réalité des
procédures d’'un plus gros programme, dont les calculs suppli&ines comptent pour un cofit I'additivité
garantitc; + ¢3 < ¢y + c3 : il est avantageux, au sens deet sur la donnéd, de remplacep, parp; dans
n’importe quel contexte.

3.1.3 Combinaison de codts.

Une fois que I'on dispose de modéles de co(t, on peut les coméimiee eux afin de former de nouveaux
modeles, plus complexes. Nous définissons ainsbigonction le produit et le produit lexicographiquelLes
propriétés des domaines (et en particulier I'indispensabtesitivité) sont données a la sect§$6.2.

Conjonction, disjonction.

Définition 3.5. (CodQt conjoint)

Le domaine de colt conjoirte la famille de domainel®, <;);cr est(C, N, <:), défini par :
e Ve, €C c(Nier i) ¢ ssi Viel c<; ¢

Le modele de codt conjoirtte la famille de modele&, <;, 11)icr €St(C, ;e iy 1t)-

Soient par exemple deux relations de colts, I'efie, comparant les programmes selon le colt moyen
d’exécution, et l'autres...., comparant les programmes selon leur pire cas. Remplacesdeaonmep par le
programmep’ lorsque la conjonctiop’ (Xmey N <max) P €St VErifiee assure qué est meilleur en moyenne
quep, sans perte de performance dans le pire cas.

o 7' (Smoy N <max) P SSI D' <moy P €L P < P-

Nous définissons dans la suite des relations de codt a l'aiderjenctions sur des familles infinies. C'est
pourquoi hous n'avons pas simplement donné une définition mjerxction binaire.

Définition 3.6. (Disjonction de relations)
La disjonctiond’une famille(<;);c de relations su€ estlJ,.; <, définie par :

o Ve, €C c(Uje i) ¢ ssi Fel e,

Nous ne parlons pas ici d’ulomaine de coltC,J;.; <,) car la relationJ,.,; <; ainsi définie n'est pas
toujours transitive. Néanmoins, la transitivité est parfpiéservée lorsques;);c; possede des propriétés
d’inclusions (tabl. 3.2).

Codt produit.

Le codt n'est pas nécessairement une quantité scalaire ticpmptabiliser séparément plusieurs parametres,
liés de facons diverses au critere de performance. Autrentelgclb(t est a valeur dans un produit d’ensembles.
Si chacun d’eux est muni d’'une relation de codt, on peut nédonent former la relation produit.

Définition 3.7. (Co0t produit)
Le domaine de codt produdtes domainetC;, <;)icr est(I;c; Ci, ®,c; <), défini par :

o V(¢i)ier, (€))icr € Tlic: G (€i)icr (Qier i) (¢))ier SSIi Vi€l ¢; <, ¢
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La mesure de colt produite la famille de mesurg$;);cr SUrQ, aussi noté€y; ), est définie par :

o (i)ier : Q = I;ic;Ci 1Q Vo €Q (1i)icr(q) = (1i(q))ier

La comparaison induite sy est alors :

* (®i€I <73)(/“%61 = ﬂie] <iu
Le modele de codt produttes modelesC,;, <;, ti)icr €St(I1;c;Cis Qi1 iy (1) icr). Siles domaines de colts
(Ciy+i, -1, <4)ier SONt algébriques, I'ensemble de codt prodiif. ; C; est muni de la structure dB-espace
vectoriel produit.

Considérons par exemple deux domaines, [Gn <) chiffrant spécifiguement leempsd’exécution, et
lautre (C., %.) I espaceles ressources mémoire consommées. Dans le dorf@ineC., <; ® <.), un colt
d’exécution est meilleur qu’un autre s'il est a la fois meilen temps et en espace :

o (cr,ce) (4 ®@=e) (ef,cl) sSi ¢ <4 ¢ et c. e

Le produit est fini en pratique, et s'exprime a l'aide du prodig relations binaires, qui est associatif (& un
isomorphisme prés) au méme titre que le produit cartésienrbinai

Co0t produit lexicographique.

Une autre relation produit classique est 6rdre lexicographique. Ainsi, le domaine de co(t produit lexi-
cographique(C; x C.,<: @1ex <) pPrivilégie avant tout le temps d’exécution et, a temps égal,paom la
consommation mémoire.

Définition 3.8. (Co(t produit lexicographique)
Pout tout ensemblé, on notex,;, la comparaison trivialeléfinie par :
hd VC, C’ S C c %triv C’ (On a alor%triv = %triv)
lex

Le domaine de colt produit lexicographiq(l ;. ; C;, ®,z; <:) des domainef’;, <;)ics, ou I estunintervalle
delIN, est défini patr:

lex
o Qicr i = Uiel((®jel,j<7‘, ) ® < ® (®je[,j>i Rjiv)) U (Qyer i)
La comparaison induite par une famille de mesuges$;r sur un méme ensembig est alors :
lex
® ( i€l '\<i)(m);er = Uiel((ﬂjel,jd '\<j«,u,7‘) n=<;nN (ﬂje] 7> zjtriV)) U (ﬂie[ <, i )
Le modeéle de codt produit lexicographiqdes modelesC;, <, i) icr €St(I1;; Cis ®1‘*€"I s (i)ier)-
On peut interpréter le produit lexicographique en considdeaféme projection su€; comme une ap-

proximation du colk a l'ordre : ». Dans une comparaison, on ne prend en compte I'ardrd qu’'en cas
d’équivalence des codts d’'ordre inférieur ou égal a

Codt produit spécifique.

L'ensemble produit; x C, peut étre muni de comparaisons de cg(@utres que les relations produis ® <.

ou -<t ®1ex e Si(C, %t) = (Coy %) = (IR, K), définissons par exemple;, c.) < (c},c.) & ac? +c, <
ac? +c. ;le temps est alors quadratiguement négligeable ou prépondfraant I'espace, suivant la valeur
du réela Une autre écriture consiste a reporter sur la meglaecombinaison des codts. On forme pour cela,

a partir des modele’;, <, ;) €t(Ce, <o, ite), UN NOUVeau model@R, <, 1) avecy = ap? + ..

4 lex
La définition est aussi équivalented >, <i = U, ;(Q,c; o i) ® <i @ ()¢, Niwniv)) U (Kep <0)-
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3.2 Codt dynamique.

Nous examinons dans cette section comment comparer lesdekéxution individuels (pour une donnée
fixée) de deux programmes, en fonction de leur trace d'exécutigpective. Ceolt dynamiquesert ensuite

de base a la construction delts statiquescf. §3.3) qui permettent la comparaison globale de programmes
(sur 'ensemble de leur domaine de définition).

3.2.1 Modele de performance dynamique.

Définition 3.9. (Modéle de performance dynamique)
Soit M : P x D — 7 un modele d’exécution d’'un langade

« Unchiffragedes traces d& dans un domaine de codynamique(C, <) est une applicatiory : 7 — C
« Lamesure de performan¢eude co(} dynamique. : P x D — C associée au chiffrageesty = xo M
. Unmodele de performandeu de colj dynamiquesst une structuré’, <, u)

Nous notong:(p d) I'expression de la mesure de cqisur un élémentp, d) de Dom(p) = Dom(L).

Il était envisageable d’attribuer un cadinfini » aux programmes qui ne se terminent pas (c’est le choix fait
par exmple dans [Ros89]). Nous avons préféré opérer explieitesurDom( L), plutdt que sur touP x D, afin
d’exclure le cas des programmes indéfinis. Nous échapponsaailesi problémes d’incohérence et simplifions
également la formulation des co(ts statiques.

Il était aussi possible de définir: P x D — C directement, sans passer par I'intermédiaire ahodéle
d’'exécution en considérant = M etC = 7. Nous avons préféré distinguer les deux concepggétution
et deperformancequi, sans étre indépendants, ne sont pas non plus confondus eldpérons ainsi avoir une
vue a la fois intuitive et formelle.

3.2.2 Temps et espace.

Que I'on considére la consommation de ressouccesrétesou abstraites il y a principalement deux types
élémentaires de codts dynamiques.

Temps d’exécution. Chaque opération atomique de la machine d’exécution estefeen urempsqui lui
est propre. Le temps d’exécution total est la somme des teiepéadition de chacune des instructions ; c’est
une quantité additive». Cela vaut aussi pour le comptage du nombre d’appels d’uratiém.

Le temps d’exécution d’une instruction est une informationtextuelle qui dépend de I'étaterne courant
de lamachine d’exécution : indicateur, registre, mémoird faut faire figurer cet état dans la trace d’exécution
(cf. §2.3.1) afin de chiffrer le temps.

Espace mémoire consommeé. L' espace mémoirearactérise, a la fin d’'une exécution, la taille mémoire
maximumau’a nécessité le programme a tous les instants. On peut égaldenconsidérer comme une
quantité additive en affectant un codt positif aux instigsi qui demandent d’accroitre la mémoire réservée a
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I'exécution, et un codt nul aux autres (il n'y a pas de codt négatiind on libére de la mémaoire car on calcule
un codtmaximun.

L'espace mémoire consommé est une information contextgelledépend de Histoire de I'exécution et
qui, si elle napparait pas dans les étaternesde la machine d’exécution, doit néanmoins figurer dans la
trace ; il faut alors un étaxternea la machine pour conserver la taille maximum déja requise.

Sipar exemple l'instructior POP » a toujours un codt spatial nul, il faut en revanche distingues PUSH »
qui alieu alors que la pile est au maximum de sa taille depudgbut de I'exécution, et qui demande une taille
de pile plus grande, d’ua PUSH » qui survient apres un désempilage. C'estla méme différence atré&serk
qui accroit effectivement la taille du segment de donnéeswé&ser programme par le systéme d’exploitation,
etmalloc quiréutilise la mémoire déja allouée mais libérée ou qui appalmémesbrk lorsque la mémoire
libre est insuffisante.

Parce que I'espace mémoire effectivement consommé estldifligixprimer, on considere parfois simple-
ment une borne supérieure de I'espace nécessaire, en negasampte de la libération des zones allouées
ou du glaneur de cellule [Ros89]. Par exemple, dans le cass#edn se contente de compter le nombre de
cons.

On peut noter que la taille des données n’intervient pas rabeaherche a exprimer un codt dynamique,
c’est-a-dire le colt dineexécution pouunedonnée fixée. En revanche, elle pourra intervenir§@#.9) dans
le cadre d’'un co(t statique (df3.3). Ainsi, une autre quantité également mesurée agirtglexité en taille
[Weg75, LM88], qui chiffre la taille du résultat (en foncticle la taille des données).

Le co(t associé a la taille (statique) d’'un programme peutc@ngptabilisé, soit pour chaque exécution
(c’est alors un incrément au co(t dynamique), soit, puis@silconstant, pour un ensemble d’exécution (cf.
§4.8.3).

Axiome en guise de conclusion. Dans notre formalisation, la trace seule reste détentriteude|'information
concernant I'exécution et, par la méme, la performance. De élitéidiépend la pertinence du modéle.

3.2.3 Performance d’'une machine concrete ou abstraite.

Sil'on ne prend pas en compte les contraintes extérieuresoaagseur, la mesure du temps d’exécution pour
une machine concréte est déterminée par le nombre de cyclesaiéegpour exécuter les instructions du
programme et le temps de cycle de I'horloge. La mesure dpd@asest le nombre d’'octets alloués, la taille
consommeée par une pile, etc. Pour des machines plus abstiagecolts, eux-méme abstraits, peuvent étre
déduits d’'une implémentation de cette machine, ou bien peumesurer des quantités de plus haut niveau.

En pratique, un co(t; est attribué a la trace élémentairde chaque instructiond’'une machine, concréte
ou abstraite. Le co(t total d’'une exécution est la somme des audividuels de chacune des instructions.
Par exemple, nous avons vu que I'exécution du ceaep [dec,.na] SUr une pile qui contient les valeurs
successives eto (c.-a-d. la compilation deand(true, false)) avait la trace suivante dafg,,, , (cf. §2.3.2) :

(MOV BP,SP; MOV AX, (BP+depl); CMP AX,0: JZs_o addr; MOV AX, (BP+depl); CMP AX,O:
JZzp—1 addr; MOV AX,1; JMP addr; RET 4))
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Un chiffrageyu.ch, €t la mesurew... associée, estiment par exemple le codt de cette trace a :

C MOV reg,req + 2 Cmov reg,(reg+depl) + 2 C P reg,imm. + C 3Zy—paddr + C 3Zyp—r addr + Cwoy reg.'im,7n+

C gup addr T CRET depl

Nous avons noté d’'un méme symbole un colt constant dans urléefdimstructions.

Dans le cas d'instructions dont le comportement dynamidgyeedd du contexte, le colt est une fonction
des parameétres qui figurent dans la trace. Par exemple, laél@acentaire« get_value Xn(t),A:i(t) »
de l'instructionget_value, qui entre autres unifie ses deux arguments, a pour co(t d’éx@aute quan-
tit€ oot _vatue xn.0i (2, ') QUi dépend des termestt’ pointés respectivement par les registrest Az (cf. §2.3.1,
compromis). En réalité, cela ne permet de mesurer qu’uneitgifige au temps d'exécution. Pour tenir compte
également de I'espace mémoire, il faut aussi faire figurer psmparameétres la taille maximum déja atteinte
par la pile d'unification [AK90].

3.2.4 Performance d’'un langage compilé.

Nous avons vu que si I'on dispose d’'une compilation d'un say&y., dans un langagé ., alors un modéle
d’exécution del. détermine un modéle d’exécution de (déf. 2.4). De méme, un modéle de performance
de L, détermine un modéle de performancelde

Définition 3.10. (Modéle de performance d’'un langage compilé)

Soient(T», T, T ) une compilation d’'un langagg, : P, x D, — R, dans un langagé, : P. x D, — R,
et(C, <, p. : P. x D. — C) un modeéle de performance dynamiquelde Le modele de performance dg
compiléest(C, <, u,) défini paru, = p. o (Tp,Tp).

C’est simplement dire que la performance d’'un programmeelit de son code compilé. Ainsi, le colt
d’exécution denand(true, false) selon pcom, €st le méme que celui indiqué ci-dessus pput. a la
section§3.2.3.

3.2.5 Performance en sémantique naturelle.

Les opérateurs de construction d'arbres de preuve joueritided’instructions élémentaires de la machine
d’'exécution en sémantique naturelle. lls correspondent a&iigpe a chacune des constructions du langage,
permettant ainsi de chiffrer leur performance individeell

Interprétation additive.

La justification donnée pour I'additivité a la sectigBr1.2 suggere aussi que la mesure de colt est obtenue par
composition des colts des sous-termes. Par exemple, sillEssd®s expressionsb~2 » et « 4*a*c » sont
respectivement; ete,, le colt global de b~2-4*a*c » €Ste; + ¢5 + sy, OU cyp €St le colt spécifique d’'une
soustraction.

Plus généralement, pour associer un colt a une preuve, on lassintghiffragex a une interprétation
« additive » des arbres de preuve dans les co(ts : si les arbres sont d@snstruune signaturé’,  est
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I'unique homomorphisme d&4 (F') dans laF-algébre(C, (f¢) ;e ») OU les fonctionsfc sont déterminées par
un ensemble de colis;) scr :

e VfEF, Vei,...,cn €C feler,...hen)=cp+cr+ - +cy

Par exemple, la trac®f;, .. (nand(true, false)) = pir(Puars Pease true (Pif (Puars Pease faise (Prrue) ) )) (CF. §2.4.4) cor-
respond au coQis .:(nand(true, false)) suivant :

2 Cif + 2 Cvar + Ccase true + Ccase false + Ctrue

Si la trace est moins abstraite, si par exemple I'acces a éuwdlune variable a une tragg, (E, x), le colt
élémentaire associ€,,(E, =) dépend aussi d€ et z.

L'analyse de colt de Sands [San93] comptabilise le nombreisigfi’'une régle particuliere apparait dans
I'arbre de preuve. Dans la formulation précédente, celamegialécompter dandN, <) un colt élémentaire
de1 pour chaque occurrence de cette regl®, gbur les autres regles.

Colt synthétisé.
Cette formulation revient aussi a considérer le colt d’exénutbmme urattribut synthétiséde I'arbre de
preuve. Considérons par exemple la régle.. :

E - exp, = true E&exp, = v
F F if exp, then ezp, else exp, = v

On matérialise le colt d’exécution d’'une expressioarp dans un environnement comme un attribut
synthétisé de I'arbre de preuve : un jugement prend alorsheefd@ + exp = v : c.

E - exp, = true: ¢ ElFerp,=v: c

E - if exp, then exp, else exp, = v: ¢ + 2 + Cirue

Le co(t est d’'une certaine maniétecalculé en méme temps que le réstiltatll est plus simple de ne faire
figurer que lincrémentaux codts synthétisés ; leur composition est alors implicite.

E - exp, = true E&exp, = v
F F if exp, then ezp, else exp, = v

© Ciftrue

Lorsque le comportement dynamique dépend de la valeur darcepgarameétres, une régle est annotée ainsi :

: Cyar (B, var)

E + var = E(var)
Dans les spécifications qui suivent, une régle sans annotaticugposée de colt nul.
Implémentation formelle.

Voici un exemple de chiffrage des arbres de preuve qui madiéiserformance dans I'implémentation donnée
a la sectior§2.2.

®C’est un peu comme si un programme était doté de moyens pour simultanément calcudsuliahat estimer son codit d’exécution
(déduction faite de cette tache supplémentaire). C'est ce que réalisent dansaine oezsure les outilsidistrumentatiomui analysent
dynamiguement le comportement des programmes (profiler) ou, dans un domaine voisin, leamndk circuits intégreés.
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® Cirue = Cfalse = CMOV reg,imm.

e Cyar = Cpay reg,(reg+depl)

e Cif = CcMP reg.imm

® Ceasetrue — CJIZp—caddr + C IMP addr

® Ccasefalse — CJZp—qaddr

si n=0 alors ccur wdgdr + Crer
e Ceall,, =

Si n >0 alors (n+ 1) crysureg + Cearradar + Cropreg + Cuovreg.req + CRET depl

Il est possible d’obtenir une méme mesure de performancetia gaamodélesVs . (cf. §2.4.4, non-pseudo-
déterminisme). Il suffit pour cela que :

o Cf + Ccasetrue — Cif true et Cif + Ccasefalse — Cif false

L'emploi de régles pseudo-déterministes n’est donc paspedsable.

Implémentation informelle.

Lorsqu’une spécification en sémantique naturelle déterminéegselile la machine d’exécution (¢R.4.3),
on donne un modele de performance en annotant chacune desaegteyen d’'un colt élémentaire, comme
nous l'avons fait ci-dessus. Cela peut étre accompagné dstlfigation informelle qui accrédite la fidélité du
modéle d’exécution (c£2.3.3).

Sil'on oublie momentanément la description formelle deiiémentation de BoL donnée a la sectidj®.2,
on peut par exempliistifier informellemenkes régles annotées de la figure 3.1 ainsi :

« L'évaluation d’'une valeur booléenmemmeédiatetrue oufalse) a un colt constant,,;.

. L'évaluation d'une variable accéde en temps constanta une valeur rangée dans I'environnement,
implémenté dans une pile comme un tableau d’arguments.

« Le colt de la conditionnellef este;. : il comprend le colt d'un test et, suivant que la conditiorvesie
ou fausse, un saut avant ou apres le traitement de la braheheu e1se correspondante.

« L'appel fonctionnel a un colit,, qui ne dépend que du nombredarguments : il faut empiler
la valeur de chaque argument, appeler la fonction, et rattlay pile au retour. On peut également
préciser que ce colt est linéaire en fonction du nombre d’armgtsnexcepté pour. = 0 afin de
mateérialiser I'optimisation du cas sans argumedy,, = cca11 €t Cpup = Cear1 + Csomearg + 7 Carg POUT
n > 0.

L'argumentation détermine la pertinence des regles nondaseééterministes, ou le recours éventuel a des
regles pseudo-déterministes. Nous donnons un autre exemgle style de spécification a la sectigth6.1
(modéle de performance).

Si I'on compare cette mesure de performance a celle de Bmehtation effective, la seule hypothése
supplémentaire concerne le colt d'exécution de l'instructibn on a supposé que JZzp—; addr » a
un comportement dynamique similaire au tesiZ;z—, » suivi d'un saut« JUP addr », c'est-a-dire que
€ 12yeiaddr = Ciz_caddr + € p adar - CELtE identité n’est en fait qu’approchées dans le cas général ; c’'est
le cas en particulier pour la mesure du temps d'exécution 8986 qui chiffre en nombre de cycles
Cizy, = 16, cyz,._, = 4, cp = 15. Cependant, c’est la mesure de performance simplificataeengus
adoptons pour BoL dans la suite du document.
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* Chool * Chool : Cyar

E + true = true E F false = false E + var = E(var)

E & exp, = true EF exp, = v E - exp, = false Etexp, =
Py - G
E I if exp, then exp, else expy, = v f E - if exp, then erxp, else exp, = v f

Erewp, =v ... Elexp,=v,
E(fun) = (vary,...,var,, exp) E 4+ {var, — vy,...,var, — v,} - exzp = v

Bt funexp,, ..., ,exp,) = v

* Crun,

Figure 3.1 : Sémantique avec colts des expression®de B

Domaine de co(t abstrait.

Nous n’avons pas, jusqu’a présent, explicité concretemedonine de colfC, +, ., <) pour nos exemples.
Ce n’est pas toujours indispensable ; le choix effectif diamaine et I'affectation de valeurs explicites aux
symbolesc; peuvent étre différés si I'on dispose pipriétés abstraitesur les codts élémentaires.

Puisqu’un co(t d’exécution est formé par composition adelitie colts élémentairés);-; deC attribués
aux opérations de la machine d’exécution, on peut réciproguienmmstruire urdomaine de co(t abstrait
comme I'ensemble des combinaisons linéafn@igsdes(c;);-;. On le note}>, ;) IRe; en insistant & nouveau
sur le fait que la somme reste finie.

Quant a la relation de co@t surC, elle peut étrgartiellementspécifiée en prolongeant par transitivité, et
éventuellement, réflexivité, additivité, etc. un ensemble deicgls ponctuelles sur des combinaisonéslg, ;.
On peut ainsi obtenir des propriétés générales sur une classendéneés qui vérifient un ensemble d’axiomes.
Cette notion est similaire a celle de classe équationneledprétation dans les algebres §5.1.2).

Par exemple pour &L, nous considérons un domaine de co(t algébrique abgfrait, ., <) que nous
supposons additif, et la mesure de performaaceDec x (Fun x BoolVal®) — C définie par composition
des colts eélémentaireg,,;, c,.., ci¢, crun, € C Selon les régles de sémantique naturelle de la figure 3.1. Nous
faisons I'hypothése supplémentaire que les colts élémentainéient :

0= Chool = Cyar 4 Cisr < Cfun" < Cf'u.'n,m pour 0 # n<<m

Reprenons le programmend.
fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true

Ses codts dynamiques sont :

w(nand (true, true)) 2¢cie + 2 Cpar + Chool
w(nand (true, false)) = 2cis + 2 Cpar + Chool
u(nand (false, true)) = it + Coar + Chool

)

—~

w(nand (false, false)) = cit + Coar + Chool
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Dans tout domaine de colt algébrique additif qui vérifie lesimlatci-dessus, on peut par exemple comparer :
p(nand (false, true)) < p(nand (true, false))

Nous conservons ces hypothéses abstraites@aor Bans toute la suite de ce document.

Domaine de codt concret.

Voici un exemple concret de domaine de co(t algébrique adoli&if sur BooL :
o (C,+,.,%) = (IR, +,.,<) ; l'ordre < satisfait I'hnypothése d’additivité

® Chool = 4
o Cygr — 17
o Cis — 22

* c,f“”@ =27 et c_fun,n =1ln + 52 pOUr‘ n > 0

Nous avons déduit ces quantités du nombre de cycles des timtriélémentaires du 8086 [DG82], avec
une approximation pour le cas dg (cf. « implémentation informelles ci-dessus). Elles vérifient bien les
hypothéses du domaine de codt abstrait ci-dessus (les casgper&ntre colts élémentaires).

3.2.6 Performance dans les schémas de programme.
Régles de réécriture.

En ce qui concerne les schémas de programme, le chiffragéda tla colts de la trace d’'une dérivation est
similaire au chiffrage de la trace d'une machine concréte lmiraite. Le co(t total d'une exécution est la
somme des colts élémentairesttribués a chacune des régles

Par exemple, la traCér.i,, Tvar, Tittrues Tvars Tiffalses Terue)) d€ I'€XEcCUtion nand (true, false) (cf. §2.5.9,
exemple de conversion) a pour colt d’eXecutiQf, + 2 cyar + Cittrue + Citfalse + Crrue- ON Modélise ainsi une
mesure de performance similaire a celle obtenue en sémamtajurelle, au colt.,, de I'appel explicite prés.

Interprétation.

Il est également possible de définir un colt d’exécution direatée niveau de l'interprétation, sans passer
par l'intermédiaire de régles de réécriture. Pour cela, on pcentme trace (peu naturelle) d’une exécution
I'arbre algébrique plus petite solution du schéma§2f5.2). Le modéle d’exécution est donc défini par :

e M:PxD— M(F,D) tellequeV(p,d)eP xD M(pd) =¢(di,...,dn)s,mF.D)
avec X = TP(p) et (907(d1aadn)) = TD(d)

De méme que nous avons annoté les régles de sémantique ngtoreltpr’elles calculent aussi des codts (cf.
§3.2.5, colit synthétis€), nous désirons equiper les opérdtésirs: » de moyens similaires afin qu’évaluation
et mesure de performance soient simultanées. Dans le ceaiggbrique, cela se traduit par une interprétation
de l'arbrep(ds, ..., d,)s m(r,p), iINterprétation qui méle la sémantiqéiket le chiffrage des colts.
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Définition 3.11. (Interprétation combinée« sémantique et colts )
SoientD = ((D;, <s,Ls)ses, (fp)er) une F-interprétation e un ensemble de codt. dfgébre combinée
« sémantique et cott D, est définie par une famille de fonctio(g; ) ;< » telles que :

o« C =(C,<c,Lc) estle domaine primitif construit sar: C =C, ., = CU{ L.} et<, estun ordre plat.
o De = {(Dse,<sc,Lsc)sess (fp) rer)
e Dye=D,xC
o Lo =< ® <K
o Loce=(LsLe)
e VfEF, s Y((di,e1)y. oy (dnyen)) €Dy e X - X Dy ¢
fo.((dyyer), .o (duyen)) = (fp(di, .oy dn)s py(dys o dnje, ..o en))
e VfEF, 5.5 Xf:Ds X+ xDy xC"—=C
C’est une interprétation continue si les foncti@ng) ;< » sont continues.

Intuitivement, le chiffragex(d.,...,d,;ci,...,c,) représente le colt nécessaire a I'évaluation du terme
f(t:,...,t,) sachant que I'évaluation du termegretournerait la valeud;, avec un colt d’évaluation;.

Considérons par exemple le casifig,, t», ;) dont la sémantique consiste a évaltguuis, selon le résultat,
a évaluer;, outs. En nous appuyant sur I'implémentation ded®, nous pouvons définir :

c1 + Cewp reg,imm + C 3Zgp—oaddr + ¢c2 + Cowpadar  SI V1 = true
® Xif(vlﬂ V2, Vs 5 C14 C2, 63) = c1 + cewp reg,imm + C 32751 addr +¢c3 Sl v = false
J—C Si v =L
1

Dans tous les cas, il faut évaluer la condittpnopération de colt; ; le choix d’'un colt:; ouc; dépend de la
valeurw; retournée par I'évaluation de ; s’ajoutent a cela des codts constants qui dépendent ou nen de

En fait, I'« exécution de I'opérateuf » dans un termef(t,,...,t,) a deux« activités». D’'une part
elle évalue un nombre de fol8;, chacun de ses sous-termgsnombre dépendant des résultats intermé-
diairesd; ,...,d;  déja calculés, mais fini et en pratique égdl au 1 ; ces évaluations comptent chacune

pour un coltc;. D’autre part, elle effectue ses propres opérations surdeeéks renvoyées par I'évaluation
des sous-termes, opérations qui participent pour un colitdptEpendant aussi des résultats intermédiaires.
C’est pourquoi le chiffrage ; adopte en pratique la forme suivante.

Définition 3.12. (Interprétation combinée« sémantique et colt algébriques )
Soit D = ((Ds, <s,Ls)ses, (fp) ser) Une F-interprétation efC, +, ., <) est un domaine de co(t algébrique.
L algebre combinée sémantique et colt algébriqueD. est définie par deux familles de fonctiofis ) sc »
et (Ve i) nem,fer, icin) telles que :

« (C,+,.,%) est étendu en un domaine tel que est absorbant pour les lois+ » et« . », et minimum
pour la relationk < ».
D, est l'interprétation construite par la définition 3.11 awéete F,, ,, . Vi€ [n]
cg: Dy, x---x D, —C
e« Ny, D, x---x D, — IN, munidun ordre plat
V(di,...,d,)ED, x---x D, VNei,...,c, €C"

Xi(di, .o sdpyer, o) =cp(dy, .o dy) + Npg(dy, .o dy)er + o+ Ny o(dy, ..oy di) cp
C’est un interprétation continue si les fonctidias) sc » €t (Ny.i)nem,rer, icin) SONt continues.

Dans le cas I'opératelif, cela se traduit par :



88 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE

€ 325_oaddr + Cowpaaar Sl v = true
o Cif (1, V2, U3) = Comp reg,imm T+ Cazgeaddr Si v, = false
o Nig1(v1,v2,v3) = 1 ) si vy =L
o Niga(vi,va,v3) = Si vy = true alors1 sinon0
e Nits(vi,vs,v3) = Si v = false alors1 sinon0
Dans le cas d'un opérateyire F,, interprété comme une fonctiofp stricte, on avi € [n] Ny, = 1.

Sicetype de formulation convient bien pour estimer le caiimd'expression ne comportant pas d’'inconnues,
il pose en revanche un probleme de fidélité pour une expressiall (F' U ®, D) car les appels procéduraux
¢(ts,...,t,) Napparaissent plus dans I'arbre infifia » ). De méme que nous avions rajouté a la signature
un opérateurar afin de modéliser I'accés a une variable, nous ajoutons cettedés opérateursall,,. La
traductionT» des programmes en un schéma traduit alors un appel fonctioonepas eny(t4,...,t,),
mais encall, (¢(t1,...,t,)) . Un arbrets »(r p) CONserve ainsi la trace des appels. Parce que le dépliage qui
intervient dans la construction deg »(r p) Copieles parameétres des inconnues, il faut tout de méme affiner
cette formulation avec une notion de partage (par exemge @&s moyens évoqués dans [BL79]) lorsque I'on
veut modéliser une implémentatiot dappel fonctionnel n'évalue qu’une fois au plus ses argursie

C’est aussi pour cela que cette présentation convient dayaupiour une spécification a I'aide de schémas
réguliers (cf§2.5.7, 2.5.8, 2.5.9) car ils explicitent dans la syntaxefaital’appel procédural et le partage des
arguments. Dans le cas de I'appel par valeur, on a par exevii@é¢n + 1] Nea,; = 1.

On peut rapprocher cette formulation de celle qu’emploisdRdahl pour I'analyse de complexité automa-
tigue [Ros89]. Il transforme aussi un programme originalrpn fabriquer une version qui compte le nombre
de pas d’exécution (tous les coissont égaux d).

3.3 Codt statique.

La performance d’'un programme dépend de la valeur de ses @@iesmS’ils sont encore inconnus, on peut
parfois donner des bornes au colt d’exécution. Dans le @disrmdispose d’'un modéle de distribution de ces
parametres, on peut également fournir une estimation qatst

L' analyse d’'algorithmeest une discipline qui s’intéresse a la mesure de tels colts.ré&id compte
avec exactitude de la complexité des algorithmes. Bienllgufmiisse dans certains cas étre automatisée
[LM88, R0s89, FSZ89, FSZ91], elle ne sait pas conclure deénasystématique. Elle est de toute fagcon limitée
par I'indécidabilité de la terminaison des programmes, naésultat de complexité en détient nécessairement
la preuve.

L'objectif de I'optimisationest de trouver un (ou le) meilleur programme possible. Nouigdns donc
notre ambition acomparer qualitativemendes programmes plutdt quexpliciter quantitativemenia nature
de leur mérites respectifs.

3.3.1 Modele de codt statique.

Comparer des programmes de domaines différents n'a pascugade sens. Un programme n’est pas meilleur
parce qu’il est défini la & un autre ne I'est pas : ils représentent chacuns deux fosctiifférentes. Méme
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si I'on restreint la comparaison a l'intersection des domaaide définition, cela ne suffit pas a lever certaines
incohérences. La transitivité en particulier n'y résiste fsst pourquoi le modele de colt statique compare
les programmes sur un méme ensemble de donhéesD fixe, unsupport inclus dans leur domaine de
définitiorf .

Définition 3.13. (Support)
Soit L : P x D — R un langage de programmation.

« UnsupportD est un sous-ensemble @e
« Pp={p € P | D C Dom(p)} estl'ensemble des programmessipportD.

Pour comparer un programngea un programme sur un supportD, on comparedans leur ensemble
les coltsu(p d)4ep €t u(q d)sep. Autrement dit, une comparaison de codt statique met enioelates
applicationsu(p) etu(q) deC? qui représentent I'ensemble des mesures de codt individuddie et g.

Définition 3.14. (codt statique)
Soit L : P x D — R unlangage) C D un support e{C, <, 1) un modéle de performance dynamiquel/de

« Lamesure de performance statigegt /. : P — (D — C) tq Vp € P Vd € Dom(p) ((p)(d) = pu(pd)
On identifie dans I'écriturg et sa curryfication.

. Undomaine de codt statique de suppdriest un domaine de col€”, <p)

« Unemesure de co(t statique de suppbrest up : Pp — CP définie parvp € Pp  up(p) = i(p)|p

« Unmodele de colt statique de suppbriest une structuréC”, <p, up)
On définit aussi :

« Undomaine général de codit statigast une famille de domainé€”, <) pco

« Unmodele général de co(t statigast une famille de modélés”, <p, 1p)pep

« Uncodt statique général de supports fieist une famillg<p) piinic p

On employera aussi le terme deodele de performangeour désigner un modele général de co(t statique.
Lorsque qu’il n'y a pas ambiguité sur le support, nous omettimdice D des relations de colt. Un domaine
ou modele de colt générat®, <) pcp est qualifié du nom (additif, antisymétrique, etc.) des pé&ips de
chacunedes relationg<p)pcp-

L'existence d’'un support n'est pas une contrainte impa@tpoisqu’en pratique ce sont les programmes
équivalents, et donc de méme domaine, qui nous intéressemtugllement, une transformation paresseuse
T(p) = p' peut élargir strictement un domaine de définitidbom(p) & Dom(p’), mais la comparaison entre
p etp’ doit impérativement se borner au support inifiadm(p). Si ce n’était pas le cas, le domaine ajouté
(Dom(p') \ Dom(p)) pourrait étre constitué de données de faibles colts d’exécw@duisant strictement un
colt moyen globaly < p) mais augmentant celui de la restrictionydeau domaine d@ (p < ppou,,) ; €€
serait I'effetcontraired’'une optimisation.

Deux programmes, méme équivalents, ne sont pas nécessaiamgdrables car ils peuvent avoir des
performances relatives variables selon les données quiofidernit. C'est pourquoi la relation de colt sur les
programmes est généralement partielle.

®Le contexte léve généralement 'ambiguité de notation qui existe entre un slipgof®, et un domaine ou ensemble de domaines
D = (DS)SGS-
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3.3.2 Procédés de construction de colts statiques.

Il'y a plusieurs moyens de construire une relation de colitisa , sur un suppor?) donné :
« déduire<p d’'un colt dynamiqueg,

déduire<p d’'un autre colt statique’,,

déduire< p d'une famille de colt$<’, ) prc p,

« combiner des codts statiques connus.

Tout co(t statique ainsi construit provient en définitive d’urde plusieurs colts dynamiques. Nous formalisons
ici cesprocédégle construction. La section suivant@{) en donne des exemples pratiques.

Colit statique déduit d’un colt dynamique.

Soit (C, %, ) un modeéle de colt dynamique Bt un support. Nous construisons des modéles de codt sta-
tiqgue(C”,<p, pup) de supportD. Si(C, +, .) est un espace vectoriel, on considere I'espace vecterieh-, .)

des applications d® dans(C, +, .). Comme il est d’'usage, nous notons de maniére identiqueitesua’” et
surC, et0 la fonction nulle deC”. Notons que si un colt dynamiqugest additif, il n’est pas garanti quep

le soit aussi.

Définition 3.15. (Construction de codt statique a partir d’'un cdit dynamique)
SoientC un ensemble de colts Btun support. Urprocédé de construction de codt statique a partir d'un co(t
dynamiqueest une applicatiof-stat, telle que :

o d-statp 1 P(C x C) — P(CP x CP)
On note< ...+, p la relation de cold-stat » (<) surC”, déduite d’'un domaine de cofit, <) et d’'un supporiD.

La notation#.;... p estambigué ; elle peut désignet, (£) ou—(statp (<)), qui n'ont a priori aucun rapport.
Nous convenons de noter :

o Rstar, 0, NEYALION d€ctar, 0, PAr OPPOSItioN &H ):tar, 0
o Fstat.D, ECIProque de&i.i.p, Par opposition &’=).:. o
L4 <stat.D - #stat,D N %Stat,Da paf OppOSition é(<)smt,D
* Rgtat,D = Sstat,D () Fstat, Dy PAr OPPOSIION d~)gtat, b
Cette convention s’appliquedstat, ainsi qu'aux procédésstat etg-stat qui suivent.

Co(t statique déduit d’'un co(t statique.

Définition 3.16. (Construction de co(t statique a partir d’un cdit statique )
SoientC un ensemble de codts Btun support. Urprocédé de construction de codt statique a partir d'un co(t
statiqueest une applicatios statp telle que :
« s-statp : P(CP x CP) — P(CP x CP)
On notex. .;.:.p la relation de coli-stat (< p) surC® de supportD, déduite d'un codt statiqu&, surC”
de supportD.
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Colit statigue déduit d'un co(t statique général.

Définition 3.17. (Construction de co(t statique a partir d’'un cdit statique général)
SoientC un ensemble de colts Btun ensemble de données. Procédé de construction de co(t statique a
partir d'un co(t statique généradst une applicatiog-stat telle que :

e gstat : Upep PCP x CP)P — Upep P(CP x CP)P
Un procédé de construction de codt statique a partir d’un coltiguat général de supports fingst :

+ g-stat : Up fnicp P(CP x CP)P — Upco P(CP x CP)P
On note<, ...¢,p 1a relation de colg-stat ,((<p/) p'cp) SUrC®? de supportD, déduite d’'une famille de codt
statique(<p/ ) p'cp-

Combinaison de co(ts statiques.

Nous avons indiqué a la sectigB.1.3 comment construire de nouveaux domaines de coltstpesdntion ou
par produit. Pour le co(t statique, il faut étendre ces défiritaancas d’'une famille de domaines.

Définition 3.18. (Co(t statique combiné)
Soit ((CP, %i.p) pcp)ier une famille de domaines généraux de codt statique.
. Le domaine général dmit statique conjoinest(C”, ;. <i.p) pco-
On note également :
* Uier((Si.p)pep) = (Uier Sip)pep
Soit ((CP, <i.p) pcp)ier une famille de domaines généraux de codt statique.
« Le domaine général dmt statique produiest((IT;c;C:)?, ®icr <i.0) pcp-
« Le domaine général dmit statique produit lexicographiquest((I],.;C:)", ®§eg[ <i.0)DCD-
Nous confondons les ensembles isomorptids. , C;)” ~ [],., CF.

3.4 Constructions de codts statiques.

Cette section regroupe quelques exemples de construetiorids statiques. Ce sont essentiellement les notions
ordinaires dex meilleurpartout, presque partoyten moyennedans le pire cas, ainsi que lesnajorationset
comparaisongasymptotiqued_eurs propriétés (et notamment la transitivité) sont donndaséction§3.6.

Dans les définitions qui suivent, nous parlons«ddomaines de colt sans démontrer que la relation
définie est un préordre. Ce point est traité plus loin a la se§8d) al sont données toutes les propriétés qui
concernent ces colts. On notera que certains nécessitarisparé hypothése technique supplémentaire que
nous n'avons pas fait figurer explicitement dans les définitions

3.4.1 Coltabsolu.

Le co(t absolu est la relation naturellement induiteCStpar un colt dynamique surC. La relationp <.« g
signifie quep a des codts toujours inférieurs a ceuxgdguels que soient les paramétres.



92 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE

Définition 3.19. (Co(t absolu)
Le domaine deolt absoluC”, <.s.p), déduit d'un colt dynamique et d’un supportD, est défini par :

« Vf,9€CP f <aep g SSi Vd€D f(d) < g(d)
Dans le modéléC?”, <....p, 1), la relation sur les programmes se traduit par :
* VP,9€Pp P Sabe,p,u g SSi Vd€D p(pd) < p(gd)
Comme nous I'avons mentionné, on omet les indibest 1. lorsque le contexte n'est pas ambigu.

Le modéle résultant n'est pas total, comme en témoignent cespée® dans BoOL.

fun nandil(X,Y)
fun nand2(X,Y)
fun nand3(X,Y)

if X then (if Y then false else true) else true
if Y then (if X then false else true) else true
if X then (if Y then false else X ) else true

Les programmesandi, nand2 etnand3, tous équivalents entre eux, ont pour domd#@lVal x BoolVal.
Pour calculer leur colt dynamique, nous employons la forimulade la sectior§3.2.5 (implémentation
informelle).

Si X = true alors 2c;¢ + 2 cyar + Choo
p(nand1 (X,Y)) = { ' "

Si X = false alors ¢is + ¢pur + Chool

Si Y =true alors 2 cis + 2 cpur + Choo
p(nand2(X,Y)) = { ! !

Si Y = false alors c¢is + Cpur + Chool

Si X =true et Y = true alors 2 cis + 2 cyur + Choot
u(nand3 (X,Y)) = Si X = true et Y = false alors 2 ci; + 3 cpur

Si X = false alors ci¢ + Cpar + Chooi

Sachant ques..; < c.. (cf. §3.2.5, domaine de colt implicite), nous pouvons compesafil <., nand3.
Par contre, Le programmend2 n’est comparable & aucun des deux autres car il est meille(tisie, false),
mais moins bon suffalse, true). Donc nand2 %,1,, nandi , nand3. Le colt absolu est peu nuance ; il
ne compare qu’un faible nombre de programmes car une seanlgdodu domaine peut faire échouer la
comparaison.

3.4.2 Codt presque partout.

Le coltpresque partouest un procédé de construction de colt statique a partir d'Ohstatique général
(p)pco, qUil affaiblit : la relationp <,, ¢ signifie quep est meilleur que; au sens dé€<p)pcp Sauf,
éventuellement, sur un nombre fini de données. Pour cela, ilfaotigpouvoir restreindre I'expression d’'un
co(t a un sous-ensemble du support. C'est I'objetaiit restreint

Définition 3.20. (Co(t restreint)
Soit (xp) pcp une famille de relations de colt. Pour tout supgort D et tout sous-ensembl®’ C D, la
relations p o decodt de supporD restreint a )’ est définie par :

e Vf,9g€C” f<pp g SS fip <p g
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Si D’ est un sous-ensemble quelconquéX®@n note< | la relation de codt restreirt pjprp: -

Le colt restreints p|p- est une relation sut”. Il différe en cela du col& p~p-, qui est une relation sur
CP7P" |l ma pas d'intérét en soi ; en revanche, il est employé damstetruction d’autres codts, comme ici
du codt presque partout.

Définition 3.21. (CoUt presque partout)
Le domaine deo(t presque partouiC”, <,,.p), déduit d'un codt statique généiat ») pcp, est défini par :
. Vf,gECD f -'\<pp,D g SSI 3A fini cD f -'\<D\D\A g

Cette relation s’écrit auss{,,,. p = Ux finicp Spip\a- ON NOtest,,(a),p = <pip\a POUrAfini C D. Pour
assurer la transitivité de,,,, il faut que(<p)pcp Soit compatible avec la restriction du support ¢&.5.3).

Ce co(t n'a d'intérét que sur des supports infinlsn’est d’aucune utilité pour les supports finis car un
choix deA = D, alors fini, rend tous les programmes, -équivalents entre efix

L4 \V/D flnl C D %pp,D = ztriv.’D
En ce qui concerne®oL, langage de domaines finis (déf. 2.1), nous ne sommes donc ga@eea handl =,

nand2 =, nand3. Mais considérons les deux programmes SML équivalents ssivgai implémentent la
multiplication par deux sur le domaine infini des entiers reltuen représentation unaire.

fun doublel 0 =0
| doublel (S n) =S (S (doublel n))

fun double2 n = let
fun dbl 0 = n
| dbl (S m) = S(dbl m)
in dbl n end

Sans donner le détail d'un modéle d'exécution ni d'un modéle dmymeance, on peut imaginer qu'il leur
correspond des codts scalaires respectifs de la fqufd@ublel (n)) = 2nc, + ¢; et u(double2(n)) =

ncy + ¢, aveCce; < ¢y : le programmelouble2 nécessite un peu plus de travail a l'initialisation (stoekag
de la valeur, etc.), mais construit deux fois moins de termes gueble1. Ces mesures vérifient la relation
p(double2(n)) < u(doublel(n)) SSin = (c2—c1)/cy = ny. Parconséquempuble2 <1, doublel:

le programmeioublel est meilleur quelouble2 sur les|n,| premiers entiers, mais est moins bon sur tous
les suivants.

3.4.3 Colt selon une distribution.

Avant de définir les colits moyens, nous introduisons la notiodisteibution qui permet de pondérer une
mesure de co(t selon une répartition des données.

Définition 3.22. (Distribution)
Soit D C D un ensemble de données.

Si I'on considére les limites physiques des machines, les domaines sont toujours fini®tal@ament impropres a I'analyse
théorique. On est dans la situation paradoxai¢@n peut préferepresque partoutin programme moins bon sur les données pratiques
(de petite taille) mais excellent sur les données de taille supérieure a la regimpiraticables. Le colit moyen souffre la méme critique.

$Une variante du codt presque partout définie corapg p sur les supports infinis et commag.,., p sur les support finis éviterait
ce probleme.
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« Unedistributionsur D est une application : D — IR
Unedistribution normaleest une distribution : D — [0, 1] telle que}_ ., v(d) = 1
Unedistribution uniformeest une distribution constante non nulle

« Une distributionv eststrictement posivitenoté» > 0, ssiv : D — IR, \ {0}

« Pour toutf € CP, I'applicationv.f € CP est définie par¥de D (v.f)(d) = v(d)f(d)
Nous notondist(D) 'ensemble des distributions sir.

Une distribution normale joue le rdle d’'une probabilité gurLes distributions, comme les colts, sont définis
a une constante multiplicative prés. Les paids) définissent simplement I'importance relative des données
les unes par rapport aux autres.

Définition 3.23. (Co0lt selon une distribution)

Le domaine(CP, <%,) de cot statique selon la distribution déduit du domainéC?, <), est défini par :
o« Vf,geCP f <% g SSi v.f<prg

Dans le modéeléC”, <%, u), la relation<’, se traduit ainsi sur les programmes :

« Vp,q€Pp p=<h,q SSi v.ulp) <pv.ulq)
La mesure de co(t” selon la distribution. est défini par :

e p:Pp—CtqVpePp p(p)=r.up)
Les modelesC”, <%, 1) et(CP, < p, u”) sont équivalents : on &%), = (p),» SUrPp.

Il est équivalent d’appliquer la distributianau co(t statiquesp ou a la mesure:. Si le colt statique de
départ est not&...;. p, il faut a priori difféerenciers’,,, ., défini ci-dessus, dex’, )stat.p-

Linfluence de la répartition des données n'est pas une préoionpartificielle. Par exemple, il est
important de savoir qu’un tri commguicksort, O(nlogn) en moyenne, ne convient pas pour une remise a
jour aprés une petite modification car il est quadratique suidies« presque triées. Cependant, le maniement
pratique du co(t selon une distribution est délicat, parcd’'qae en général gu’une faible connaissance de la
répartition effective des données qui vont étre fournies agrarome. |l est assez rare de voir apparaitre cette
information dans la spécification ou I'interface d'un program

3.4.4 Colt moyen.

L'étude de lacomplexitéd’'un programme donne une mesure du colt d’exécutimyen asymptotiquen
fonction de ldaille de ses arguments. Nous désirons dans cette section nounshifficette notion de taille, qui
n'est pagntrinséque Nous examinons toutefois les colts asymptotiques dansaatiers ultérieure§3.4.9).

Les domaines de définition des programmes sont en regle génésadmskembles infinis Il est difficile
de comparer un programmea un programmey si les sommes de coljs(p) = > ., u(p d) et u(g) =
> .ep k(g d) divergent. Toutefois, comme nous 'avons dit dans I'intretibn de la section sur le co(t statique

®lIs sont en pratique dénombrables (les réels, par exemple, n’en portent que le nanre Pzat, le paradoxe mentionné & propos
du co(t presque partout (df3.4.2, note de bas de page numéro 7) tient aussi : on peut étre meitlenoyenneur les données
inaccessibles en termes physiques. Sil'on a deux programet®. de complexité moyenne respective(n) et u» (n) en fonctions
de la taillen. de leurs arguments, bien que(r) puisse étre asymptotiquement négligeable depafit) en termes asymptotiques, il
peut étre prépondérant sur les données pratiques, par exemple a cause d’'une constante de pradgatéoreslrément grande.
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(cf. §3.3), ce qui nous importe est de comparex ¢, et non d’expliciter des valeugs(p) et u(q). Il nous faut
donc simplement connaitre le signedg. ,(u(q d) — u(p d)).

Cependant, on ne peut pas toujours donner un sens a uneotalleasion. Par exemple, bien que la série
>, (=1)"/n converge, on peut donner n'importe quediéimite » (et méme la faire diverger) a la somme
informelle >, -, (—1)"/n, suivant la maniere dont on regroupe les termes a sommerdBoner un exemple
plus concret, considérons par exemple les deux programmée®£givalents suivants, qui testent la parité des
entiers relatifs.

fun pairi(x) = if (x mod 2)=0 then true else not(true)
fun pair2(x) = if (x mod 2)=0 then not(false) else false

En supposant constant le calcul du modulo a deux (ou tout dasniodépendant de la parité), ces deux
programmes, de domaif, ont des codts de la forme :

u(pairi(z)) = si x est pair alorse sinon ¢+ ¢
n(pair2(z))

si = est pair alorsc+ c,,, SiNON ¢

On est tenté de dire que ces programmes gguivalents en moyenn€onsidérons pourtartl;);.z, la
partition infinie en ensembles finis de leur doma#haléfinie parD; = {2i + 1, 44,44 + 2}. Nous avons pour
touti € Z les colts moyens ordinairgs,., (pairi, ) = ¢+ 1 oo €1 fmoy (PR1ir2 5 ) = ¢+ 2 Cor. P
conséquentpairl <.y p, pair2 : le programmepairi eststrictementimeilleur en moyenne qugair2

sur chaque élément de la partitioP;);cz. On ne peut pourtant en déduire opeeirl <,,,, pair2 car la
partition symetriqug2:,4: + 1,47 + 3},cz conduirait a la contradictiopair2 <., pairi. Un modéle qui

« trancherait> finalement poupair1 ~,,,, pair2 comparerait énormément de programmes disparates. Nous
préférons dire ici qu@airi etpair2 ne sont pagomparables en moyenn@airi £,,,, pair2.

Ce probléme correspond a la notionfdmille sommablgRDO77] dans les espace vectoriel normés (resp.
somme partielle généralisgmur les séries). Si la limite de la sébi& -, (—1)"/n dépend de la maniére dont
on somme les termes, c’est parce qu’elle ne convergeng@asalementEn fait, dans le cas d'un espace de
Banach, ce sont exactementiasiilles absolument sommablessp. leséries normalement convergernjtgsi
sont indifférentes a I'ordre de sommation. La convergencia demme demodulesdans un treillis vectoriel
(espace de Riesz) est également suffisante pour assurer €mdkipce de I'ordre de sommation.

En ce qui nous concerne,s),. ,(1(q d) — u(p d)) est sommable de sommgla comparaison dgavecy
est équivalente a la connaissance du signe tais nous pouvons également statuer sur cette comparaison s
cette sommaeliverge normalement avec un signe constant

Le probléme ne se pose pas sur un support fini (c'est le cas ecufiartd’'un langage de domaines finis)
car la sommation converge trivialement. De plus, I'ensendbtes colts dynamiques suffit & expliciter la
comparaison de colt moyen SR, il n’est pas indispensable d’employer I'ensemble forutiel CP.

Définition 3.24. (Co0lt moyen sur un support fini)
Le domaine(C?, <moy.p) decolt moyen (implicite) sur un support fii déduit du domaine de colt algé-
brique(C,+, ., <) est:
A Vf,gE CD f 41’1’10y.D g SSI zdeD f(d) 4 EdGD g(d)
Dans le modeléC”, <0y ., 1), la relationx,,,, p se traduit ainsi sur les programmes :
hd vpaqe PD P 41110y.D,;4 q SSi ZdED /’L(p d) < EdED /’L(q d)
La mesureu,,.y, p de colt moyen (explicite) sur un support finiest définie par :
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* HUmoy,D * PD —C tq Vp E,PD Nmoy,D(p) = ZdeD ,LL(p d)/‘D|
Par convention, cette somme est nulle sur un suppostide. On a alors<,.oy.s = ~iv. LES Modeles
(CP, Jmoy.p» 1) €L(C, <, fmoy,p) SONt équivalents : <..00 p.u = <., SUr les programmeByp.

Il est équivalent de calculer le colt moyen explicitement pamesureu,,.,, ou implicitement par la
relation de col¥,,.,. Notons gu'’il n’est pas indispensable de diviser la some, 1(p d) par|D| car on ne
compare que des programme de méme support, mais la valeuolsii@sue correspond a la notion ordinaire
de moyenne.

Le langage BOL est précisément de domaines finis. Reprenons les progrananes

fun nandi(X,Y)
fun nand2(X,Y)
fun nand3(X,Y)

if X then (if Y then false else true) else true
if Y then (if X then false else true) else true
if X then (if Y then false else X ) else true

Nous obtenons :

Mmoy(nandl) = 3/2 Cif + 3/2 Cyar + Chool
/Jcnloy(nandQ) = 3/2 Cif + 3/2 Cyar + Chool
H‘moy(nandS) = 3/2 Cif + 7/4 Cyar + 3/4 Chool

Par conséquenhand2 =,y nandl <., nand3, grace aux hypothés€s< cy,o < cyur < ci. SOtV la
distribution normale définie par :

v(true, true) = 1/6
v(true, false) = 1/6
v(false,true) = 1/3
v(false, false) = 1/3

Elle signifie qu'il y a deux fois moins de chances> que le premier paramét® soit true plutdt quefalse.
Nous pouvons calculer les colts moyens selon

/L;my(nandl) = 4/3 cis +4/3 Coar + Chonl
H‘Zloy(nand'Q) = 5/3 Cit + 5/3 Coar + Chool
/“Lrl;loy(nands) = 4/3 cis + 3/2 Coar + 5/6 Chool

La hiérarchie est modifiéenand1l <* __ nand3 <” __ nand2.

moy moy

3.4.5 Colit fini.

La relation précédente peut étre étendue au cas d'un suppmrfini en limitant I'expression du codt a un
ensemble fini et en imposant la comparaison de codt absolu mstéedu domairié. Ceco(t fini nécessitant
une opération de restriction, est un procédé de constructi@o@t statique a partir d’'un colt statique général.
Pour garantir la transitivité, il fait deux hypotheses teghpis, que nous ne formulerons qu’a la section suivante,
une fois les codts principaux présentés : stabilité§@5.1) et compatibilité avec la fusion faible des supports
(cf. §3.5.4).

1En toute rigueur, il 'y a équivalence quesiest homothétique.
10On peut aussi envisager d'imposer n'importe quel codt statique, autre que le co(t absohmeunt qu'il autorise des supports
infinis.
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Définition 3.25. (Co(t fini)

Le domaine de colt finiC”, <sn;,p), déduit d’'un supporD et d'un colt statiqué< p) o » est défini par :
e Vf,9€C” [ <tmipyg SSi JAfNICD f<payg et f <Sae.pipra g

Cette relation s’écrit ausSisini,p = Ua finicp(Spja N Sabs,pip\a ). ON NOtE<finia),0 = <pja N Sabs,p|D\A

pour A fini C D.

En se basant sur le colt moyen sur un suppor{ni.,.») nc p, ON peut ainsi former une relation dedt
moyen fiNwoy-fini, .y -

* Yp,q€Pp P Simoy-ini ¢ SSI IAfINIC D 3 cnpulpd) < Lgea nlgd) etVde D\A f(d) < g(d)
Le codt fini permet non seulement de comparer des programmesrierk infini, mais aussi des programmes
decodt non bornéPar exemple, le colt moyen fini compare les programineslel etdouble?2 rencontrés
a propos du colt presque partout (8€8.4.2). En effet,>" 2ncy + c1 > >0 ynecy + co SSI m >
2(c2 —c1)/cy = my. PosonsA = {n € IN | n < m,}. Le programmelouble2 est meilleur queloublel,
d’'une part en moyenne sur I'ensemble fixj et d’autre part pour tout entier a I'extérieur de Nous avons
doncdouble2 <0y fini doublel.

3.4.6 Colt presque fini.

La limite d'une famille sommablest spécifiée a l'aide de laase d’idéaux engendrés par les parties finies
de I'ensemble d'indices. Cependant, la convergence nopgrigrmoins ici que le signe de la sommation. La
définition du codt fini est adaptée en conséquence : au lieu d'imp@seit absolu sur le reste du support
(c’est-a-dire suD \ A), le cot presque fimiequiert simplement d’étre meilleur sur tous les surensesniohis
d’'un ensemble fini (c’est-a-dire sux). C’est un procédé de construction de codt statique a pattir dolt
statique général.

Définition 3.26. (Co0t presque fini)
Le domaine decolt presque fin{C?, <paui.p), déduit d’une relation de colt statique générate,) pcp et
d’'un supportD, est défini par :
¢ Vf,9€CP f <pani,p g SSi AfiNiC D VA'fiNiDA f<pa g
On notexpnia).0 = Narfinioa Spjar Pour toutA fini C D. La relation de codt presque fini s’écrit alors

X pfini,D = UAfiniCD < pfini(A),D-

Par exemple, la relation a®it moyen presque fiRiy,oy-psini, p., S€ traduit suPp par :

e VD,q€Pp P Smoy-ptini ¢ SSI FATiNIC D VA'fiNi DA Y cn plpd) X Xaeca plgd)
Considérons les deux fonctiofieetg de (IR, +, ., <) définies par f (n) = 1+1/2" pourn > 0, etg(0) = 3,
g(n) = 1 pourn > 1 (il Ny a pas dans la réalité de programme ayant des codts infirtipetits ; il faut
imaginer qu’une distribution a altéré les mesures de coltyollé moyen presque fini compafesioy-pfini 9
car toutes les sommes partielles fisur les sur-ensembles de= {0} restent inférieures a celles geBien
gue la somme des codts gle- f soit infiniment proche dé, elle reste strictement positive. Nous avons donc
en réalitef <op-ptini 9-

3.4.7 Colt limite.

Le colt moyen limitereut faire en sorte que les fonctioriset g de I'exemple précédent, dont la somme des
différences de codts converge vers @, soient considérées équivalentes. Plus généralemetnitdimite
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f <um.p ¢ Signifie que la comparaisof < g est vraie a un codt arbitrairement petit prés. Il nécessite une
topologie sulC.

Définition 3.27. (Domaine de colt normé)
Un domaine de colt norm@, +, ., <) est un domaine de co(t algébrique tel que :

« (C,+,.) estuniR-espace vectoriel normé, complet
« La norme estmonotone Ve, €C si 0 e =< ¢ alors 0 < e < |||l
Si I est fini, 'espace vectoriel produif,.;C;, +,.) de(C;,+i, .;);cr €St nNormé& par :
o V(ci)ier € ILier Ci (ci)iesll = Xier lleill;
L'espace vectorie{C”  ,+,.) des fonctionsf deC” telles que}_ ., || f(d)|| converge est normé par :

norm?

e Vf€Cm Ifll=Xacpllf ()]l
Pour toutf € C2 ., lasommey ., f(d) est définie car elle convergmrmalemenfcf. §3.4.4).

norm?’

La norme surC? — n'est pas nécessairement monotone pour toute relatipnLespace(C2 . +,.)

norm

contient en particulier 'espace vectoriel des fonctipresque nullegnulles sauf sur un ensemble fini).

Définition 3.28. (Codt limite)
Le domaine deo(t limite(C”, <. p), déduit d’'un colt statique p, additif et normé est défini par :
e Vf,9€CP f<umpyg SSIi Ve>0 FheCl, . |hl<cetf<pg+h

norm

L'additivité est indispensable pour la transitivité (taBl5).

Le cas particulier deolt moyen limitef <oy panitim g, €N fait presque fini mais que nous abrégeons en
[ Smoy-1im g, S'EXPrime ainsi :

e Ve>0 FcelC ||| <e et FAfiNiC D VA'fiNiDA Y ,cn f(d) X X sca g(d)+c
La convergence normaleous permet de définir également :

A Vf,gECD f 41110y—(:vn g SSI g9 — f € Crf)rm eto # ZdeD(g - f)(d)
La définition de<.y-cvn, COOt Moyen normalement convergesst bien indéependante de I'ordre de sommation
mais impose la convergence des sommes ; elle ne laisse pasdiifité d'une divergence avec un signe

constant. Elle est étendue au colt moyen limite par la praposstivante, qui fournit aussi un moyen plus
simple de décider $f <noy-1im 9-

Proposition 3.1. (Condition suffisante pour le colt moyen linte)
Soit(C,+, ., %, sup, inf) un domaine de colt additif et normé tel que :

« (C, %,sup,inf) estun treillis (on notéc| = sup(c,0) + inf(c, 0))

« Le treillis estnormé® : Ve, € C si |e| < || alors |[¢]| < |||
Onaalors:

e Vf,g€CP si GheCP [ Smoy-cvn A Smoy-prini § AlOIS [ <oy phini-lim g

Il suffit en particulier qQUEf <moy-cvn B <abs g. Symétriquementf <uoy-pini 2 <moy-cvn ¢ €St AUSSI UNE
condition suffisante.

'?Les normes définies ptci)icr|| = maxier(|leill;) ou />, ; lleill? définissent la méme topologie. Il en va de méme pour la
norme (partielle) sue® définie ci-apreés.
13puisque la norme est monotone par hypothése (déf. 3.27), une condition équivalente est simgdea@nt| || || = ||<]|.
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Autrement dit, pour prouvel <...y1im ¢, il SUffit de trouver une fonctioh partout dominée pay, et dont
la différence aveg est absolument sommable, de somme positive. On a séparépmditria convergence de
h — f, et d’autre part une majoration <moy-paini g (UN€ condition suffisante edt <., g), qui permet &
d'étre « infiniment» supérieur &.

Larelations,,.y-1:m COMpare les fonctiongetg données en exemple du colt moyen presque firfj 8c4..6).
Alors que nous N'avions QU <moy-pini ¢, NOUS POUVONS Gt passer a lalimite : f ~,qy.1im ¢. L€ colt moyen
limite fait davantage que compléter certaines relations eéigtantes Su&,,.y-pani. Considérons par exemple
les fonctionsf’ et ¢’ de (R, +, ., <) définies par if'(2n) = 0, f'(2n 4+ 1) = 1/2", etg'(n) = f'(n + 1),
pourn € IN. Elles ne sont pas comparables galoy-pfini, Mais SoNtz,,.y-1im-€quivalentes.

Notons également qu&,,.,.1., N€ compare effectivement ppsiri etpair2, dont la différence de colt
ne converge pas normalement. En fait, un colt moyen qui affinedirl ~,,,, pair2 déciderait aussi
équivalents tous les programmes dont la différence de coltmeg®e pas normalement.

3.4.8 Colt maximum.

Un algorithme est assez bien caractérisé par I'étude de sgmort@ment en moyentte Cette analyse peut étre
complétée par I'étude du pire cas, c’est-a-dire la recherclm@dumaximumEn pratique, cela n’est vraiment
possible que sur un support fini car, si les colts ne sont pagd¢enc’est le cas le plus fréquent), il n’est pas
possible de comparer deux programmes selon une notion deneod@inum. Comme pour le colt moyen, on
peut toutefois étudier leur comportement asymptotique§ &4.9).

Définition 3.29. (Colt maximum)
Le domaingC?, X max.p) decolt maximum (implicitedéduit d’'un colt dynamique et d’'un supportD, est :

« Vf,g€ECTY f <maxpg SSI Id'€D VdeD f(d) < g(d)
Dans le model€C?, ... p, 1), la relationx,,.... p se traduit ainsi sur les programmes :
« Y, q€Pp P <maxpuq SSI Id'E€D VdeD pu(pd) < p(gd)
Si < est totale, lanesureu,,,., de colt maximum (explicite) sur un suppdrini non-videest définie par :
o VC fini,nonvide CC max(C) = max.cc(c) =¢ telquecd € C etVeeC cx
o fmax.p : Pp— C 10 VpEPp  fhnax(p) = max(u(p D)) = maxgen(p(p d))
La mesure de colt maximum,., se traduit ainsi en terme de comparaison de programmes :
e VD, g€EPp P <max ¢ SSI maxgep pu(p d) < maxgep p(g d)
Les modele$CP, Sumax.0, 1) €1(C, X, fmax,p) SONt €Quivalent : ON &wax.p.u = < jas » SUMPp.

Il est équivalent de calculer le cot maximum explicitemenmtlpanesureu,,.,, ou implicitement par la
relation de col¥, ... .

Dans l'optique d’'une optimisation, la comparaison de cqt, a, seule, relativement peu d'intérét.
En revanche, elle convient bien pour renforcer une autrepagaison, comme par eXemp€oy-max =
Smoy N <max, quUe 'on a mentionné a propos du colt conjoint §8f1.3). Par exemple, les programnesid:
de BooL ont les co(its maximums suivants :

Mmax (nandl) = 2 Cif + 2 Coar + Chool

4Pour mieux cerner le comportement en moyenne s'ajoute aussi I'étudécde type
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Mmax (nand2) = 2 Cif + 2 Coar + Chool
Umax(nand3) = 2¢i: + 3 cpur

Par conséquentand?2 ~,,,, nandl <., nand3. C'est la méme hiérarchie que pour le colt moyen. Nous
avons don@and2 =,y max Dandl <0y max nand3.

Mais considérons maintenant, toujours dar®B les deux programmeo1 etfoo2 équivalents suivants.

if X then if Y then true else Z
else if Z then Y else true

fun fool(X,Y,Z)

fun foo2(X,Y,Z) = if Y then true
else if X then Z
else if Z then false else true

lls ont pour colt moyen :

Umoy (f001) = 2 cis +5/2 cpar + 1/2 Chonl
Pmoy (£002) = 7/4 cis + 2 cpur + 3/4 Chont

Grace aux hypothesés < cpopi < Cour < cie, NOUS Obtenongool >,,,, foo2 :le programmefoo2 est
préférable en moyennefao1. Ces mémes hypothéses nous permettent de calculer les coliiisanax

,LLmax(fOOj-) - 2 Cif + 3 Coar
,u'max(fOOQ) - 3 Cif + 3 Coar + Chool

et de comparefool <,,., foo2. Au total, il est peut étre avantageux en moyenne de rempfacdr par
foo2, mais il faut savoir que le pire cas de performance est emfosemauvais £001 %.,oy-max £002.

3.4.9 Codts asymptotiques.

Nous nous sommes efforcés de donner une définition du codt moysoiguatrinséque (cf§3.4.4). L'obstacle
majeur était la dépendance dans I'ordre de sommation des toéggu’il existe une&énumération des données
qui fait un sens pour le probléme posé, elle impose un ordre miedoine signification a toute somme.
Introduisons tout d’abord la notion daille.

Définition 3.30. (Taille)
Unetaille sur un ensemble de donnéBsC D est une application d® — IN, notée| . |, qui associe a toute
donnéed un entier, notéd|, tel que les ensembldg € D | n = |d|} soient finis pour touk € IN.

C’est la définition adoptée dans les formulations usuelles dplexité asymptotique. Il faut quotienter
I'ensemble des données par une relation d’équivalence sv€ahpouvoir définir une fonction taille qui, par
exemple, associe a une liste sa longtfeNiotons aussi que :

e« {{d € D|n=1|d|}|n € IN} estune partition d®&
o {d € D|n < |d|}estfini pour toutr € IN

5Tous deux implémenterit’ v (X < Z).
Dans ce cas, le programme que I'on désire analyser ne doit pas aller examineeteuates cellules de liste.
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o Upew{d € D n<dl} =U,enid € D |n=1d|} =D
Les colits asymptotiques sont des procédés de constructiofidstatique a partir d'un co(t statiqgue général
de supportdinis. Ces supports sont les ensembldse D | n = |d|} pour le coltasymptotique localqui
étudie le comportement a l'infini des donnéesnimetaille, et{d € D | n < |d|} pour le coltasymptotique
global, qui cumule I'analyse du comportement sur les donnéas pfusune certaine taille.

Définition 3.31. (Colt asymptotique local)
Le domaine deolt asymptotique locdC?, < .cymioc.n), déduit d’'un colt statique général de supports finis
(Xp)pinico €t d’'un supportD, est défini par :

hd Vf,g € CD f 4asymloc,D g SSI =N € IN Vn 2 N f #D\{dGD:n:\d\} g
ON Notextasymioc(n) = MNpsy SD|{deD : n=|d}- LA relation s’ecrit alors.cymioc = Uyem Sasymloc(w)-

Définition 3.32. (Co0t asymptotique global)
Le domaine deolt asymptotique glob&C”, <.cyma10b,p), déduit d’'un codt statique général de supports finis
(Xp)pinico €t d’'un supportD, est défini par :

® Vfag € cP f -'\<asymg10b,D g ssi IN€IN Vn =z N f #D\{dED:n>\d\} g

On nOte<asymgloh(N) = m'n}N %D\{dED tn>|dl}- La relation s’écrit alor%asynlglob = UNElN #asymglob(N)-

Nous avons ainsi :

e VP, g€ Pp P <Xmoy-asymloc ¢ SSI AN EIN Vn> N > di=n p(p d) < Yldl=n p(q d)

e VD,0€EPp P Smax-asymglob ¢ SSI AN €IN Vn >N max <, u(p d) < max|q <, p(q d)
Considérons par exemple le cas D = IN", et ol la taille |d| d’'un entierd € IN" est le nombre de symboles
dans sa représentation en base 2. Autrement dit,

o VdeIN" |d| = |log,(d)] +1
Réciproguement,

e |d|=n sside {27, ...,2" -1}

Onaalors :

« V0,0 EPD P Smoy-asymioc ¢ SSi INEIN Yn>N Y30 ulpd) < Yoo ulg d)

e V0,4€Pp P Smax-asymglob ¢ SSI AN E€IN Vn> N Fd<2" Vd'<2" p(pd) < plgd)
Dans ce dernier cas, nous avons supposé que la rekatidait totale.

Il faut noter que le colt asymptotique local et le co(t asynigptiet global sont en général différents. La
section§3.6.6 donne quelques relations entre eux.

3.4.10 Colts majores.

L'analyse de la complexité d’'un programme donne une imagedineomportement en moyenne : elle dit
gu'un algorithme edinéaire, quadratique etc. (en fonctions de la tailles des données). L'étudeagdport de
performancede deux programmes donne une appréciation de la complexités pEcise, mais en revanche
plus simple et plus systématique. C’est I'approche employteepemple par Andersen et Gomard [AG92]
pour analyser la performance de la spécialisation§(cB.4, objet des transformations). Elle tranche avec les
colts précédentstonous avons chiffré en quelque sortedifférence de performanceui ne permet pas de
distinguer une optimisation constante d’'un gain de natapementielle.
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Un programmep est inférieur a un programmgegselon lecolt majorési le colt dep est inférieur a celui
deg d'un facteur linéaire au moins € IR, .

« Le casa > 1 donne un sens au remplacemeny@mrp dans le but d’optimiser.
« Le casa = 1 n'altére pas la comparaison de départ.

. Le casd < a < 1 correspond a la relation réciproque du tas > 1.

« Le casa = 0 exprime quey est positif ; il ne dit rien sup.

C’est bien entendu le cas > 1 qui nous intéresse, mais les autres valeurs geeuvent aussi intervenir de
maniére indirecte.

Définition 3.33. (Colt majoré, colt négligeable)
Soient(C”, +, ., <p) un domaine de codt statique algébriquelet IR, . Les définitions des comparaisons de
codt suivantes s’entendent pour tguy € CP.

e f <maja),p g SSI Vo€ A a.f <p g définit lecolt majoré par des facteur$
o f <majta),p g SSI Yo' €[0,0] o'.f <p g définit lecolt majoré d'un facteur au moinsg > 1
[ Smaji(a),0 9 SSIi Vo' €[0,af o'.f <p g définit lecolt majoré d’un facteur limite au moins> 1
e [ <maj,p g SSI Ja€IR, 1<a f <maj),p g définit lecolt majoré
f <uegp g SSI Va€IRy a.f <p g définit lecodt négligeable
Ces relations s’écrivent aussi :

. '\<maj(a) = -'\<maj([0,oz]) = ﬂ(]gaﬁga -'\<maj{oz’}
i #md]l((y) = 41’1’1@1([0,&[) = m(]ga/<a 41’1’1;1'1{04’}
hd #maj = U1<a #maj(a)

N

négl %maj([o,—l—oo[) - ﬂogm -\<maj{oz}
Ces notions sont similaires a celles de relations de doinimat de prépondérance sur les fonctions de
domaine réel dans les espaces vectoriels normés.

Les relations de co(t majoré ne sont généralement pas addisvisn réduit d’'un facteur > 1 le colt
d’'un programmep, on ne réduit pas d’'un méme facteute colt d’un programme plus large qui employefait
comme procédure. Elles ne sont généralement pas réflexives moreplelles ne comparent pas a eux-mémes
les colts strictement positifs. Pourtant, ce ne sont pas hendes relations strictes (irréflexives) car elles
comparent a eux-mémes les coilts négatifs ou nuls. Puisquiellssnt pas réflexives, elles ne sont pas totales
non plus.

Reprenons I'exemple des programndesblel etdouble2 rencontrés a propos des colts presque partout
(cf. §3.4.2) et moyen fini (cf§3.4.5). Nous aviong(doublel (n)) = 2ncy+c¢; etp(double2(n)) = necg +cs.
Soit0 < a < 2,alors > 2neg+ep = S0 alneg+ey) SSi (2 —a)egm? 4+ ((2— a)eg+2¢1 — acy) m+
2¢; — acy, > 0. Cette quantité est strictement positive & partir d’'unasentangm,. Posons\ = {n € IN | n <
my }. Alors doublel >0y fini-maj(e) double2 selonA. On en déduitdoublel >0y finimaji(2) double2 et
doublel >,y fini-maj double2. En revanchedoublel %moy_ﬁni_maj(2) double2 carc; < c,.

Cette majoration est finie ». Nous avons icidouble2 ¥,,oy.fininee doublel. En revanche, si nous
reprenons les fonctionset£’ de la sectiory1.3.4 (objet des transformations),

fun g (n) =n +n
fun £ (n) = if n = 0 then 1 else g(£f(n-1))
fun £°(n) = if n = 0 then 1 else f’(n-1) + £’(n-1)
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avec des codts vraisemblables de la foraie (n)) = ne; + ¢, et u(£’ (n)) = 2"¢} + ¢,, nous obtenons
£ <imoy-fini-maj(a) £’ POUr tout réebr > 0, donct <moy-fini-nég £’ NOUS @avons une comparaison similaire des
versions linéaire et exponentielle de la fonction de Fibbonac

3.5 Qualités d’'une relation de co(t statique.

Rien ne nous permet de décider a priori d’'uneilleurecomparaison de coit statique. Chacune refléte une
caractéristique particuliére des programmes.

Pour un co(t statiqu& donné, déduit d’'un ensemble de co(ts statiques ou dynamiquigiaut néanmoins
systématiquement s’assurer dérkmsitivité, sans laquelle il n’y a pas dedomaine de co($. Nous examinons
également laéfléxivitg I'antisymétrie la totalité et I'additivité, sous I'hypothése que lmémepropriété est
vérifiée par chacun des col#s.

A Tinstar des notations adoptées pour la conjonction et fgodction des relations de codts, et pour
simplifier certaines démonstrations, nous identifions tolddioa < avec son graphe, sous-ensembl€ deC.
Soit (C, %:);er une famille d’ensembles munis d’une relation, nous notams a

o %1 ={(c,d)E€C?|I"EC c=x1" =2}
e 1t e={(ca+ey,c,+cy) ECP e %1 ¢ etey gy}
o« a.x ={(a.c,a.c)€C*|ecx '} pour a € IR
e X1 C =y SSi Ve,d/e€C sSiec<,c alorsc=,c
Nicr i ={(c,d) €C*|Viel c=,c}
e Uiersi={(e,c) €C?|Tiel cx,c}
A=0c(x)=C\xs et <=xnN¥f etr=xnN}
o« Ve ={(c
o iy =C
Soit (C;, %;)ier une famille d’'ensembles munis d’une relation.
o Qicr =i = {((ci)iers (¢))ier) € (Hz‘elci)Z |Viel ¢ <ici}
. ®1eexl <i = Uier((®jerici $5) © <i @ (et ini Rimiv)) U (Qyer <4)
On omet l'indice deVv etC lorsqu'il N’y a pas ambiguité sur 'ensemble de codts. On dldiais :
e ®icr Ve, = Ve,
Les propriétés élémentaires des relations de codts se tradaissirgn termes de graphes :
. < est totale ssigU = =(C?

est refléxive ssiV C <

A A

est symétrique ssi = =

N

. < est antisymétrique ssk N> C V
est transitive ssi< - < C <
est additive ssix+V C <

est homothétique ssVa >0 a.x C <=

N

N

N

Les propriétés supplémentaires qui suivent sont spécifiquesrac&des de construction de co(t statique.
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3.5.1 Stabilité.

La propriété destabilité exprime un lien deohérenceentre un codt dynamique et un codt statique déduit :
si un programmep est meilleur quey a tout point de vue (sur chacune des données du support), il est
naturel de penser que <. ¢- Une autre maniére de voir la chose est d'imaginer que si liogliare le
comportement d'un programme sur quelques unes de ses dddoéesau sens du codt absolu), on souhaite
que le nouveau programme soit meilleur que I'ancien égalemesens de&,,,;. Larelation de colt eststable

par amélioration locale.

Définition 3.34. (Colt stable (ou cohérent avec le cot absolu))

Un cot statique.;,; surC?, déduit d’un colt dynamique, eststable(ou cohérent avec le colt absglssi :
« Vf,9€CP Si f <ape g AOIS f <t g

Cette condition s’écrit encore<.,. C <atat-

3.5.2 Discrimination.

Si I'on améliorestrictemente colt dynamique d’'un programmesur quelques unes de ses donnés, formant
ainsi un nouveau programme <. p, il est souhaitable que la comparaisgn ., reflete également cette
amélioration stricte et en particulier vérifiet,,.. p.

Par exemple, le programmand1 est strictement meilleur queand3 pour le colt absolu (c%3.4.1) :
nandl <,,. nand3. |l est également meilleur pour le codt moyen (§3.4.4) :nandl <,,,, nand3. En
particulier, on a donc la relatiatand1 #,,,, nand3.

Cette condition n’est pas nécessairement vérifiée. Dans laioglteme I'est pas, cela signifie que I'on peut
substituep a ¢ dans une optimisation, c’est-a-dire remplag@ar un programme strictement moins bon au
sens du codt absolu. Une telle comparaison de €g{jt est peu intéressante car pdigcriminante; elle met
en relation des programmes de comportement trop disselablab

Définition 3.35. (Co0t discriminant)
Un codit statiques.;.; surC?, déduit d’'un colt dynamique, estdiscriminantssi il vérifie 'une des propositions
équivalentes suivantes.
e Vf,g€CP si f <usg alors f a9
« Vf,9€CP Si f <ane 9 Setae [ AlOIS f 2 g
La condition s’écrit aussKgia: C ¥ abs, C'€St-a-dire<ciai C <abs U Fabs-

Les propriétés de stabilité et de discrimination sont indépetas. Elles fournissent un encadrement
« raisonnable d’'un colt statique K.1s C <sat C <abs U ¥ans. D€ plus, un colt statique stable et discriminant
vérifie aussi (prop. 3.3X.1« C <siat, C'ESt-a-dire :

e Vf,g€CP Si f <us g alOrs f <t g
Mais ce n’est pas une condition suffisante pour gug; soit stable et discriminant.

Une relation de codt n'est pas discriminante lorsqu’il exides données du domaine qui ne sont pas
prises en considération dans une comparaison. C'est le cax@aple du colt presque partout et du colt
asymptotique local (cf§3.6.4). C’est le cas également lorsque I'on peutpousser a l'infinis la prise en
compte de ces données, comme le montmld permutéléfini ci-apres.
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Colt permuté.

Le colt permutéue nous définissons maintenant n'a pas d'intérét en soi ; il aggalibut de faire apparaitre
en quoi un colt qui n'est pas discriminant est peu désirabldit ju’'un programmep est meilleur qu’un
programmey si I'on peut mettre en correspondance les cot d))qcp et(u(q d))qcp de sorte que ceux de
p soient toujours inférieurs a ceux geAutrement dit, on peut mettre céte a cdte deux énumératioealds
dep etgq telles que chaque colt individuel pausoit inférieur & son vis-a-vis poyt C'est le colt absolu (qui
est discriminant cag... C <ans U #.15) @ Une bijection prés. Le domaine dedt permutéC”, <, c:m.p) €St
défini par :

e Vf,9€CP f <perm.p g SSI 3B bijectione DP Vde D f(B(d)) < g(d)
C’estun domaine (larelatiog,..., p €stbien transitive) réflexif et stable, mais il n’est ni addidiscriminant.

Soit par exempldC, <) = (IN,<), D = {0,1} et f, g les fonctions daN!"*! définie parf = (1,3) et
g = (3,1). Nous avony ~,c,mm g, pourtant(2,6) = f + f Loeem g+ f = (4, 4). Larelations,..., N'est donc
pas additive.

La relation n’est pas non plus discriminante. Spiet 4 les fonctions dgIN™, +, ., <) définies par :
f(n) = n sin estimpair eb sinon,h(n) = 1 sin estimpair ed sinon. Autrement ditf = (0,1,0,3,0,5,...)
eth = (0,1,0,1,0,1,...). Posony = f + h = (0,2,0,4,0,6,...). Nous avons alor§ <..s 9 <perm [-
Pourtantg £, f. En fait, nous avons plus généralement pour to@t IN, f + nh <,am f : On préfere af
une fonctionf + nh de colt« arbitrairement plus mauvais au sens du co(t absolu!

Le colt permuté permet également de comparer les prograpumes et pair2 rencontrés a propos du
colt moyen (cf§3.4.4), que nous avions convenu de ne pas mettre en relatim@phapper a une incohérence :
pairl ~,.m pair2. Ces exemples illustrent a quel point le caractére discantiast important.

3.5.3 Compatibilité avec la restriction du support.

Lacompatibilité avec la restriction du suppaignifie que si un programmeest meilleur que sur un ensemble
de donnée® (au sens d'un colt statique donné), alors il est aussi mesl&uious les sous-ensembleside

Définition 3.36. (Co0t compatible avec la restriction (du supptd) )
Un colt statiqué< p) p-p estcompatible avec la restriction (du suppossi :

« VDED Vf,geC? si fxpg alorsVD'CD f<ppg
Cette condition s'écrit aussip, C Np/-p <o

3.5.4 Compatibilité avec la fusion des supports.

A l'inverse, lacompatibilité avec la fusion des suppogsprime que, si un programmeest meilleur que
indépendammerdur des ensembles de donnéBs),.,, alorsp est également meilleur quesurlJ,.; D;. La
fusion faible suppose queD;);c; est une partition.

Définition 3.37. (Co0t compatible avec la fusion (des support3)
Un colt statiqué< p) p-p estfortement compatible avec la fusion (des supp@$spour tout ensemblg
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« VDCD VY(Di)ier tq D; CD Vf,geCP siViel f<pp, g alors f <pu,.;p; g
Cette condition s’écrit aussi :

« ¥YDCD Y(Di)ier t4 D; CD icr<pip: C <pjuscsD,
Il estfaiblement compatible avec la fusion (des supp®s)

e VDCD VY(D;)ier tq D; CD siVi,jel i#j = D;,ND;=a alors ,c; spip; C SD|use; D
Il estfortement(resp.faiblemenf compatible avec la fusion finie (des suppottsyque! est fini.

3.5.5 Composabilité.

Beaucoup de transformations sdatales; elles remplacent une portion de programme par une autre. La
composabilitéétudie dans quelles circonstances cette substitution estagyeuse. La remarque a ce sujet
gue nous avons faite a propos dadditivité (cf. §3.1.2) n'avait de sens que pour une dondéeée. Nous
formulons un jugement similaire, non plus gumais sur tout un suppoi? C D. Pour cela, nous considérerons
un langagd. : P x D — D ou résultats et données coincident. Nous faisons I'hypothéskegpeogrammes
de I sontcomposables

Définition 3.38. (Programmes composables)
SoitZ : P x D — D un langage. Les programmes Heontcomposablessi :

e Vp,q€P 3Ipoq)€P L(pogq)=(Lp)o(Lq)

Autrement dit, la composition des programmes est exactela@omposition des fonctions qu'ils repré-
sentent. L'exécution du programmeo ¢ sur une donnéd a pour résultat, (pog) d = L p (L q d). Par
conséquent, son domaine de définition est :

« Vp,g€P Dom(poq) = L(g) *(Dom(p))
En particulier,Dom(poq) = Dom(q) lorsqueDom(p) D Im(q). Nous faisons I'hypothése supplémentaire que

la mesure du colt d’exécution de(po q) d = L p (L q d) est la somme des codts d’exécutionide d = d’
etLpd.

Définition 3.39. (Mesure de performance composable)
Soit L : P x D — D un langage dont les programmes sont composablgsuee mesure de performance
sur L. Elle estcomposablessi :

e Vp,q€P p(poq) = ulq)+ pp)o Lig)

Autrement ditu((poq) d) = u(q d) + u(p (L g d)) pour toutd € Dom(p o q). Cette formulation est a peu
prés identique a celle de Gurr [Gur91] qui considére la contiposséquentielles p; g » de programmes, de
dénotatiork [p; ¢] = [¢][»] » et de complexité cz(p;q) = cz(q) - cz(p)[q] »-

Lorsque I'on compose deux programmes, on met en rapporinaithe de définition de I'un avec I'image
de l'autre. Suivant les inclusions, il en ressort deux vaea de la propriété de composabilité, nombre qu'il
faut encore doubler car on peut composer a gauche ou a droite.

Définition 3.40. (Composabilité )
Soit (CP, +,.,<p)pcp Un domaine de co(t statique algébrique général.
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« Il estfortement composable a droigsi VD C D
Vi, f'eC” f<pf = (VgeDP VYheC ™9 h+ fog<y, 1 h+fog)
Il estfaiblement composable a droiési VD C D
Vf,f'€eCP? f<pf = (VgeDP Im(g) DD = VheCP™9 h+fog<|, 1 h+fog)
« Il estfortement composable a gaucks VD C D
Vi, f'eC? f<xpf = (VgeDP” VhReC® f+hog=y1(pomny [ +hog)
Il estfaiblement composable a gaucksi VD C D
Vi, f'eC? f<xpf = (VgeDP VheC'P) f+hog<pf +hog)
Cela se traduit ainsi pour un modeéle de codt statique gé@rak p, up)pcp d'unlangagel : P x D — D.
- Il estfortement composable a droigsi VD C D
Vp,p'€Pp p<pp = (VgEP poq =g 'p) P °q)
« Il estfaiblement composable a droiési VD C D
Vp,p’€Pp p<ipp = (Vg€P Im(q) DD = pog<uy-1p) P °4)
« Il estfortement composable a gaucks VD C D
Vp,p'€Pp p<ipp A L(p)p=L{p)p = (V¢€P qop < |prDom(gop) 1°P")
« Il estfaiblement composable a gaucks VD C D
Vp,p'€Pp p<pp A Lp)p=L{p)p = (Y¢€Prypp qopr=<pgqop’)
On pourrait introduire une notion duale décomposabilitéen inversant les implications dans les définitions
précédentes.

La proposition 3.2, donnée un peu plus loin, montre que la osatplité estintimement reliée a I'additivité
et la compatibilité avec la restriction et la fusion des sufp

Sands se pose un probléme similaire dans sa formalisatio®3$a il définit une équivalence de codt
sur les programmes et montre que c’est une congruence. @edspond a la composabilité a gaucbd’on
désire pour tout context€[-] que sip’ < p et ¢ = C[p] alors ¢’ = C[p'] < q.

3.5.6 Compatibilité avec les constructions de coUts.

La compatibilité exprime qu’'un procédé est un morphisme pour les constrictitencolt. Elleétudieles
inclusions en jeu dans lédentitéssuivantes, qui ne sont pas nécessairement vérifiées.

A4 (#stat)stat = 4stat

* (?)staf Fstat
° (#)stat #stat
o (<)stat = <stat
o (R)stat = Rstat

(niel %i)stat = ﬂiEI <i.stat
* (Uie] 4i)stat = U7‘,EI i stat
(®i€I <i)stat =~ ®ieI i stat
. (®1G\ex1 4i)stat =~ ®17e€x[ X4 stat
Certaines identités sont peu intéressantes mais simplifedél@onstrations de compatibilité car :
e X=xMN2x
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e R=xN¥

* Uiel Sistat = E(ﬂiel #i,stat)
. ®1:eexl i = Uier((Qerici $5) @ <i @ (Qjerjni Rjtriv)) U (Qicr <4)

La compatibilité avec l'inclusion et la compatibilité avidatersection sont reliées car
o (1N =2)stat C Sustat N Sostat SSI (1 C <2 = Sistat C Sastat)

Bien gu’il n’y ait pas dépendance systématique, il y a souvenipatibilité simultanée entre intersection et
produit. Cela est d( a I'identité suivante (voir aussi la d&éni3.7).

e Ve, €C e (Nier i) & sSi (0)ier (Qicr i) (¢)ier
En cas d’échec, ces correspondances expliquent égalemequpbune identité n'est pas vérifiée. La com-
patibilité avec le colt lexicographique est rare car elle algae a ce que beaucoup d'autres propriétés de
compatibilité soient satisfaites.

3.5.7 Corrélations entre propriétées.

Il nous faut examiner pour chacun des colts définis a la se§3idnlesquelles des qualités précédentes sont
vérifiees. Cette tache est simplifiée si I'on dispose de relatiotie gnalités. C’est pourquoi nous étudions
dans cette section comment elles sont corrélées.

Proposition 3.2. (Liens entre les qualités des relations deo@t)
Soit(C,+, ., <) un domaine de colt algébrique.

(1) si=< additif et normé alorsg est antisymétrique ; si de plus est réflexif (il suffit pour cela que < 0
puisque< est additive) alors est une relation d’ordre, et I'équivalenseest I'égalité sul

Soient(<p) pcp Une relation de colt statique déduite du préordre de colt dynargi@t D un support.
(2) <xp réflexif < <p stable et réflexif
(3) <p discriminant«< =< ordre stable
(4) (%p)pcp compatible avec la fusion faible= (xp)pcp compatible avec la fusion forte
(5) (%p)pcp compatible avec la fusion forte= (<p)pcp cOmpatible avec la fusion faible et la restriction

(6) (%p)pcp fortement composable a droite (resp. a gauche) <p) pcp faiblement composable a droite
(resp. & gauche) et compatible avec la restriction

(7) (%p)pcp faiblement composable a droite= (<p)p-p additif et compatible avec la fusion forte.
(8) (%p)pcp additif < (xp)pcp faiblement composable a droite
(9) (%p)pcop faiblement composable a gaucke (xp)pcp additif

Notons que la composabilité a gauche éstivalentea une conjonction de propriétés définies par ailleurs.
C’est également presques le cas pour la composabilité a droite.

3.6 Propriétés des relations de codts.

Cette section regroupe les propriétés vérifiées par les diveetattons de colt. Nous donnons quelques
identités générales sur les combinaisons de ¢&16(1) et indiquons quelles propriétés sont préservées par
combinaison§3.6.2), et quelles propriétés possédent les exemples de catisiss présentés a la section 3.4
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(§3.6.3, 3.6.4, 3.6.5). Pour les colt déduits de colts généraug, e@minons également &i;.;.p a une
forme particuliere lorsque le suppoR® est fini. Les tableaux qui regroupent ces propriétés sont platés e
fin de chapitre. Comme pour les sections précédentes, les déatimmst, nombreuses et élémentaires, sont
repoussées en annexe @§.3).

3.6.1 Identités des combinaisons de codts.

Le tableau 3.1 donne des identités générales sur les comlngaieorelations de co(t. Il ne fait aucune
hypothese sur la nature des relatiens

Ce tableau ne comportent pas de Iégende. Nous indiqguonseganiple comment le lire :
« Ainsi, lorsque < = (N,.;<; (premiere colonne), alors I'équivalence associée (c’est-a-direz =
< N =) verifie ~ = N;.;~; (cinquiéme colonne) ® =; est la relations; N ;.
. De méme, larelation strictex = < N % vérifie (Quatrieme colonnex > N, <.
« Les propriétés de I'inclusion sont lues explicitement x5i C <, alors ~; C =,.
« Une case vide signifie qu'il n'y a pas d’identité particulieomcernant la combinaison de co(t envisagée.
« Un ensemble vide désigne la relation vide ; par exemple, R&dgince associée a une relatien est
<N>===xN¥{NE=N&=0.
Seul ce tableau-ci représente des équations entre relatoredds. Les tableaux des sections suivantes
expriment si une propriété est vérifiée ou non.

En fait, ces identités sont la simple expression d'opéra@@sentaires sur les ensembles ou, de maniére
équivalente, de manipulation de formules logiques — nous falisons pas la démonstration. Elles ont pour but
principal de simplifier la démonstration des propriétés quiesutiv

3.6.2 Propriétés des combinaisons de codts.

Dans le mesurewcertains codts statiques sont donnés en terme de combisiamews indiquons tout d’abord,

a l'aide du tableau 3.2, quelles sont les propriétés qu’eti@&sgovent. Il sera plus simple ensuite d’en déduire les
propriétés préservées par les procédés de construction de coigisesta_es propriétés suivantes, qui portent
simultanément suk et <, ne figurent pas dans le tableau.

Proposition 3.3. (Propriétés annexes des combinaisons de coQt
Soit (C, +, ., <) un domaine de co(t algébrique.

e < %, x-<C<

e X+ <=<+=<C< si < est additif
Soit %, Un colt statique déduit d’un colt dynamigge

o <abs C <atat SI <etar €St Stable et discriminant

3.6.3 Propriétés préservées par les codts statiques deduits de codyynamiques.

Le tableau 3.3 indique quelles propriétés sont préservées pansgaruction de codts statiques a partir de colts
dynamiques. On peut y lire par exemple ggig,, et <., sont stables. Du tableau 3.2, on peut conclure que
<moy-max €St €galement stable.



110 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE

3.6.4 Propriétés préservees par les colts statiques déduits de cotatiques généraux.

Le tableau 3.4 indique quelles propriétés sont préservées pamsaruction de codts statiques a partir de codlts
statiques généraux. On peut remarquer que la restrigtigmui apparait dans la définition de plusieurs colts
statiques fait perdre le caractére discriminant§8f5.2). Seuls les CO0tyi, < pfinis €IS asymelon 1€ CONSErVENt
malgré tout. De méme la composabilité a droite n'est pas présarar restriction. Pour les colts définis a
partir de colts genéraux finis, cela est di fait quef &dl) ) ac pom( ) €St fini, la famille((f o g)(d))acpom(fog)s
dont les éléments sont pourtant inclus dafs?)) icpom(r), N'€St pas nécessairement finie.

3.6.5 Propriétés préservées par les colts statiques déduits de cotatiques.

Le tableau 3.5 indique quelles propriétés sont préservées pamsaruction de codts statiques a partir de codlts
statiques. Notons que pondérer par une distribution afféeteévidemment la hiérarchie de comparaison des
programmes, mais ne modifie pas la classification relative dedlés de codt.

3.6.6 Graduation des codts.

L'énumération de ces colts constitue wehelle de comparaisorselon laquellegraduer la finesse d'une
transformation. De plus, connaitre les propriétés d'inclugiermet de composer des transformations de gain
différent :

o Si Py =1 p1 F2 2 €L <1 C <o alors py =2 po

Les propositions suivantes indiqguent comment les codts défiasdemment sont corrélés. Pour toutes ces
propositions, lorsque I'expression d’un codt repose suhgpsthéses (additivité, finitude du support, topologie,
taille, etc.), nous les supposons vérifiees au moment de jugquehinclusion.

Colit statique déduit d’'un co(t statique général.
(1) <ni C Sabs-pp C' Spp C Sasymloc
(2) <ani C" Spini C Sasymatob C° Sasymloc
Si(%p)pep €St ) stable / ¢) compatible avec la fusion faible 3 compatible avec la restriction.

Distribution.
(3) (<zzl)u2 — <u|.1/2
(4) %ahs Cl %;bs et <abs—pp C1 <
() (pp)" = (D)1

Notons () que la réciproque est vraiesi> 0.

v
abs-pp

Codt limite.
(6) <p C <tim.p

Colt maximum.
(7) #max C 4rr1ax—asymgloh

(8) #:—th Cl #max-asymloc, %max—asymglob
Sous I'hypothese1() que(<p) pep €St totale.
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Colts majorés. Soientl < oy, as.

(9) (Smaj(an) Jmajas) = Smaj(araz)
(10) (Smaji(ar) Jmajes) = (Smaj(ar) Jmajl(os) = (Smaji(ar) Jmajl(az) = Smajl(aras)
(11) Smaj(ar) - Smajten) €' Smaj(aras)
(12) <majter) * Smajl(az) » Smajler) * Smajes) » Smajl(en) * Smajlias) € Smajl(aras)
(13) si 1 < a1 < oz AlOrS <usgl C Smaj(ar) C Smaji(es) C Smaj(or) C Smaji(er)
(14) <majton) N Smaj(ay) = <ma1<max<m @)
(15) Smajian) N Smaji(az) = Smajl(max(ar,az))
Sous I'hypothésel() que=<p est homothétique.

Support fini.

(16) <abs C <moy = <moy-lim

(17) <abs C' Smax = Smax-lim

(18) <pp = Sasymloc = Firiv

(19) <fini = <pfini = Sasymelob = D

Sous I'hypothéser() que(<p)pep €St totale.

Colts d'usage pratique. En particulier, les colts d'usage pratique vérifient :
(

1
#max—asymloc

1
%max—asymglob

#abs C %abs—pp - <1noy—pp - <uloy—asy1nloc

<m0y—ﬁni - #moy—asymglob

#moy—pﬁni -

-\<moy—1im

sous I'hypothése1( que(<p)pcp €st totale. De plus, toutes ces inclusions sont strictegrérgl : il n'y a
pas d'inclusions en dehors de celles indiquées.

Dans le ca9 fini, ces colts se réduisent a :

1 —
Smax = %max—asymglob
#abs C C 4asymloc = %pp = riv

#moy = #moy—ﬁni = #moy—pﬁni = #moy—lim = #moy—asymglob
sous I'hypothésel() que(<p)pcp est totale.

Ces inclusions chainées fournissent une graduation pourashs$drmations. Par exemple, une transforma-
tion T telle que pour tout programmeon ait T'(p) <.1.-ni p €St Meilleure qu’une transformation qui vérifie
T'(p) <moy-fini P, MaAIS Moins bonne qu’une transformation vérifiditt(p) <., p. Néanmoins, il n’existe pas
nécessairement de relations entre les programiies 7" (p), etT" (p).
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Conclusion du chapitre.

Nous avons proposé une définition formelle de modéle de perfa@neapable de traiter des aspects comme
le temps d’exécution ou I'espace mémoire consomf®l( 3.2, 3.3), et défini une mesure de performance
générique sur les classes de modéles d'exécution définies aurehangitédent a I'aide de la sémantique
naturelle et des schémas de programf3e2(5, 3.2.6).

Nous avons construi§8.4) plusieurs modéles de codt statique (colt absolu, moyeximal, et défini
des moyens de déduire un codt statique a partir d'un ou plssiedres (distribution, colt presque partout, fini,
presque fini, limite, asymptotique, majoré).

Nous avons étudié quelles sont les qualités souhaitablesmtidele de colt statiqué3.5), et en particulier
les propriétés de stabilité (déf. 3.34) et de discriminatid. (8.35). Nous avons indiqué comment ces qualités
sont reliées entre elles, et notamment les relations entnpasabilité et additivité (prop. 3.2).

Enfin, nous avons minutieusement et systématiquement retestagelles parmi ces qualités étaient ap-
portées ou préservées par les procédés de construction de cigilies§s®.6). Nous avons également établi les
propriétés d’'inclusion de ces modéles de codts afin de fournir detlés de comparaisog§3.6.6).

Cette notion de modéle de performance nous permet de foanali€hapitre suivantle concept d'évaluation
partielle.
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L < [ = [ £ | < | = |
- < 7 = ~
A ¥ < - C %
=< - o - =< o
~ ~ o ~
1 C e || 71 Coma | 41D & ~y C Ry

O (% |2 [)=

-
X
)
¥

7
2

il il il il
<i U i | C U #i | C U <i| 2 U R
icl icl el icl icl
R=i | Q= |2 R |> Q= i
il il i€l il il
lex lex
%7 ?7 =~
1€1 1e1 i€l
R << | <+ | ax
1 C [ (13D C (K= | (1 +=) C(R2+<5) |y Caxo
N =i c N(=i-<h) c N(=i+ =i C () e-xi
icl il icl icl
U= O J (=<0 U=i+<) U ax
el el el el
X =i X (s =) X (si+ <) X o<
icl icl iel iel
lex lex
®<i C ® .,
iel il
lex
.<7 ﬂ %I U #]‘ ®_\<J #J
jET JET JjEJ je€J
siCs || sicN=|UsicU=s | Q=sic®=s
JET j€T =ei jET JET JET
lex
< NN=H |[cNUU=H N®=) |2 NR=)
el iel jet iel jed iel jet iel jeg
U= |[2 U =) UlU=<h |2 UR=)
iel icl jcJ icl jcJ icl jeJ
R=: | K(N=H |cR@UU=H R R =i
i i€l jEJT icl jeJ i€l jeJ
lex lex
=i | c @(N=<)
iel i€l GET

Tableau 3.1 : Identités des combinaisons de co(ts
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‘ Propriété d%(i) | s ‘ A ‘ = ‘ ~ ‘ 1 C = ‘ ﬂiez < Uiez < ®7I€I < ®ieexl <

réflexivité v v = v v v v
antisymétrie v ViV = v'* v v
transitivité v V|V v v® v v
totalité v = v
additivité VIV | V|V v v v v
homothéticité ViV | VvV v v v v
stabilité v v v v v v
discrimination v v |V <= v v v
restriction v v v v v
fusion' VIV v v
composabilité® || v v v v v

v . silapropriété est vérifiée pat, elle I'est aussi pag, £, <, &~

v . silapropriété est vérifiee par tous lgs elle I'est aussi par--;cr <;

v'*. sila propriété est vérifiée par un dgs elle I'est aussi par--;c; <;

= sila propriété est vérifiée paf;, elle I'est aussi pax.,

< : silapropriété est vérifiée pat;, elle I'est aussi pax;

1. . forte (resp. faible)

2. . agauche (resp. a droite)

3. . si= estcompatible avec la restriction des supports

4. . triviale ('équivalence associée est vide)

5.0 SiVi,jel Jkel =<,;U<=,; C =y ;c’estvraien particulier lorsques;);cr est une suite croissante.

Tableau 3.2 : Propriétés des combinaisons de codts
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Propriété deg stat = H | moy" ‘ max ‘
support nécessairement fini v

réflexivité v v V23
antisymétrie v

transitivité v v v
totalité v V3
additivité v v
homothéticité v v v
stabilité v Ve V23
discrimination v V'8

restriction v

fusion forte | faible* | forte?:®
composabilité forte’ | faible”®

(>‘)stat = Fstat v v

(#)stat = Rstat - v

('<)q'rat = <stat - v

(R )stat = Rstat v v

1 C =y = '<1 stat C =2.stat v v v
(Mier i)stat = ,.51 < stat v v C
(U 70 )stat = Uier istat D) v

(®7 )s‘rat = ®7el < stat v v v
(®1 I \z)stat : 19.;1 _\<2,stat ‘/

Tableau 3.3 : Propriétés préservees par les codts statigues déduits d’'un colt dynamiqug

Si < est total
si D fini

fusion finie

a gauche
si < est additif

© N o g w DN PE

D est par hypothése fini

a gauche et a droite

nécessairement finie car est fini
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‘ Propriété dé=<p)pcop stat = H |D’ ‘ PP | fini ‘ pfini ‘ asymloc ‘ asymglob |
supports finis suffisants v v v v
réflexivité v v v v v v
antisymétrie V2 v v
transitivité v | vt V2 v v v
totalité
additivité v v v v v v
homothéticité v v v v v v
stabilité v v v v v v
discrimination v v v
restriction v v v v v v
fusion forté v | VP Ve Ve Ve Ve
composabilité* VAN VAR VA RN VA Ve Ve
<stat,p SI D estfini Rriv | D2 <p Rtriv <p
(%stat)stat = Xstat v v v v Rtriv v
(>r_')stat = Fstat v v v v v v
(K)stat = Hstat v | D C C C C
(<)stat = <stat v D C C C C
(R)stat = Rstat v v v v v v
<1 C =2 = Sistat C Sostat v v v v v v
(ﬂie[ <i)stat = ﬂig i stat v c? cto c?® c?® c8
(User Si)stat = User Sistar v | || Of o’ o7
(®7:EI <i)stat = Xicr Sistat v c? cto - c® -
(®1PGX1 <4 )stat ®16(‘EXI <4 stat v | DY

1. Si(%p)pcp €st compatible avec la restriction du support

2. Si(%p)pcp eststable et compatible avec la fusion faible finie des stppor
3. forte (resp. faible)

4. a gauche (resp. a droite)

5. fusion finie

6. a gauche uniguement

7. sil estfini

8. on a égalité siq)

9. on a égalité siq) et (1)

10. on a égalité siq) et (2.

Tableau 3.4 : Propriétés préservees par les colts statigues déduits de colts statiques géneréds ) nc o
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‘ Propriété de<p stat = H lim' ‘ maj(a)® ‘ majl(a)? ‘ maj ‘ négl |

supports finis suffisants
réflexivité v v
antisymétrie Ve v Ve v 8
transitivité v v v Ve Ve v
totalité v
additivité v v
homothéticité v v v v v v
stabilité v v
discrimination VR Ve v v v v
restriction v v v v v v
fusion'® VIS v v v v
composabilit&-'! vERZ
(Sstat)stat = <stat Ve C C v ve
(?)stat = Fstat v v
(%)stat — #stat v C C C
(=<)stat = <stat v - - C -
(z)stat — zstat ‘/ \/ \/15 \/15 \/15 ‘/15
<1 C X2 = Sistat C 2stat Ve v v v v v
(ﬂ,;g <i)stat = Micr Sistat - v v v ct? v
(User Si)star = U@ i stat oY |V D) D) D) )
(®761 =i )stat = 761 <istat ch v v v ch v
(®1PGXI B 7)stat ~ 1?[ <i,stat v

1. =<p est par hypothése normé

2. Si<p est additif

3. « > 1 par hypothese

4. Si<p eststable

5. fusion faible ; forte sC? est treillissé

6. ilyaégalité lorsqu&? est treillissé <, est stable, ef est fini

7. Siv >0

8. Si=<p est homothétique

9. fusion finie

10. forte (resp. faible)

11. a gauche (resp. a droite)

12. a gauche uniguement

13. ily a égalité sil estfini

14. Si<p estréflexif

15. triviale car =.. = {(0,0)} si=<p estadditif et homothétique

Tableau 3.5 : Propriétés des colts statigges, » deduits de colts statiques,
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Chapitre 4

Optimisation et Optimalité

Le terme doptimisationa quelque peu perdu son sens premieredberche d’optimurmpour ne plus signifier
bien souvent q@mélioration Cette dérive du superlatif au comparatif est somme toutzasgurelle dans la
mesure @l la complexité des problemes interdit souvent tout espotidhum : améliorer, c’est déja beaucoup.

Nous distinguons dans ce chapitréMaluation partielle qui optimise (c’est-a-dire améliore) un pro-
grammep donné, et [evaluation partielle optimalequi recherche lemeilleures optimisationsle p. Car il
nous semble raisonnable de chercher des amélioratfimaalepour des classes de programmes relativement
simples, et de nous contenter de modestiesixpour les classes plus complexes. C’est ce qui justifie I'in@génu
de nos exemples.

Organisation du chapitre.

§4.1 Nous donnons des définitions formelles concernéquivalence de programmes
84.2 Nous définissons ensuite plusieurs notiomgptimalité et en donnons quelques propriétés.

§4.3 Grace a ces deux notions sont formellement définies et étutidatuation partielle ainsi que divers
types dévaluations partielles optimales

£4.4 Nous illustrons ces définitions a I'aide des modeéles de peafiace définis au chapitre précédent.

84.5 Les cas d'évaluation partielle optimale sont rares. Nmugxaminons desonditions d’existencet
d’inexistenceNous constatons également I'échec ou les limites de plissie¢thodes

§4.6 Nous étudions commetransporterdes évaluations partielles, éventuellement optimales, ldiugage
dans un autre. L'objectif est de pouvoir résoudre le problémeodd dans un langage plus simple, puis
d’en transporter des solutions dans un langage plus complex

§4.7 Nous discutons ensuite les liens entre évaluation partiptimale etcompilation optimale

§4.8 Pour conclure, nous donnons informellement quelquexipes qui sont a la base des techniques
d’optimisations et évoquons le compromis espace statEmp& dynamique. Nous disons également
guel sens donner a I'optimisation d’'@msemble d’exécution

Une évaluation partielle est obtenue par transformatiomagramme. Le chapitre suivant étudie des conditions
de correction pour quelques transformations.

119
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4.1 Programmes et équivalence.

L'évaluation partielle d’'un programmeest avant tout un programnéguivalent g. Nous rappelons (c§1.1)
et précisons quelques notations sur I'équivalence de pragesm

Définition 4.1. (Equivalence de programmes )
SoientL : P x D — R un langage eD C D un ensemble de donnéeseguivalence stricte’ extension
paresseuse de I'équivaleneel’ équivalence sur un suppasbnt définies respectivement ainsi :

o« Vp,g€P p=gq ssi L(p) = L(q)
« Vp,g€P pLq ssi L(p) = L(q)pom(p)
« Vp,q€Pp p=pq ssi Lip)p=L(g)p
L'ensemble des programmesgictement{resp.paresseusememespsur D) équivalents & € P estdéfini par :
o Equiv,, (p)={q€P |p=q}
« Equiv,, (p)={q€P|[pLCq}
o Equivp(p) ={q € Pp |p=p q} pourp€ Pp
Onaaussp =g SSipC g etp Jdg.

\oici quelques propriétés élémentaires de cette équivalenceodeamme, qui permettent notamment de
comparer entre eux des ensembles de programmes équivalents.

Proposition 4.1. (Propriétés sur I'équivalence des programire)
SoientlL : P x D — R un langage eD C D un ensemble de données.

o C estun préordre sup
. = est une relation d’équivalence shr
« =p estune relation d’équivalence sBp
Soientp,q € P.
« Si p C ¢ alors Equiv,,(¢q) C Equiv,,.(q) C Equiv,.(p) C P|pom(p)
« Si pC ¢ alors Equiv,, (p) C Equiv,,(q) E Equiv,,,(q)
SoientD' C D C D.
« Vp€Pp Equiv,,(p) C Equiv,,,(p) C Equivy(p) C Equivp, (p)
« Vp€Pp Equiv,, (p) =p Equiv,,, (p) =p Equivp(p)
Si L:P — (D— R) estune injection, alor§p € P Equiv,,,(p) = {p}.

Equivalence et composabilité (¢8.5.5) sont reliées ainsi.

Proposition 4.2. (Liens entre équivalence et composabiliié
SoitL : P x D — D un langage dont les programmes sont composablBs@tD un ensemble de données.

o« Vp,qeP sipLCp alorsVgeP pogLp'oqg etgopLgop’
e Vp,q€P sip=p' alorsVgeP pog=p'oqg etgop=gqop
e Vp,q€Pp Sip=pp alorsVgeP poq=ry-1(pyp' 0oq € gop=pqoyp
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4.2 Optimalité.

Dans lamesurela comparaison de programmgsn’est généralement pas antisymétrique — des programmes
obtenus par-conversion (renommage des variables) ont généralemenbsdiexécution équivalents — il

n'y a pas unicité de la meilleure évaluation partielle. Elle n’est généralement pas totale non plus, et il nous
faut distinguer plusieurs notionsaptimalité

Définition 4.2. (Optimalité)

Soit (F, <) un ensemble muni d’une relation 4tC E.
. Lensemble degléments minimaux déestEmin (A) ={z € A |Vy€A y<2z = z<x vy}
. L'ensemble degplus petits éléments déest Ming(A) ={z € A |Vye A z <X y}
« L'ensemble desninorants ded dansE estMinorp < (A) ={z € E |Vye A = <y}

. Lensemble debornes inférieures dd dansE estInfp 4 (A) = Max¢(Minorg <(A)) =
{reFE|VyeA 2y etVzeE (VyeAd z<xy) = z=<z} avec Max (A4) = Min.(4)

On définit de méme uglément maximalun plus grand élémentun majorantet uneborne supérieurePar
ailleurs, on not®pt_ , = Opt N A pour chacun des ensembl@st définis ci-dessus.

Les propriétés élémentaires suivantes permettent de compéeseklles ces différentes notions d’optimalité
sur une partied d'un ensembleZ. Rappelons que le symbotereprésente I'équivalence N -=.

Proposition 4.3. (Relations entre les optimums)
Soit (F, <) un ensemble muni d’'une relation &tC E. Alors (avec les notations de la définition 3.1),

(1) Emingja(F) C Eming(A) = Miny(A4) C A
(2) Ming4(F) C Ming(A) C!' Eming(4) C 4
(3) Minory <(A) = Minorg, 5j4(A) = Ming(A) et Minorg <j4(F) = Ming4(£)
(4) Inf, <(A) =Infp < 14(A) = Ming(A) et Infg 4 a(E) = Ming4(F)
(5) Eming4(F) = Ming4(F) =~ Ming(A) ~ Emin (A4) et Ming(4) < A
De plus, on ax) égalité lorsquex est totale car alors = .

Au vu des points (3) et (4), il nexiste donc que quatre typiéferdnts d’ensembles optimaux qui sont
inclus dans4, car les définitions qui emploieMinor etInf se raménent toutesMin. Le tableau 4.1 en donne
guelques propriétés supplémentaires, en particulier selmaféere dont la relatior est construite.

4.3 Optimisation et évaluations partielles.

Comme nous I'avons vu a propos du co(t statique$@f3), comparer les colts de deux programmes n’a de
Sens gue sur un sous-ensemble commun de leur domaine de aiéfiGist pourquoi un codt statique opére
sur un supporD C D et borne la comparaion des programmes a I'ensefple- {p € P | D C Dom(p)}.

Considérons dong € P un programme]) C Dom(p) un support= » une comparaison de colt sy, et
P C Pp un ensemble de programmes équivalentgpaur une observatios, surP,. Uneoptimisation dep
dansP sur D selons ,, consiste a chercher des (ou les plus) petits élémentg' de P | p' <p p}.
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Opt Ming(A) | Mingj4(F) | Eming(A) | Eming 4 (E)
Opt_ = Opty 15} 15} v v

<1 C =2 = Optg, COptg, v v

Optn, <, = Micr Optyg, v v D) 35
Opt,,., <, = Uer Optyg, ) D

AC A = Opt(4) C Opt(4) v v
ACA = Opt(4) =0pt(4)NA > v D v

Tableau 4.1 : Propriétés des ensembles optimaux sur desmnslabmbinées

4.3.1 Evaluation partielle.

L'évaluation partielle est une optimisationges P surun supporD = Dom(p) et une class® de programmes
équivalents @ qui vérifie Equiv,,,(p) C P C Equiv,,,(p) (on a bien alors” C Pp). Si P = Equiv,,(p), on
recherche uniguement parmi les programmes strictementagnots ap. Si P = Equiv,, (p), on s'autorise
un choix plus large avec des programmes qui simyleatec exactitude suPom(p), mais qui peuvent avoir
un comportement différent par ailleurs.

Il faut noter queD et P sont fixés pendant tout le processus d’optimisation : on n€bBga®’ < pom(y) P
dansPpom(p), PUISP" < |pom(py P’ dANSPpom(py, Carp etp” ne sont pas nécessairement comparables. Plus
précisément, la seule comparaison qui aurait un sens sérait,,..,) », mais elle n’est pas garantie par les
deux comparaisons précédentes.

Définition 4.3. (Evaluation partielle)
SoientL : P x D — R unlangage(C?, <p, up) pcp Un modele de performance dep € P un programme,
et P un ensemble verifianEquiv,, (p) C P C Equiv,,,(p). On note = <pp,,,, la comparaison restreinte

au supportD = Dom(p). L' ensemble des évaluations partiellespdeasées suP est défini par :

« Evapp (p)={q€ Pl q<p}
Nous omettons les indiceB et x lorsque le contexte léve toute ambiguité. Si la relation de coftepun
indice <tat, NOUS Notondivap,,,. (p) un ensemblévap,  (p).

« L'évaluation partiellestricteest basée suP = Equiv,,,(p) : on akvap,,, (p) = Evapg,, (), <(P)-
- L'évaluation partiellgparesseusestbasée st = Equiv,,,(p) :onakvap,,,(p) = Evapguiv ().<(P)-

Par abus de langage, on appeifeeévaluation partiellein élément dé’' évaluation partielldivap(p). Lorsque
Evap(p) est vide, on dit que n’a pas d’évaluation partielle

Uneévaluation partielleest doné un programme qui est a la fois équivalent (au seng et meilleur (au
sens deg) quep. Le choix deP détermine si I'on admet ou non des programmgmresseux, de domaine
éventuellement plus grand qil»m(p).

'Le terme dk évaluation partielle> n’a plus vraiment de sens dans ce contexte, et I'on attendrait gludptimisation». Dans le
langage courant, urévaluation partielle de est un programmg’ obtenu par transformation geselon . . des techniques d’évaluation
partielle.
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4.3.2 Meilleures évaluations partielles.

On déduit des généralités sur l'optimalité (§#.2) une définition degvaluations partielles optimales et
minimales L'ensemble de base est iEi = P, un ensemble de programmes équivalents en un certain gens a
et I'on s'intéresse a un sous-ensemlle= Evap,, _(p). Nous employons a priori les quatre types différents
d'optimalité ; nous montrerons qu’elles se traduisent paEguement trois types de meilleures évaluations
partielles.

Définition 4.4. (Evaluation partielle optimale, minimale)
Reprenons les notations de la définition 4.&risemble des évaluations partielles optimg@tesp.minimale3
fortes(resp.faibleg dep basées suP est défini par :

B2 (p) = Ming puy, . (P) = {g€ Plg<p etVdeP ¢<q}

o Evapt(p) = Ming(Evap, . (p)) ={g€ P|lqg<p et Vg €P ¢ <xp = q=<4q}

« Evappi¥(p) = Bming gy, »(P) ={g€ P|lg<p etVdeP ¢ <qg = ¢<q'}

« Evapp(p) = Eming(Evap, ((p)) ={g € P|g<p et V¢ E€P ¢ <p A ¢ <q = ¢<¢}
Nous employons également les mémes conventions qu’'a la défidiiaen ce qui concerne les indices.

o Evap

Il'y a ainsi plusieurs notions demeilleure évaluation partielle dedansP » :

« Une évaluation partielleptimale forteest meilleure que tous les autres programmeda.d&est également
(prop. 4.3, points 3 et 4) une évaluation partielle qui esthoree inférieure (resp. un minorant) ée

« Une évaluation partielleptimale faibleest meilleure que les programmes Bequi sont eux-mémes
meilleurs quep. Autrement dit, elle est meilleure que toutes les autresuétiahs partielles. C'est
également (prop. 4.3, points 3 et 4) une évaluation partialieegt une borne inférieure (resp. un
minorant) de I'ensemble des évaluations partielles.

« Une évaluation partielleinimale forteest telle qu'il n'existe pas danB de programme strictement
meilleur. Autrement dit, il n’existe pas de programme éqi@rbap qui soit strictement meilleur.

. Une évaluation partielleninimale faibleest telle gu’il n’existe pas de programme strictement raeill
parmi ceux de” qui sont aussi meilleurs qgeAutrement dit, aucune évaluation partielle n’est stricam
meilleure.

Comme pour I'évaluation partielle simple, le choix dedétermine la encore si I'on admet ou non des
programmes« paresseu.

Proposition 4.4. (Relations entre les évaluations partiedls )
Avec les notations de la définition 4.4, on a :

(1) Evap(p) # @ si < est réflexive caralore € Evap(p)

(2) Evap?™ (p) = Nyep Evap.(q)

(3) EvapZ™ (p) = Evap(p) N (Nyepvap.. i EvaP<(@)) =" Nyerrap. () Evap<(q)
(4) Evap%™ (p) = Evap<(p) N (N,ep Evapy (q))

(5) EvapZ™(p) = Evap(p) N (Nyepap. () Evap,(9))

(6) Evap™T (p) C* Evap™'(p) C* Evap™"" (p) = Evap™™'(p) C Evap(p) C P
(7) Evap™" (p) ~ Evap®"(p) ~ Evap™"'(p) ~ Evap™™(p) < Evap(p)

(8) SIL:P — (D — R) estinjective ek est réflexive alors
Evapll)* (p) = Evapll)" (p) = Evapl" (p) = Evap,,(p) = Equiv,,(p) = {p}
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On a égalité 1) si Evap(p) est non-vide /4) si < est totale. Les inclusions sont strictes dans le cas général.

Il est important de noter que (pt. 2) I'évaluation partiellgtimale forte ne dépend pas gdeet de son
exécution, mais uniqguement de la fonction mathématigye. C'est en quelque sorte les meilleurs programmes
dont la sémantique eét(p) (au sens de).

D’autre part (pt. 6), les évaluations partielles minimalegef et faible coincident ; nous notons alors

simplementEvap’,(p). Il n’existe donc que trois types différents deneilleure évaluation partielle, qui en
outre sont confondus lorsqugest totale (nous notons en ce (ﬂ&pij}(p) I'évaluation partielle optimale ou
minimale), ce qui cependant est relativement rare. Mémeuers n’est pas totale, les différentes évaluations
partielles optimales et minimales ne different pas subglement car tous leurs programmes sont équivalents

entre eux.

Le tableau 4.2 donne quelques identités sur les ensembledwhéions partielles, et en particulier celles
qui concernent les évaluations partielles construites sarodts combinés. Remarquons a ce sujet que le
produit <, ® <, de relations su€; x C, n'a pas sa place dans ce tableau car il«estainsformés en une
intersectionxy ,, N <»,,, surP par une mesure de performance (déf. 3.7). Le cas est sinplairele produit
lexicographique (déf. 3.8).

Evap}?f: (p) Evap Evapmin EvapOptf EvaLpOptF
Evap , = Evap C v 1%/ 7]
<1 C <2 = Evap,, C Evap_, v v v
Evap. _ <, = Mier Evapg, v D v v
Evap,,_, <, = Uier Bvapg, v D D
P C P' = Evapp C Evapp, v v v
P CP = Evapp = Evap, NP v 2 v
p=p' A p=sp = Evap(p)= Evap(p) | C C D v

Tableau 4.2 : Identités sur les ensembles d’évaluationspasti

La section suivante met en valeur ces résultats sur quelgumepacaisons de colts définies au chapitre
précédent.

4.4 Evaluation partielle et mesure de codit.

Les résultats qui concernent les comparaisons de co@B(6).et les évaluations partielles (§4.3) permettent
des jugements a la fois qualitatifs et quantitatifs. Noilis$trons sur quelques codts statiques qui ont été définis
a la sectior§3.4.

Soient les programmesand: de BooL suivants.

nand1(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true
nand2(X,Y) if Y then (if X then false else true) else true
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nand3(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else true
nand4(X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else true
nand5(X,Y) = if X then (if Y then false else true)
else (if Y then true else true)
nand6(X,Y) = if Y then (if X then false else true)
else (if X then true else true)
Ces programmes Vérifient les équivalenaesadl = ... = nand6. Par conséquent, les ensembles de pro-

grammes strictement équivalents sont :

Equiv,, (nandl) = ... = Equiv,, (nand6) = {nandl,nand2,nand3,nand4,nand5, nands, ...}

Les programmesand: sont définis sur touBool x Bool. On a doncEquiv,,, (nandi) = Equiv,,, (nandi).
Notons qu’il n'y a que six autres programmes équivalentsnaitxd: et ne comportant que deux imbriqués
(et troisif en tout) :

nand7 (X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else (if Y then true else true)
nand8 (X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else (if X then true else true)
nand9 (X,Y) = if X then (if Y then false else true) else (if Y then Y else true)
nand10(X,Y) = if Y then (if X then false else true) else (if X then X else true)
nand11(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else (if Y then Y else true)
nand12(X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else (if X then X else true)

Les mesures de co(t suivantes leur sont associées :

si X = true alors 2c¢;is + 2 cpar + Choo
p(nandi (X,Y)) = { i T
Si X = false alors cis + Cpur + Chool

Si Y = true alors 2cis + 2 cpur + Choo
p(nand2(X,Y)) = { e e
Si Y = false a|0I’S Cit + Cyar + Chool

Si X =true et Y = true alors 2¢;s + 2 cour + Chool
w(nand3 (X,Y)) = Si X = true et Y = false alors 2¢;¢ + 3 cyur
si X = false alors ¢;s + Copar + Chool

Si Y = true et X = true alors 2¢is + 2 Cyar + Choot

p(nand4 (X,Y)) = Si Y = true et X = false alors 2c¢is + 3 cyur

{ Si Y = false alors cis + cyar + Chool
w(nands (X,Y)) = 2cis + 2Char + Chool
p(nandé (X,Y)) = 2cie + 2 cpar + Choal

Rappelons (cf§3.2.5, domaine de colt implicite) que les colts élémentaireSerdéri

0= Chool = Cyar -'\< Cis < cfun“ < Cfunm pOUl' 0 '\< n<m

4.4.1 Evaluation partielle et coQt absolu.

Nous avons défini (c§3.4.1) la comparaison absolue sur un suppbdomme :
e VD, qE€EPp P <ansq SSI VdED p(pd) < pu(gd)
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Avec D = Bool x Bool comme support, les programmesnd: Se comparent ainsi.
nand3 >, nandl <, nand5 &, nand6 >,;. nand2 <,;, nand4

Ce sontles seulesrelations de colt absolu entre les prograwands. D’autre part, il est clair gu’un programme
nand équivalent doit comporter au minimum deix emboités. Les expressions terminales dei¢esnt un
colt minimum de,,,;. Sachant qu'il est plus colteux de rajouter un troisiémhque d’employer une variable,
puisquec,., < cis, €t superflu de faire un appel fonctionnel, nous en déduisons :

Evap,, (nandl) = {nandi}

Evap,;.(nand2) = {nand2}

Evap,,.(nand3) = {nandl,nand3}
Evap,;.(nand4) = {nand2,nand4}

Evap,, (nand5) = {nandl,nand2,nand5,nand6}

Evap,;.(nand6) = {nandl,nand2,nand5,nand6}

Il est trés rare qu'il existe des évaluations partielles ogli® fortes ; leur ensemble est d'ailleurs inclus dans
tous les autres types de meilleures évaluations partigitep.(4.46). Or .1, €st la relation la plus forte que
nous ayons rencontrée, puisqu’elle aussi est incluse datesttes autres, ou plus précisément dans toutes
celles qui sont stables (df3.5.1), ce qui est le cas de la majorité des comparaisonsii€afo§3.6). Comme
l'indigue la propriété <; C <2 = Evap‘”“F( ) C EV&pOptF( ) » (tabl. 4.2), il estdonc encore plus rare d’en
trouver pour le colt absolu. Effectivement, les programmasi: n'ont pas d’'évaluation partielle optimale
forte, car les deux programmesndi etnand2 ont des évaluations partielles disjointes :

Evap(}," (nandi) = (] Bvap,, (p) = @
p=nandi

Certains programmes ont néanmoins une évaluation partiglimale faible. On la calcule par la formule
Evap' (nandi) = E (q)
Paps (NANAZ) = ﬂqEEvapﬂbg(nandi) VapPahs\q)-

Evap®(nand1) = Evap®'(nand3) = {nandi}
EvapP(nand2) = Evap®"(nand4) = {nand2}
Evap’'(nand5) = Evap’'(nand6) = o

Les programmesand5 etnand6 n'ont pas d’évaluation partielle optimale faible pour la mémison qu’ils
n'avaient pas d’évaluation partielle optimale forteand1 etnand?2, qui apparaissent dai®ap,; (nand5) et
Evap,,.(nand6), ont des évaluations partielles disjointes. Ils ont tousefime évaluation partielle minimale,
pour laquelle il nous faut calculer tout d’abord les évaluadipartielles selog.

Evap,  (nand1) = {nand1,nand2,nand4,...}
Evap, , (nand2) = {nand1,nand2,nand3,...}
Evap,  (nand3) =...= Evap,  (nand6) = {nandi,...,nand§,...}

Les points de suspension indiquent que des programmess d@jiteaand1 a nandé sont dans |'évaluation
partielle.

min

L'évaluation partielle minimale edivap;; ' (nandi) = Evap,,,, (nandi) N (M,cprap., (nanaiy EVaPy,,.(q))-

Evap:{:il(nandl) Evap"i"(nand3) = {nandi1}
Evap’®(nand2) = Evap’"(nand4) = {nand2}

Evap!;"(nand5) = Evap’." (nand6) = {nand1,nand?2}
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Il est naturel que des inclusiomvap X" (nandi) C Evap " (nandi) C Evapl}"(nand:) soient en général

strictes car le colk . n'est pas total, méme si I'est (tabl. 3.3).

En fait, les programmesand1 etnand?2 sont les deux seuls programmes minimau¥Xde Equiv(nandi):
il 'y a pas de programmeand équivalent auxiand: de codt strictement inférieur @nand1) ou u(nand?2).
A ce titre, pour tout programmeand dansP, ce sont les seuls éléments possibles de I'évaluation partiell
minimale Evap™* (nand), et donc aussi des évaluations partielles optimales. Ea,quiisqueand1 etnand?

abs
ont des évaluation partielles disjointes, pour toutd on aEvap?'" (nand) = @. C’est naturel car on a vu

optF

queEvap®™* (p) ne dépend pas ge(prop. 4.4), et donc queEvap X'’ (nandi) = &.

4.4.2 Evaluation partielle et colt moyen.

Nous avons vu (cf3.6.6) que tous les colits moyens sont équivalents sur un lawdgadpmaines finis comme
BooL. La mesure de colt moyen explicite (§8.4.4) est définie comme :

* VDEP moy(P) = X aepomp #(p @)/|Dom(p)|

hd vpﬂqe P p %moy q SSI /jfnloy(p) % /-'Lrnoy(q)
Le colt moyen des programmesnds est :

Hmoy(nandl) = pinoy(nand2) = 3/2 c¢is + 3/2 cyar + Choor
Hmoy(nand3) = pnoy(nandd) = 3/2 cir + 7/4 copor + 3/4 Cronl
/jlmoy(nands) - Nmoy (nandG) = 2 Cif + 2 Coar + Chool

A la différence du codt absolu, tous les programmmesd: sont comparables en moyenne. C’est aussi le cas de
tout autre programmeeand a la condition queg soit totale (nous n'avons jusqu’ici pris comme hypothése que
les relations individuelles sur les colts élémentaires) peisg construction du colt moyen sur les domaines

finis transporte sur le colt statique le fait que la relationalé dynamique est totale (tabl. 3.3).

nandl =,y nand2 <,,,, nand3 ~,,,, nand4 <,,,, nand5 ~,,,, nandé

Il n’est pas étonnant non plus que la hiérarchie relative§é#.1) ne soit pas modifiée puisqen: C <oy
(tabl. 3.3). D’autre part, dans la mesung lkaugmentation du nombre def multiplie également le nombre de
feuilles d’'une expression, on peut voir que tout programmevétent comportant au moins traig imbriqués
aun colt moyen trop important pour figurer déhap,,, ., (nand:). Une énumération de ceux qui ne comportent
gue deuxif conduit aux évaluations partielles suivantes :

Evap,,, (nandl) = Evap,  (nand2) = {nandi,nand2}
Evap,,,, (nand3) = Evap,,, (nand4) = {nandl,nand2,nand3,nand4}
Evap,,,,(nand5) = Evap,, (nand6) = {nandl,nand2,nand3,nand4,nand5,nandé}

Les évaluations partielles pour le colt moyen contiennentd®ées pour le colt absolu, puisgdg,: C <oy
(tabl. 4.2). Cette fois-ci, tous les programnmesd: admettent des évaluations partielles optimales fortes.

EVapomp;; (nandi) = ﬂ Evap,,,,(p) = {nand1,nand2}

p=nandi

Il n’est pas suprenant que les programmes aient tous la mératon partielle optimale forte, puisque nous
avons vu qu’elle ne dépendait que de la b&se- Equiv(nandi), et non du programmeandi considéré.
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D’autre part, puisque tous les colts moyens sont comparéddequi a le méme effet que si était par
hypothese totale), les évaluations partielles optimaldgedpfaibles, et minimales coincident.

min

Evap,, . (nandi) = Evap

optf
moy

optF
moy

(nandi) = Evap,’ " (nandi) = {nand1,nand2}

Notons également que I'évaluation partielle optimale, mérrte fo’'est pas nécessairement unique.

4.4.3 Evaluation partielle et colt maximum.

Comme nous l'avons signalé (¢B8.4.8), il n'est pas trés intéressant d’employer le colt mamimunatures.

Il faut le composer avec un autre cot statiqug:,: N <max. Cependant, déterminer les ensembles d'évalua-
tions partielles propres du colt maximum est tout a faitfigspuisque les propriétés de compatibilité avec
I'intersection (tabl. 4.2),

o Evapg g, (p) = Evapg, (p) N Evap, (p)
« Evaplt . (p) D Evapl(p) N EvapZ(p)

optf

optf optf
o EvapZ’ . (p) = Evap?" (p) N EvapZ (p)
« Evap2'7.,(p) = EvapZ'" (p) N EvapZ,” (p)
permettent de calculer, ou d’'approcher, les évaluationseflas de=<..; N <., a partir des évaluations

partielles individuelles d&;.; €t <max-

Le colt maximum dans le cas d’un domaine fini non-vide et d'ulaios < que nous supposons ici totale est :

4 vp € 73 Mmax (p) - maXdEDom(p) (/j'(p d))
hd vpﬂq EP p %max q SSI /'Lmax(p) # /Jcnla.x(q)
Le colt maximum des programmesnd: est :

= 2 Cif + 2 Cyar + Chool
= 2 Cif + 3 Cyar

tmax (nandl) = p.x(nand2)
)

HMmax (nands) = HMmax (nande) = 2 Cif + 2 Cyar + Chool

Hmax(nand3) = pi.x(nand4

La hiérarchie reste bien sr compatible avec le colt absolg4ef.1) car, puisque est totale et le domaine
fini, on a<.1. C <max (tabl. 3.3). Elle est en revanche différente de celle du coiemdcf.§4.4.2).

nandl =,,.x nand2 =, ,, nandb =x,,.x nand6 <, .. nand3 =,,.x nand4

La encore, le nombre def emboités limite la recherche des évaluations partielles.

Evap,_,, (nandl) = Evap,,, (nand2) = {nandl,nand2,nand5,nand6}
Evap_ . (nand3) = Evap,,,,(nand4) = {nandil,...,nand6,nand7,...,nand12}
Evap,,,.(nand5) = Evap,,,(nand6) = {nandl,nand2,nand5,nand6}

Les programmesand7 anandi12 (cf. §4.4) sont les seuls autres programmes équivalemsne comportant
que deuxif imbriqués. La compatibilité de I'évaluation partielle suniérsection nous permet d’en déduire
les évaluations partielles PO, oy-max = Smoy N Smax-

Evap,, . .. (nandl) = Evap,, ... (nand2) = {nandi,nand2}
Evap,,ymax(nand3) = Evap,, .. .. (nand4) = {nandi,nand2,nand3,nand4}
Evap,,oy max(nands) = Evap, .. (nand6) = {nandi,nand2,nand5,nand6}
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Puisque ce colt maximum est total (tabl. 3.3), évaluationseflas optimales fortes, faibles, et minimales
coincident & nouveau.

Evap™® (nandi) = Evap®” (nandi) = {nand1, nand2, nand5, nandé}
Grace a la compatibilité avec l'intersection, on déduit :

Evapomp;;max (nandi) = Evapomp;; (nandi) N Evap?P't

(nandi) = {nand1,nand2}

Dans cetexemple, bien U,y 7 <max €1 <moy B Smax |'€Valuation partielle optimale en moyenne des pro-
grammesandi est en fait également optimale pour le coit maximutwvap;., (nandi) C Evap,, (nands).

4.5 Difficultés intrinseques de I'évaluation partielle optimaé.

L'indécidabilité de I'équivalence des programmes ne perr@eégalement pas de connaitre complétement I'en-
sembleEvap_(p) et, a plus forte raison, pas non plus les ensembiies"™ (p), Evap(;ptf (p) etEvap;ptF (p).
Toutefois, les cas d’existence d'évaluations partielldgmmdes ou minimales sont rares ; ces ensembles sont

le plus souvent vides.

Il faut noter la différence entre le probléme de trouver un ieailprogramme pour un modele d’exécution
fixé, et celui de trouver une meilleure compilation pour une hirvee d’exécution donnée (c§4.7), comme
c’est le cas en particulier dans les recherches d’'une mmlistratégie de réduction lorsque la sémantique est
donnée par un procédé non-déterministe [BL79, Lév80, AL93].

Une partie des résultats présentés ici est reprise et complétgéadzonclusion, dans le rubrique qui traite
des limites de I'évaluation partielle.

45.1 Conditions d’'inexistence.

Parce que peu de programmes sont comparables entre euxaleatiéns partielles optimales sont le plus
souvent vides. En ce qui concerne I'évaluation partielleimde, il y a deux tendances opposées : si peu de
programmes sont comparables, il est plus facile de trouwwgpdogrammes tels gu’il n’en existe pas d'autres
de codt strictement inférieur, mais d’'un autre coté il y a anssns d’évaluations partielles.

Evaluation partielle optimale.

Les cas courants pour lesquels on peut décider qu'il n'y a jgasidiation partielle optimale sont déduits des
points (2) et (3) de la proposition 4.4 :

optF

o EvapZ" (p) =@ si 3¢ #¢q. € P tq Evap_(g:) N Evap(q:) = @

optf

o Evap?" (p) =@ si 3q1 #¢€P tq q1,¢: < p et Evap_(q:) N Evap (¢:) = @
C’est parce que les programmesnd1 etnand2 ont des évaluations partielles disjointes pour le codt absolu
gu'ils n’ont pas d’'évaluation partielle optimale (§#.4.1). En pratique, il faut exhiber ces deux programmes
g1 etg, pour affirmer qu'il n'y a pas d’évaluation partielle optimatete ou faible.
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Evaluation partielle minimale.

Deux cas peuvent se présenter dans I'étude de I'évaluatioielarninimale Evap™" (p,) : ou bien il n’y

a pas de programme de codt strictement inférieps, auquel cagp, est minimal e, € Evap™™(p,) ; ou
bien il existe un programmg, strictement meilleur qug,, et I'on peut itérer le processus et rechercher s'il
existe un programme, strictement meilleur que;, etc. Il n'y a pas d’évaluation partielle minimale, ni par
conséquent d’évaluation partielle optimale, lorsque ceqesus est sans fin, c’est-a-dire lorsque I'ensemble
des programmes n’est pas bien fondé pour la relation de catiguee<. Considérons par exemple la famille
de programmes SM[1ength, ),cn définie par :

fun length,(Ly) =

case Ly of nil => 0 | _::L;y => (1 +

case L, of nil => 0 | _::L,y; => (1 + length,(L,11))...)

La fonctionlength, correspond & dépliages de la fonctiohength = length, ordinaire, qui calcule la
longueur d’'une listdl. Sans donner le détail d'un modéle d’exécution ni d'un modeéleed®pnance, on peut
supposer gu'il lui correspond un colt de la forme

u(length (L)) = |L|ec + MJJJ—J CearL
n+1

ou |L| estlalongueur effective de la liste c est le colt d’exécution d’'udase, ete,y:. st le colt spécifique de
I'appel fonctionnek length,, (L,1) ». Pour toutL, on a d'une partu(length, (L)) = p(length, (L))
et d’'autre partu(length, (L)) = pu(length, (L)) + ccue SSi |L| > (n + 1)(n + 2). Par conséquent,
pour toutn € IN, length, ,, <., length,. La suite de programmedength, ),y N'est pasbien fondée
pour <1, (cf. §N.9). Cela ne suffit pas en soi a démontrer que la fonctiargth n'admet pas d’évaluation
partielle minimale. Cependant, le méme procédé appliqué ahyoathétique évaluation partielle minimale
lengthMin, nécessairement récursive, trouve une fonctiemgthMin, <,,. lengthMin, ce qui contredit la
minimalité delengthMin. Par conséquent, il N’y a pas non plus d’évaluation partigiterale.

Parce que les colits moyens sont stables et discriminantszn & <.,y (prop. 3.3). Les comparaisons
S moy-fini» Smoy-pfini €1 moy-1im VErifient également,,. C <ioy-fini » <moy-pfini s <moy-lim Car l€Ur construction
préserve la stabilité et la discrimination (tabl. 3.4, 3.6Zar conséquent, la suite de programifl@sigth ), cm
n'est également pas bien fondée petlyy-sini, <moy-pfini €t <moy-1im- ON N'a donc généralement pas non plus
d’évaluation partielle minimale ou optimale pour le colt ntoger un domaine infini.

Spécifications algébriques.

Pour étre optimale ou minimale, une évaluation partielle ngbaticulier une spécialisation, doit faikeun
usage maximum des informations présentes dans les donnéggesta. C'est d'ailleurs parfois comme cela
que I'on décrit (ou que I'on a décrit) informellement ce quéstaluation partielle.

Dans le cas 0 le modéle d'exécution est donné dans un formalisme algébfiggEjue équationnelle,
algebre initiale, systeme de réécriture), il est nécessaireqabarde rajouter des équations a la spécification
jusqu’a ce gu’elle soit, le cas échéantcompléte. Or il existe des spécifications qui n'admettent pewid
chissements-complet ; il est alors impossible d’exploiter toutes cesiimations, et donc matériellement de
réaliser un évaluateur partiel optimal. Nous renvoyons lelec [Hee86] pour plus de détails sur ce point.
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45.2 Conditions d’'existence.

Le probléeme fondamental de I'évaluation partielle optimalenunimale est que I'on doit comparer un pro-
gramme aousceux qui lui sont équivalents, programmes qui en pratiguéeonombre infini et que I'on ne
peut méme pas dénombrer du fait de I'indécidabilité de I'éqaivee.

Evaluation partielle optimale.

En fait, il n’existe guére qu’'une méthode pour assurer I'exise d’une évaluation partielle optimale d’'un
programme. Elle procéde en deux étapes : il faut tout d’abmidorerle colt d’exécution danB, c’est-a-dire
trouver une fonction

f ecPm® telleque pourtoup’ € P f < u(p')

En pratique, il faut pour cela examiner toutes les consbomstsémantiques qui sandispensablepour qu’un
programmep’ soit équivalent . Pour ce type de minoration, il est nécessaire de disposae @dropriété
d’additivité. La seconde étape consistexhiberun programmey qui atteintle coltf. On a alors :

si p(q)=f alors g € EvapR¥ (p)
Un tel programme est une évaluation partielle optimale. @énsns par exemple le programmet suivant :
fun not(X) = if X then false else true

Pour programmer la fonction mathématique = Bool(not) : BoolVal — BoolVal, il est indispensable de
tester la valeur de I'argument car le résultat en dépend. tldanc au minimum une constructiarf dont

la condition est une expression qui contient la variabl&nsuite, selon le résultat du test, il faut retourner
Soit true, SOIt false ; puisque la variabl& contient la valeur opposée, il faut nécessairement fairerafipa

a un moment donné une constructitsil se ou true. Le colt d’exécution de tout programme équivalent a
not est donc uniformément miNoré par + c,.. + cioor- OF, le programmeot lui-méme atteint ce minorant.
C’est donc une évaluation partielle optimale. Il s’agit eihléadu raisonnement que nous avons déja tenu pour
justifier les évaluations partielles optimales de la sedjibA.

La proposition 4.7, donnée a la section suivafteq), indigue comment obtenir une évaluation partielle
optimale a partir de résultats obtenus pour un autre langageas particulier (prop. 4.8) donne un cadre de
construction explicite d’'une évaluation partielle optimal

Evaluation partielle minimale.

Des qu'interviennent des dépendences sur plusieurs argsif@nsur un argument structuré), apparait aussi
un choix sur I'ordre des testsLa minoration se traduit alors non plus par une fonctiorguaimais par un
ensemble de fonctions

F C CP™» telque pourtoup’ € P ilexiste feF f < u(p')

Comme précédemment, on examine toutes les constructions tigueanindispensables au fur et & mesure
que I'on accroit linformation connue sur les données d’entrée. Une décision doit intervanin@ment de

2Nous considérons ici demachines séquentielles, par la-méme, desgorithmes séquentie(soir aussi [Ber81, BC82]).
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choisirou gagner de l'information sur ces données afin de mieux cernésidtat. S'ajoute ensuite une étape
intermédiaire qui consiste a déterminer 'ensemillg, = Eming(F') des éléments minimaux dé. On sait
que cet ensemble est non-vide lorsquest bien fondé ; c’est le cas en particulier lorsquest fini. Pour
conclure, il faut exhiber un programmeade P qui atteigne un quelconque des coltsHig, .

si u(q) € Foyn alors g € Evaprﬁﬂii (p)

En effet, siu(q) € F..i, alors pour tout programme € P, il existe unf € F tel quef < p(p’) et f £ u(q).
Supposel(p’) < u(q) conduit a une contradiction car alofs< u(q). Par conséquent(p') #4 u(q) etq est
bien une évaluation partielle minimale.

A titre d’exemple, appliquons cette méthode sur la foncti@thé@matique:and( X, Y'). Puisque le résultat
dépend de la valeur de chacun des arguments, il y a au minimuasusur chacun d’eux. Si I'on commence
par X, il est un cas @ il n’est pas indispensable de connaitre d'informationYsuka situation est symétrique
si 'on débute pal”. Dans chaque cas, il est toujours plus avantageux pourifdarmaleur retournée de la
construire explicitement plutdt que d'utiliser une vat@bu toute autre construction. Par conséquent, on a

F={f/}avec:

f1(X,)Y) = si(X =true) alors2cis + 2 cyur + Choot SINONCit + Cour + Chool
f(X,Y) = si(Y = true) alors2c;s + 2 cyqr + Choot SINONCit + Coar + Chool

PuisqueF" est fini, on sait qué,,;, = Emin(F') est non-vide ; en 'occurrencé,,;, = F car fi Laps f2. OF,

les programmesandl etnand?2 atteignent respectivement des fonctighset f, de F,;,. Sans connaitre les
autres programmesands, on peut alors affirmer queand1 etnand?2 sont des évaluations partielles minimales
de tout programme de sémantiguend.

Existence pour les domaines finis.

S’il n'est pas possible d’'établir un théoréfioemelgénéral d’inexistence d’'une évaluation partielle optimale et
minimale pour les programmes de domaiiniéni, parce que le dépliage d’'une construction itérative resge tro
spécifique au langage considéré, il est en revanche possibleatgigbexistence d’'une évaluation partielle
minimale pour les colts absolus, moyen et maximum, a condijie le programme soit de domaifia.

Proposition 4.5. (Condition d’existence d’'une évaluation grtielle minimale)

Soient : P x D — R un langage(C, +, ., <) un domaine de co(t algébrique additi¢;),-; une famille

de colts positifs au plus dénombrable et bien fondég, wie mesure de performance fiea valeur dans
Yien INc;. Alors les modéles de coit absolu, moyen et maximum consBuits vérifient la proposition
suivante (Nous NOtoNS p € {<abs, 0, Smoy. D> Smax.D}) -

« VpeP VPCP tq Equiv,,(p) C P C Equiv,,,(p), si Dom(p) est fini alorSEvapI;iimm(m (p) £ @
Cette proposition s’applique en particulier si la familtg);.; est finie car elle est alors nécessairement bien

fondée.

Il n'y a pas de proposition similaire pour I'évaluation palte optimale. Qu’il n’y ait pas non plus de
résultat similaire pour une comparaison de co(t quelconces pas trés génant en pratique. En effet, puisque
le domaine est fini, beaucoup de comparaisons coincidef8(6f6) avec les colts absolu, moyen et maximum.

Notons enfin que la démonstration qui suit est non-consteigtalie ne donne pas de moyen explicite de
calculer une évaluation partielle minimale.
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Démonstration.  Pour simplifier la démonstration, nous supposons les deflts ; indicés par les entiers
naturels ; nous supposons plus précisément/gst un intervalle d&N contenand. Soit (., ),.cn UNe suite de
codts deziem INc; strictement décroissante : pour teu€ IN, &, > K,41.

Puisquer, € 37, INc;, il existe une famille presque nulle d’entiers naturls ;)c; telle ques,, =
> ier @nici. Soientj, le plus grand indice des colts élémentaires qui intervienremg«, . .., x,, €ts, la
séquence des coefficients des colts élémentaires deur les indices inférieurs 4 :

e jn=max({j € |3 I<n oy; #0})
o Sn= (o, | 0 <0 < Jn)
Notons que(s,, ).« €St une suite de séquences de longueurs croissantes e}, GEQ g cic), On.i Ci-
D’autre part, la relatiorg surIN est unbon ordre(cf. §N.10) :
e Y(2p)neny EN™ Fi<jeIN z; <z,

On note< le prolongement de aux séquences finies :
e Vn<meEIN Vo, ....,20,y1,...,ym EIN (21,...,2,) < (y1,-.-,Ym) SSI Vi€ [n] z; < y;

C’est un cas particulier delongement dans les séquen¢embedding) (cf§N.10). La relation< définit un
ordre sur les séquences finies d’entiers naturels. Grace atelemiigman (cf§N.10), on sait qued est alors
aussi un bel ordre.

Par conséquent, il existe < m € IN tels ques,, < s,,, c'est-a-direV0<i<j, o,; < an,,;. Donc,
Kn = Docicj, OniCi S 2ocicy, @miCi S Yocicy, Om,iCi = K, par additivité, ce qui contredit I'hypothese
Sur (s, )nen- Il NeXiste donc pas de suite infinie de colts)g. ;) IN¢; strictement décroissante.

Considérons a présent un suppbrini. Les mesures de performance expliCitgs,, p €t fimax,p (déf. 3.24,
3.29) sont a valeur dargiem INc;. DONC(Pp, Smoy.p.1) €L (Pp, Smax,n,,) SONt €galement bien fondés.

D’autre part, on sait que le produit fini d’'ensembles bien &mndst bien fondé pour la relation produit.
PuisqueD est un ensemble fin{y";. ;, INc;)!”! est bien fondé pouk'”!, et donc(3; ., INc;)” bien fondé
pour <.1s.p. En particulier(Pp, <.1s.p,,.) €St €galement bien fondeé.

Enrésumé(Pp, <p,.) estbienfondé pousp, € {<ubs.n; Smoy.ps Smax,p ;- DONC poUr tout programme
p € P de domaine fini et touP C P tel que Equiv,,, (p) C P C Equiv,, (p), il nexiste également pas de
suite de programmes destrictement décroissante podb.u(y).,.. Par conséquent, le processus qui consiste a
partir dep, = p et a choisir um,+1 <pom) pP» dansP pour toutr € IN s’arréte donc apres un nombre fini

d'étapes. On a alos,, € Evaph”  (p). O

P, pom(p)

Les conditions de la proposition 4.5 étaient remplies parddéte abstrait de performance dynamique de
BooL (cf. §3.2.5), additif par hypothese, dont les colt élémentaires vérifienc,,,; < cpar <X Cie < Cpun, <
Crm, POUr 0 < n < m et sont donc bien fondés. A posteriori, il n'est pas donc éteingae nous ayons
effectivement trouvé une évaluation partielle minimalerges colts absolus, moyens, et maximum §4f4).

45.3 Méthodes d'obtention.

Jusqu’a présent, nous n'avons pas indiqué comramtquer une évaluation partielle optimale (resp. mini-
male), mais simplement comment étre sir qu’un progrardoméest ou non optimal (resp. minimal) (cf.
§4.5.2). Nous envisageons ici diverses méthodes pour celsedtan suivante§é.6) propose quant a elle un
moyen de transporter un programme optimal (resp. minimai) kngage dans un autre.
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Echec de la construction par composition.

La composabilité (cf§3.5.5) d'une comparaison de colt permet de fabriquer desati@is partielles de
maniére« compositionnelles. Soient par exemple les programmes SML suivants

fun pl(x)
fun p2(x)

append([1,2],x)
1::2::x

ainsi gu'une mesure de codtplausibles vérifiantp2 < p1. Formons les programmes suivants :

fun q1(x) [p1(x),p1(x)]

[p2(x),p2(x)]

fun q2(x)

Si ¢ est faiblement composable a gauche, ou de maniere équivéddiment additive (prop. 34, on a
alors la relationg2 < q1. Plus précisément, la faible composabilité a gauche (déf) 3idfifie :

VpEP Vp' € Evap,(p) Vg€ Py qop € Evap (qop)

Cette propriété n’est pas vraie pour I'évaluation partiefitiroale. Si I'on a« vraisemblablemen$ p2 €
Evap°®*(p1), on n'a pas nécessairement I'appartenancqi@ Evap’™* (q1). D’ailleurs, le programmey2’
suivant est strictement meilleur qyge.

fun g2°(x) = let val y = p2(x) in [y,y] end

Cela a des conséquences sur les méthodes a mettre en ceuvre nEitireoou prouver la validité des
évaluateurs partiels. Comme le suggere la composabilité aéhgaliappartenance a I'évaluation partielle
peut faire appel a laécurrence(structurelle). En revanche, I'évaluation partielle olenne peut y avoir
recours ; elle nécessite des preughsbaleset « directes», trés spécifiques. Cela se traduit également sur
la complexité d’'un éventuel algorithme d’évaluation pakiaptimale, qui doit souvent examiner la quasi
totalité des programmes possibles. Par exemple, la rduhefane compilation optimale des motifs de SML
est NP-complete [App92]. Cela hous amene a la méthode par énionérat

Méthode par énumération.

Dans le cas exceptionnelid’on dispose d’'un moyen de décider I'équivalence de deuxrproges, il est
envisageable d’énumérer systématiquement des programnakdatap et de tester d’une part leur équivalence
ap et d'autre part leur adéquation au critere de performance p.

Cette recherche peut éeghaustivelu point de vu de I'optimum si I'on peut assurer a un certaintpgue
tous les programmes restant a examiner ont un colt supérieur @esp. ne sont pas de codt inférieupya
Sans cette garantie, on est peu avancé car non seulememtaksible d’énumérer une infinité de programmes
qui ne sont pas équivalentgpamais méme lorsqu’ils le sont, ils peuvent étre de colt supésiediui dep ;
dans ce cas, le programmeeste le seul meilleur représentant connu.de).

Cette recherche méme a un codt évidemment explosif, malgré&lestigues employées pour essayer de
la contenir. Elle est néanmoins justifiée dans de rares cas finis

3l existe dessuperoptimiseur§Mas87] congus pour faire la recherche (quasi-)exhaustivaeileuresséquences d'instructions
machine. lls prennent en paramétre la description d’'une machine physique et unagetiefit de code. Leur but est de réaliser des
librairies de fonctions optimales, destinées a étre substité@edine » directement dans le code généré d’'un compilateur. Il s’agit par
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Transformations monotones.

En pratique, les évaluations partielles sont obtenues jdicapons successives de transformations correctes.
On peut garantir une optimisation (resp. une optimisatincts) sil’'on emploie des transformations monotones
(resp. strictement monotones) par rapport au critere denpesice.

Méme si I'on sait qu'il existe bien un optimum, I'itération de procédé de I'atteint pas nécéssairement.
Ce peut étre pour l'une des raisons suivantes :

- Les transformations deviennent stationnaires du poinugedu codt (si la monotonie n’est pas stricte).

. Les améliorations sont infinitésimales et tendent vers un optirsans jamais l'atteindre. C’est contre
cela gu’existe la condition de bonne fondation dans la sition 4.5.

« Lestransformations améliorent indéfiniment, au moins d'un coiistant fixé. Ce n’est pas incompatible
avec l'existence supposée d’'un minimum car on opére sur detssdbpnctionnels : on peut par exemple
optimiser un programmsuccessivemersur chacune des données de son domaine sans atteindre le
programe qui est optimal stoutesles données.

« On s’est échoué dans un minimum local ; il N’y a plus de tramsétion disponible qui fasse décroitre
le codt.

« On estinterrompu prématurément par un critére d'arrég6) a cause du danger de non-terminaison.

Notons par ailleurs que, méme lorsqu’il existe un optimunguej il N’y a pas nécessairement confluence des
transformations.

4.6 Modele intermédiaire.

Pour étudier les propriétés des évaluations partielles (notanaptimales et minimales), et pour les calculer
de maniere effective, il est parfois plus commode d'utiliselangage intermédiaire quirespecte en quelque
sorte la sémantique et la mesure de performance d’origines, eo@ simplifie (grace a plus d’homogénéité,
plus de régularité) les représentations des programmes stdasgses d'équivalence de codt.

4.6.1 Motivation.

Pour motiver cette approche, nous définissons un nouveaige gL, constitué uniquement de constructeurs
de types de données (il n'y a pas de conditionnelles ni d’appelctionnels) et de déclarations de variables.

exemple de fonctions comma s, max, la multiplication par des constantes, etc. En I'occurrence, le calculitwecde performance
(comparaison du nombre de temps de cycles) est immédiat, et deux ou trois testeadiddapei sur des données aléatoires suffisent a
rejeter la plupart des propositions erronées. Pour les cas restants, il faut dgrfiégtiivalence avec exactitude. La terminaison de la
recherche exhaustive est assurée par la monotonie du critére. Du fait de I'explmsibimatoire, |a taille du code superoptimisable en
pratique estde I'ordre de 5 a 6 instructions. Des résultats partiels peuvent étreobh déplagant ufenétre(peephole) d’optimisation
de taille réduite sur une séquence de code plus longue. On cite le cas d'un calcul de dénesspawa obtenir un gain substantiel dans
une séquence de codetiqgue comportant une vingtaine d’instructions.

Le superoptimiseur dei@ [GK92] est crédité d’une performanc(m™»>") oll m est le nombre d’instructions possiblespegst
la plus courte séquence d’instructions de la fonction a réaliser. En pratique touesfemleurs immédiates (les constantes) ne sont pas
prises en compte et c’est surtout sur les mouvements de registres qu'’il donne tpuigsaace. De plus, son test de correction n’est
pas totalement sir ; il est limité a des heuristiques.
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Les« programmes ZML sont en quelque sorte un noyau d’expressions constdet&d/L, le« degré zéro
de ML.

lls sont évidemment peu intéressants intrinséquement ; lenaide de définition est un singleton et ils
n'ont qu’une seule exécution, de résultat constant. Cettplisiié n'est pas vaine car ils représentent en fait
les expressiongerminalesd’'un programme SML, dont I'évaluation constitue la valeure®ur de tout appel
fonctionnel. Le probleme de I'évaluation partielle reviersig&voir comment programmer au mieux le calcul de
ces constantes.

Syntaxe. En plus des constructeurs de types de données et des lieasatdes, nous considérons également
des délimiteurs de portée lexicale (constructiaas et 1ocal). La syntaxe compléte de ZML est donnée a
la figure 4.1. Pour simplifier, nous ne distinguons pas, comm8Mh, la construction d’'urD-uplet et la
construction nullaire, et nous notons par exemiie plutbt queNIL (). Nous ne nous préoccupons pas ici de
la déclaration des types de données, que nous notons en nkegugeur les distinguer des variables notées en
minuscules. Nous supposons de plus qu’'une construetiiinds = valbind; and ... and valbind, ne

lie pas la méme variable plusieurs fois.

exp = wvar Xy z...V

con{(exp,,...,exp,)) NIL, F(G(A),B), CONS(y,NIL)

let decs in exrp end let val x = ZERO in CONS(x,NIL) end
valbind var = exp x = F(G(A),B)
valbinds ::= walbind (and wvalbinds) x =yand y = x
dec = val valbinds val x = SUCC(SUCC(ZERD))

local decs; in decs, end local val x = ZERO in val y = SUCC(x) end
decs = déclaration vide

dec (;) decs val x = ZERO; val y = CONS(x,NIL)
prog = decs; val x = SUCC(SUCC(ZERD));

Figure 4.1 : Syntaxe de ZML

Objets sémantiques. Les objets sémantiques employés dans la spécification de ZML emsque naturelle
sont donnés a la figure 4.2, accompagnés de quelques exemptésultat de I'évaluation d’'un programme
ZML est un environnement de valeurs associant un type deédgsndé des noms de variable.

Var
Con

var Xy Yy Z...

ZERO, SUCC, NIL, CONS...

con

Val = [J;54(Con x Val®)

Env = Var 22 Val

M M M M

CONS(SUCC(ZERO), NIL)
{x — NIL,y — SUCC(ZERO)}

Figure 4.2 : Objets sémantiques de ZML
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Sémantique. La figure 4.3 spécifie en sémantique naturelle les preuves du argely + prog = FE, qui
exprime qu’un programmgrog produit un environnemerit dans le contexte d'un environnement de dépgrt
Nous nous plagons dans le cas@et environnemenk; initial est toujours vidé:

Zml(prog) = E sSi @t prog= F
Par exemple, le programmelocal val x=F(4) in val y=G(x,H(x)) end » S’évalue dans I'environne-

ment vide en? = {y — G(F(A), H(F(A)))}. A quelques adaptations mineures, ces régles sont idestigue
celles de la définition formelle de SML [MTH90].

E l_ var = E(’UCL’I") ¢ Coar (pﬂa.'r)
(Bt exp, = v, ... EtF exp, = v,) ( )
T c ,
Et con((ezp,,...,exp,)) = con((vi,...,v,)) " Peon,

Et+ dec= F' E+FFep=v
Kt let dec in exp end = v

EFexp=v .
EF var = exp = {var — v}’

Cyalbind (pm].lbind))

E + valbind = E' (E + valbinds = E")
E + valbind (and valbinds) = E' (+E")

E F valbind = B’
E F val valbind = E’

El_dGC1=>E1 E+E1|_d602=>E2
E Flocal dec; in decy, end = E,

Er ={}

El_dGC1=>E1 E+E1|_d€C2:>E2
E+decy; decy = E, + E,

Figure 4.3 : Sémantique dynamique de ZML

Modéle de performance. Les régles de la figure 4.3 sont en outre annotées par des codts talitesequi
définissent un modéle d’exécution de ZML (§8.2.5). Nous nous placons dans le cadre d’'un domaine de co(t
abstrait(C, +, ., <) additif, réflexif et total (cf.§3.2.5, domaine de colt abstrait). La mesure de performance

“Voir aussi la note de bas de page numéro 7.
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1 que définissent ces colits élémentaires est justifiée par I'implétoantaformelle suivante (cf§3.2.5,
implémentation informelle) :

« Le colt d'acces a la valeur d'une variable (régle.) est un codt constant,,,. Cette hypothése n'est
pas vérifiée avec les modeles de compilation SECD ou CAM qui fohiedeironnement local une liste
ou un arbre binaire, plutdt qu’un vecteur ; le temps d’accéaless linéaire ou logarithmique. En outre,
les variables ne sont pas toujours intégrées dans un envimamesxplicite (pile, fermeture. ), mais
parfois compilées comme des registres machine, d’'accesgpiaeret sujets a de multiples optimisations
(notamment avec les architectures RISC).

« Un codte,,,, estattribué (regle.,.,) a la constructiorton Cezxp, , ..., exzp,). Il comprend 'allocation
et l'initialisation du vecteur ou de la liste nécessaire. bétal’'une construction nullaire est,,, .

. De méme que,.,, le coltc,.:,q d’une liaison de valeur (régle,.;:n4) varie beaucoup en fonction des
optimisations de compilation. La valeur peut momentanérdgatstockée dans une pile, une fermeture,
un registre. En cas d'appel fonctionnel, le type de saudegdiffere aussi suivant qu'elle est de la
responsabilité de la fonction appelante ou appelée [ASU86].

Pour simplifier, nous donnons un prix constant a I'opératiammennant I'allocation de la cellule
destinée a contenir, son initialisation, et également sa libération a la restaamae I'environnement. Ce
dernier point a pour but d’annuler le prix des constructibes et 1ocal : le colt global du programme
est alors surévalué d’'une valeur constante correspondanil#@rations @ N est le nombre de liaisons
qui apparaissent dans I'environneméhfinal. Nous travaillons modulo cette translation constaoig p
un environnement résultdt donné.

« Nous considérons nul ou négligeable le codt des autres régiegasm®e qu'il a été incorporé a d'autres
colts, comme c’est le cas pour les constructibsiset local, soit parce gu'il correspond simplement a
I'enchainement des instructions compilées.

Par exemple, le programmelocal val x=F(A) in val y=G(x,H(x)) end » a pour colt d’exécution
2 Cyalbind + Cconn + 2 Ccon| + Ccong + 2 Coar+

Optimisation. L'optimisation dans ZML se résume a un usage pertinent destreationslet et local.
L'essence duet, au moins sur le plan opérationnel, est le partage. Consisliéesrdeux expressions équi-
valentesezp, = G(F(A) ,H(F(A))) etexp, = let x = F(A) in G(x,H(x)) end. La premiére a un colt
d’executionc o, + 3 Ceon, + 2 Ceon, €1 SECONAE, )11, + 2 Coon, + Coong + 2 Coar + Coamving - |l fAUL préférerezp,

OU ezp, SUIVANt QUEcon, + Ceony = Coatbind + 2 Cyar OU NOM .

L'évaluation partielle optimale (ou minimale cas est total, prop. 4.4) existe toujours (prop. 4.5), et
repose sur le méme type de choix. Reprenons la méthode proplasgectiort4.5.2. Soitprog un programme
de Prog qui s’évalue erZmli(prog) = FE et notonsnb(v, F) le nombre d’occurrences d’'une valeuparmi
les sous-termes d&. Pour produirev = con,,(v,...,v,) €n supposant,..., v, disponibles, il y a deux
moyens possibles : ou bien construiren appliquant le constructedsn a v, . . ., v,, ou bien aller chercher
v dans I'environnement courant en accédant a une variabls,ihfaut pour cela d’'une part que la valeur ait
déja été créée (au moins une fois), d'autre part qu’elle ait étéravant liée grace a une constructiatibind.

®Indépendamment du modéle d’exécution, nous avons pu vérifier par exemple que le compiBaurARD ML of New Jerseys
version 0.93 des Bell Labs ne créait jamais de partage physique implicite desterandifférence de temps d’exécution sung
entre« G(F(A) ,H(F(A))) » et« let val x=F(A) in G(x,H(x)) end » estde I'ordre de 15% en faveur du partage.
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Le codt d’exécution de tout programme qui s'évalugieest donc minoré par (la somme est presque nulle) :

Nlnin(E) - Z min (Z Ceon,, + .7 Cyar + k Cva,lb'ind)
v€EVal 121
i+ j =nb(v, E)

k=sij>1 alors1 sinon0

Arrivé a ce point, il est cependant malaisé de mettre en ceurgeteiment la suite de la méthode de la
section§4.5.2 car choisir s'il faut construire de toute piéce une etiawaleur, la sauvegarder pour une réutili-
sation éventuelle, ou la récuper dans I'environnement cgueahcompliqué par la possibilité d’encapsuler les
liaisons au moyen des constructiang etlocal. La structure des programmes, trop concrete, est un obstacle
au raisonnement sur I'optimisation.

4.6.2 Théorie.

C’est pourquoi nous examinons dans quelles circonstantcpsut faire« migrer s le probléme vers un autre
langage, en pratique plus simple, plus régulier. On désirgirssicette mise en correspondance transporte ou
non des résultats d’évaluation partielle, éventuellemenae. A la section suivante, nous mettrons en ceuvre
ce type de démarche afin de construire explicitement un évatupsetiel optimal fort de ZML (cf§4.6.3).
Nous employons dans notre approche une variadgda notion de connexion de Galois [MSS85, HH85].

Définition 4.5. (Connexion de Galois contractante )
Soient(E, x) et (E',x') deux ensembles préordonnés,fet £ — FE,f' : E — FE'. La paire de fonc-
tions (f', f) forme uneconnexion de Galois contractante en{@, <) et (£’, ') ssi :
e Vo,ye B zxy=f'(z) ' f'(y) etV ' e B' o' <"y’ = f(2') < f(y)
Ve EE f(flz)) gz etVa'e B f(f(z)) < 2
Autrement dit, les fonctiong et f' sont croissantes et leurs composées inférieures a l'identité.

Intuitivement, les ensembles, <) et (E’,x’) vont représenter les programmes de deux langages dif-
férents, chacun muni d'une relation de codt, et les fonctipms f/, des traductions (transformations) d'un
langage dans l'autre. Les conditions requises signifiemedjpart que les comparaisons de programmes qui
sont vraies pour un langage le sont également aprés traddetisn’autre, et d’autre part que I'on ne perd pas
de performance en appliquant deux fois les transformagbes revenant ainsi au langage de départ.

Examinons comment les connexions de Galois contractaatesraportent sur les ensembles optimaux
gue nous avons définis a la sectfzh2.

Proposition 4.6. (Connexion de Galois contractante et optialité )
Soient(f’, f) une connexion de Galois contractante efffex) et(E’, '), et A une partie dev.

- /'(Bmin(A)) C Emin (f'(4))
o f/(Eming4(F)) C Eming/ s a)(f'(F))
o f'(Min(A4)) C Min(f'(4))
o ['(Minga(E)) C Ming ) (f'(E))
¢La définition ordinaire dit que les fonctiorfset f sont décroissantes et que leur composition est supérieure a l'identité. Si on
I'applique aux relations réciproquéeset >=', on obtient notre définition a la différence prés quet f' sont encore décroissantes et

non croissantes. Avec ce type de condition, on n’obtient pas les résultats que nous donnonstgad®supourquoi nous avons di
introduire la variante suivante.
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La définition de connexion de Galois contractante étant synuétrion a les mémes résultats pour I'application
de f sur les ensembles optimaux dé.

Avant de reprendre les définitions des évaluations partiefisales, nous précisions la notion de corres-
pondance dont nous avons parlé en introduction.

Définition 4.6. (Correspondance stricte, paresseuse)

Soient(CP, <p, up)pcp €t (C’D', <'s, W'n ) prcp deux modéles de codt statique sur les langages respectifs
L:PxD—-TRetl :P'xD —-R,etl':P' — P, T :P — P des transformations de programmes.

La paire(T’, T) forme unecorrespondance strictentre(L, C”, <p, pup)pcp €t(L,C'P", <., p's ) prepr SS

pour toutp € P, elle forme une connexion de Galois contractante

. entre(P,=) et(P', =)
hd entre(EqujVstr (p)7 -\<Dom(]7)) et (qu‘Hth(T' (p))7 -'\<;30m(T’(p)))

La paire(T”, T) forme unecorrespondance paresseud@(L,C”, <p, up)pcp Sur(L,C'? <", ') prc o
ssi pour toup € P, elle forme une connexion de Galois contractante

. entre(P, ) et(P', 1)
° entre(Equijar (p)7 #Dom(p)) et (Equjvpar (T/ (p))7 #}_)om(T’(p)))

Notons que s{7",T) est une correspondance eniret L', alors(7', 7") est une correspondance enireet L.
Ce n'est pas le cas de la correspondance paresseuse.

La connexion de Galois contractante enftfe =) et (P’, =) signifie :
+ Vp,q€P p=q = T'(p)=T'(q) et V',¢€P' p'=q¢ = T(p') =T(q)
s VpeP T(T'(p)=p etVp eP T (T(p")) ="p

Dans le cas de la correspondance paresseuse, on a :
« Vp,g€P pLq = T'(p)CT'(q) et Vp',q'€P" p'Cq = T(p') CT(q)
e VpeP T(T'(p)) dp et Vp' eP T'(T(p'))dp

Cette définition correspond au diagramme suivant.

ct(p x py_Lon

T || T

! !
Cl /J“ (/PI % DI ) L RI

Comme le montre la proposition suivante, une corresporedpaimet de transporter des évaluations partielles
d'un langage dans un autre.

Proposition 4.7. (Evaluation partielle et langages corrggondants)
Soit(7",T) une correspondance stricte enfret ' (resp. paresseuse desur L’). Alors pour tout programme
p € P, etpourP = Equiv,, (p) et P' = Equiv,, (T"(p)) (resp.P = Equiv,,,(p) et P’ = Equiv,,.(T"(p))),

« T'(Evapp(p)) C Evapp (T'(p))

. T'(Evap?'" (p)) C Evap3'™ (T'(p))

« T'(Evap"(p)) C Evap' (T (p))

« T'(Evapp™(p)) C Evapp"(T"(p))

ar
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On a des propositions symétriques p@urEn les combinants, on obtient :

« T(T'(Evapp(p))) C Evapp(p)
« T(T'(EvapR'™ (p))) = Evap®*™" (p)
o T(T'(Evap*(p))) C EvapE"™ (p)
. T(T'(Evapy™(p))) C Evap:™(p)
Pour plus de lisibilité, nous n’avons pas noté les indigext <, qui ne sont pas ambigus.

La démonstration de cette proposition, laissée en annex§(ef), repose principalement sur les relations
entre optimalité et connexion de Galois contractante (pdof), ainsi sur les lignes 5 et 7 du tableau 4.2.
L'évaluation partielle optimale faible, qui fait défaut a @bleau, nécessite un retour a la définition et un
développement spécifique.

Cette proposition nous permet d’obtenir des évaluationgias d’un programme de . au moyen de
résultats connus daris. En effet, sil'on peut trouver dans une évaluation partiellg’ (resp. optimale forte,
optimale faible, minimale) d&(p), alorsT'(p’) est une évaluation partielle ggresp. optimale forte, optimale
faible, minimale).

Notons que I'égalité des évaluations partielle§@& (p)) etp n'est garantie que dans le cas de I'évaluation
partielle optimale forte :Evap™ (T(T"(p))) = Evap®™ (p). On peut aussi remarquer queiap™” (p)
est non-vide (résultat que I'on peut par exemple obtenir géate proposition 4.5), alor&gvap™™ (T"(p))
est également non-vide. Autrement dit, il y a deshancess de trouver dand.’ une évaluation partielle
minimale p’ de T"(p), et I'on sait alors qué’(p') € Evap™"(p). Cette propriété est aussi vérifiée par les
évaluations partielles optimale forte et faible.

Nous rencontrerons le cas particulier suivanties langages partagent les ensembles de valeurs sémantique

et de colts.
P

I L
(C<—D)/T’ T\(D—>R)
P

Considérons le castola sémantiqué/ est injective, ce qui signifie gu'il n’y a (au plus) qu'une semaniere
de coder dan®’ une fonction de&D — R.

Proposition 4.8. (Modéle intermédiaire de la dénotation)
Soit (CD,<D,N13)DCD un modele de codt réflexif d& : P x D — R. SoientL’ : P’ x D — R un
langage tel quel’ : P — (D — R), est injectiveu’ : P’ x D — C une mesure de performance dir et
T:P — P, T :P — P des transformations de programmes telles que :

e L=LoT et L'=LoT

epuspoT ety gLuoT
Alors (T",T) est une correspondance stricte ettret . De plus,

« VpeP T(T'(p)) € Evap™F (p)

str

Pour tout programme € P, le programmél’(T"(p)) est une évaluation partielle stricte optimale fortepde

L'idée de cette construction est d’envoyer les programmes €é® en quelque sorte sur ledénotation
c’est-a-dire sur un objet qui représerite) : c’est ce qu’expriment 'équatioh = L' o 7" et le fait queL’ soit
injective. La classe des programmes strictement équivaéenest alors envoyée sur le singletgi' (p)}. La
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représentatior?” (p) € P’ de cette dénotation doit étre choisie telle que I'on puisse/gouny’ qui satisfasse
we=poT ety = poT. En pratique, on cherche a ce que> 7" minimise directement le colt daf

et 'on a alorsu’ =~ p o T. Lorsque ces conditions sont remplies, la transformatien7” est unévaluateur
partiel optimal fort

4.6.3 Application.

Nous mettons en application ce résultat afin de construire unatear partiel optimal de ZML. Pour cela,
on établit un lien entre programmes, environnements et prégentation sur sous forme de graphes orientés
sans cycle (DAG, voir par exemple [Sed88, Cou90Db]), qui msdst I'implémentation d’arbres avec partage.

Syntaxe. On considérg; I'ensemble des graphes orientés sans cycle d'arétes ordoteléegie les naeuds
(les sommets) de tout grapliee G sont étiquetés par :

» un constructeuton € Con
« un ensemblé” = {var,,...,var;} de variables (éventuellement vide)
et sont tels que :
« les ensemble¥ qui annotent deux nceuds distincts sont disjoints deux a deux
« les racines du graphe portent une annotatiof &

Ces nceuds sont notgs= cony(g1,-.-.,9,) OU g1, ..., g, €stla séquence des nceuds fils, ordonnée par les
arétes, efg| le nombre de nceuds peresge

Sémantique. Notons qu’a tout nceugl € G correspond une valeuwr= val(g) € Val qui est I'arbre (fini car
G n'a pas de cycle) issu de On définit la fonctionZ’ : G — Env par (cela a un sens car [&ssont disjoints) :
o« L'(G) ={var — v | g=cony(gi,...,gn) € G, var € V, v =val(g)}

L'équivalence opérationnelle sgrest: G, = G, ssi L'(G,) = L'(G,). En fait, il y a une correspondance
biunivoque entre les graphes deet les environnements dav ; I'équivalence= surg est donc I'égalité.

Modeéle d’exécution. On munit ensuit&; d’'une mesure de co@t : G — C de la maniéere suivante :
s VGeG u(G)=%,c1(g) avec sig=cony(gi,...,g,) €t m=1[g| etl=[V]:

/L’(g) . mln(m ccon,, s Cyalbind + ccon,, + m Cvar) Si V =
lcv(/lbin(] + Ceon, + (l -1 + m) rﬂin(cconn,cvar) Sl V 7é %]

L'affectation de ces colts prépare la traduction inverse gdaghes vers les programmes optimaux, qui est
donnée plus bas. Le c& = & correspond au casioaucune variable d& = I/(G) ne liev = val(g) ; on

a alors le choix entre construire nouvelles instances dg ou bien n’en construire qu’une, que l'on lie dans
un environemment local, et que I'on réutilise ensuite en auéd fois a une variable. Dans le cis# &, la
liaison dans I'environnement est obligatoire ; il fadtm productions de, dont une au moins par construction
explicite ; on choisit alors entre accéder a une variable estcoire de nouveau. On définit également la
mesure de coQt” : Env — C parp”(E) = /(L' '(E)).
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Traduction dans les graphes. Toute valeurv € Val est représentée par un arbre étiqueté avec des construc-
teurscon € Con. A tout environnemenE = {var, — vy, ..., vary — vy} correspond le graphe orienté sans
cycle d'arétes ordonnées qui représente la forét des valgurs , v5. On définit une traductio®” : P — G

qui a tout programmerog € P, de valeurE = Zml(prog), associe le graph@ € G représenté pak, dont

les nceudg = cony (g4, --.,9,) SONt annotés par :

o V = {var € Var | E(var) = val(g)}
Notons que I'on & = Zml(prog) = L'(T"(prog)), cC'est-a-direZml = L' o T".

Traduction dans les programmes. Réciproquement, a tout graptiec G, on associe le programmeog =

T(G) déterminé par la transformatiofi : G — Prog suivante. On commence par faire un tri tolopologique
(voir par exemple [Sed88]) des noceudgHéc’est possible caf? est un graphe sans cycle). On renverse ensuite
la séquence de nceuds obtenus pour former une ségsendetons() la séquence vide €y | s) la séquence
constituée dg suivi des éléments de la séquenc@&lous nous donnons égaleméntir, ),cv. UN ensemble

des variables indicées par les valeurs, toutes différentes elfes, et disjointes des ensembles de variables
qui apparaissent dars (en pratique umouveausymbole de variable est généré a la demande). On définit

ensuite les transformatioris.,, : G — Exp et Ty, : G* — Decs ainsi : pour toutg = cony(gi,...,9,) €t
m = [g],
VAT yal(g) Si V=0 et cyuming + Ceon, + M Coar X Ceon,
o Tenp(9) = con(Toup(91)s- s Toup(gn)) SI V=0 €t Coutping + Ceon, + M Cour = M Coom,
var Si var eV # @

o Ty.s() = déclaration vide

(1ocal val wvar, = con(Terp(91)s -y Teap(gm)) in Tyees(s) end
Si V =g et Coalbind + Ceon,, +m Coar -\< m Ceon,,

Tdecs (S)

A4 Tdecs (g|8) = .
SI V =g et Coalbind + Ceon,, +m Coar - m Ceon,,

val vari=con(T ., (g1), - - Tenp (gn)) ;val vars=vary ; ... ;val var;=vary ; Tyees ()

si V. =A{vary,...,var} # &
L'ordre topologique inverse garantit que I'accés a une Wéiast toujours postérieur a sa liaison dans I'environ-
nement courant. La transformatigrest finalement définie pdhG) = Tj...(sc). On peut démontrer que pour

tout graphe, représentant un environnemeit= L'(G), le programmel’(G) est tel queZml(T(G)) = E.
Autrement dit,l.' = Zmlo T.

Transport de la mesure de performance. Soit prog un programme e = T"(prog). Pour tout valeuw qui
apparait dans la preuve de I'éxécutionZmli(prog) = E, on noteu(, v) la participation dev dans le codt

total u(prog) = 32, eva u(m, v)
o w(m,v) =14 Ceon, + J Coar + Kk Coathina
ou 1, 7, k sont le nombre d’occurrences respectives dadss reglesi..,), (0var) €t (0vaning) OU figurewv. Soit
g = cony(g1,-..,9,) le noeud qui représentedansG, m = [g], etl = |V|. Les contraintes suivantes sur
1,7, k,1,m € IN sont toujours vérifiées :
«m<i1+j—k ('environnement conserve moins d’occurrences d’uneurage I'exécution)
e 1< (toute valeur qui apparait dans I'environnement est au nipduite une fois)
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« 1< 7 = 1<k (siunevaleur est produite par I'accés a une variable, elé&cagsairement été liée)
e I <k (I'environnement conserve moins de liaisons d’'une valéobbae que I'exécution)
On étudie le signe dé= p(m,v) — p'(g). SIV = @, c.-a-d. sil =0,

o Si M Ceon, = Coatvind + Ceon, + M Coar = 1'(g), AOIséd = (i —1) coon, + (j —m) Cpar + (k= 1) Coarpina-
Notons alors que,,,. > c.. . En effet, dans le cas contraire, i, < cyar @lOISM Cron, < M Cyor CAr
m > 1 puisqueV =&, donc c.pn, < M Cypar + Coatbind + Ceon, ,» CE QUi cONtredit I'hypothése.

- Si1<jaors0<k—1 donc § %= (1—1)cem, + (5 — m)Coar, OF Cpur <X Ceom, €t
0<i—1 donc 6% (i— Dy +(J—m)coar = (1 +5—m—1)cCyar, Or m< i+ j—k donc
it+j—m—-12k—12>0, donc 6 > 0.

- Sij=0alorsé = (i—1) ceon, =M Cpar +(k—1) Cpatping; OF —Coatpina+(Mm—1) Coon, = M Cyar, dONC
8= (i —m) ceon, + k Coatbinag, Or m<i—k, donc 0 <k <i—m, €t é = kcen, +k Coapina = 0.

o Sl Cyathind + Ceon, + M Coar = M Coon, = p'(g), aAlOIS & = (i —m) ceon, + J Coar + k Coatbina-

— Si Coon, % Coar AOIS & = (i — M) Coon, + JCoon, + K Couthing, OF m < 1+ j — k, donc
0<k<i4+j—m, donc 6 = kcoom, + k Coatping = 0.
~ Si Cpar X Ceon, -
* Si1<jalorsl <k, donc é = cyumping + Coon, +M Copar + (E =M —1) Cop, + (7 —M) Cpar + (k—
1) coatping = (2= 1) Coom, +(J — M) Coar + (k= 1) Cpatpina = (i —1+35 —m) cpar + (k — 1) Coutpina, OF
0<k=—1<i4+j—m—1, donc 6 = (k—1)cyar + (k= 1) coatpina = 0.
x Sig=0alorsm<i—k, donc 0<k<i—m, donc é 0.

Si maintenanV # @, c.-a-d. 1 <1,

o Si Chpur X Coom, @alOrs p'(g) = leyatping + Ceon, + (L =14+ m)cps, €6 6 = (1 —1)copn, + (7 —
l+1—m)cpy + (k=1 Coathing = =147 —14+1—m)cy + (k—1)Cpaping Car ¢ > 1, or
0<k—-I1<i+j—m—1, donc é > 0.

o Siceon, X Coar AOIS ' (g) = L cpatping+(L+m) Cceon, €66 = (i—1—m) Coon, +7 Coar + (k—1) Coatping =
(i+7—1—m)cya + (k—1) coaping, OF 0<k—1<i+j—m—1, donc é = 0.

Dans chaque cas, onda= 0. Par conséquent’(g) < u(m, v) et/ (T (prog)) = p'(G) < u(prog). On peut
aussi montrer que pour tout grapfiec G, on au(T(G)) = 1/'(G).

Evaluateur partiel optimal. Nous sommes dans le cadre de la proposition 4.8 car :

« L’ est une bijection

e Zml=LoT et L' =ZmloT

e pEp ol et p'=poT
Par conséquenivap = T o T" est un évaluateur partiel optimal. On peut noter que les nmiginslet et
and sont superflues car elles n’interviennent pas dans les éimiagtartielles optimales calculées pamp.

Bien que cet exemple soit élémentaire (pour le langage, coroordgomodeéle d’exécution), la construction
d’'un évaluateur partiel optimal n’est pas trés simphous n’avons d'ailleurs pas donné toutes les preuves de

”Si I'on ne considére plus quB, est vide (cf.§4.6.1, sémantique) mais qu'il est un paramétre du probléme, la situation devient
plus compliquée. Par exemple, paiy = {x — A} etE = {x — B,y — F(A,B),z — G(A,B)} on a, en cas de partage, des
programmes optimaux de structure trés différente :

local local
val aux = x val aux = B
in in
val x = B val x = aux
val y = F(aux,x) and y = F(x,aux)
val z = G(aux,x) and z = G(x,aux)

end end
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nos assertions. On mesure d'autant la difficulté de I'évalngtartielle optimale dans des cas plus complexes.

Il faut néanmoins noter que, dans I'esprit de la sediai@, une implémentation optimale allouerait en fait
statiquementes valeurs calculées par une expression constante

4.7 Evaluation partielle et compilation optimale.

La définition 3.10 indique comment définir la performance d'ungéage compilé : la performance d'un
programme sourcg, est celle de son code compip¢ = T'(p,,). On peut ainsi effectuer I'évaluation partielle
d’'un langage sourcé, selon les criteres de performance d'un langage dible

Il existe alors deux évaluations partielles : I'une ddnsl'autre dansL.. Cependant, ce n'est pas parce
gu’une évaluation partielle, d’'un programmep, de L, est optimale ou minimale que c’est également le cas
de sa compilation. = 7'(¢,) dansL..

Considérons par exemple le modele de performance fourniipgri@mentation de la sectig2.2. Le fait
gue les programmesand1 etnand2 soient minimaux poufs n.; avec le colt absolu et optimaux avec le colt
moyen ne signifie pas que leur compilation I'est aussi pal... Le programmenandi a été compilé ainsi
(cf. §2.2.2) :

nandl : MOV BP,SP
MOV AX,(BP+4); CMP AX,0; JZ lab;
MOV AX,(BP+2); CMP AX,0; JZ lab,
MOV AX,0; JMP lab,

laby : MOV AX,1
laby : JMP lab,
labs : MOV AX,1
laby : RET 4

Son colt d’exécution pary ... est:

CMOV reg,reg T CMOV reg,(reg+depl) T CcMP reg,imm T CMOV reg,imm + CRET dept +
Si (SP+4) =0 alors ¢ z,,_, adar
Si (SP+4) =1 et (SP+2) =1 alOrS Cugyreq,(reg+dept) T Ccmp reg,imm + 2 (€32, adar + € e adar)
Si (SP+4) =1 et (SP+2) =0 alors cugy eq.(reg+dept) + Comp reg,imm + € 325_saddr + € 32—, addr

+ € sup addr

En revanche, le programnmach suivant économise des branchements inutiles.

8C’est le cas par exemple du compilatelwwLPML version 2.05 qui construit une fois pour toutes les structures de données
correspondantes au moment de la compilation ;4eé@valuations est alors immédiate, de temps constant, infime, et de colt mémoire
dynamique nul. En revanche, nous ne connaissons pas d’implémentation qui réalise le pagageds®ons.
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nandopt : MOV BP,SP
MOV AX,(BP+4); CMP AX,0; JZ lab
MOV AX,(BP+2); CMP AX,0; JZ lab
MOV AX,0; RET 4

lab : MOV AX,1; RET 4

Il a pour colt d’exécution :

CMOV reg.reg T CMOV reg,(reg+depl) T € CMP reg.imm T+ CMOV reg,imm + CRET dept +
Si (SP+4) =0 alors ¢ z,,_, addr
Si (SP+4) =1 et (SP+2) =1 aloOrs cugy req.(reg+depl) + Comp regimm + 2 € 3250 caddr
Si (SP+4) =1 et (SP+2) =0 alors cygy e, (reg+depl) + €cMpreg,imm + €323 oaddr + € 3250 addr

Comparé a la compilation deand1, ce programme est strictement meilleur pour le colit absbpareconsé-
guent, grace a la proposition 3.3, aussi strictement meifieur le colt moyen, qui est stable et discriminant
(tabl. 3.3). La compilation deand1 n’est donc ni optimale, ni minimale, et c’est en fait le pEi@menandopt

qui est minimal dandfach pour le co(t absolu, et optimal pour le colt moyen (si I'on seétémux seules
instructions définies pouvlach a la sectior§2.2.2).

Autrement dit, on perd en performance a vouloir optimisersda plutdt que dand... La raison est que
dans le premier cas on optimise $i{P, ), et dans le second s, D T(P,). Cet argument, qui remet en
cause le bien-fondé du probléme de I'évaluation partieli® smpris dans la conclusion.

4.8 Essence des optimisations.

Pour clore ce chapitre, nous examinons de maniere infornedle grands» principes qui sous-tendent
la majorité des optimisations. Nous examinons égalemeritsgues donner a I'optimisation d'un ensemble
d’exécutions.

4.8.1 Les principes.

Un langage de programmation associe deux concejusnée(les valeurs et les opérations sur les valeurs) et
structure decontrble (branchements, appels de routines). En pratique, une nedhgxécution (séquentielle)
effectue les taches suivantes.

« construction de données,

. déplacement de données,

« destruction de données,

« déplacement du point de contrble.

Une optimisation réduit 'importance ou le nombre de tacheffeécteier au moment de I'exécution, tout en
préservant le comportement opérationnel des programmesoligit aux principes suivants.
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Ce qui doit (ou peut) étre calculé, le faire avant I'exécution. Ce principe, qui déplace des calculs dans
le temps (cf.§4.8.3), est a la base de la spécialisation §&f3) et de I'évaluation partielle généralisée (cf.
§1.5) : une expression statique (indépendante des paramét@m®glamme) est remplacée par sa véleur
de méme, une suite de branchements est réduite. Il y a généralgaieren termes de temps et d’espace
mémoire dynamiques, quels que soient les parametres du gmograle programme optimisé est meilleur que
le programme original au sens du colt absolu (et donc du colémyo€ependant, ce n’est pas toujours vrai
pour les données qui ne sont pas atomiques4cé.1, optimisation).

Plus généralement, si I'on imagine I'exécution d'un prograntmeme celle d'un systéme de transition,
ce principe consiste a recenser statiguement les futuis d@gaamiques qui comporteront des composantes
invariables et sur lesquelles il est possible de faire déssaept des calculs. C'est ainsi par exemple qu’est
éliminé le niveau d'interprétation d’'un méta-interpréte §df£.3.3).

Lors de I'exécution, calculer un minimum de fois. Ce principe contient en particulier I'élimination des
calculs inutiles (les valeurs sont calculées zéro fois). Cataprend notamment la réduction des mouvements
de données (propagation des constantes, allocation deesgde la pile, etc.) etI'élimination des contructions
temporaires (supercompilation, déforestation§tf4).

Ce principe exprime aussi que chaque valeur calculée a I'énéawe doit pas étre recalculée inutilement ;
c’est une abstraction de I'élimination des redondance® #'agit pas simplement de partager des sous-termes
(cf. §4.6.1, optimisation), mais plus généralement de faire el s toute valeur soit calculée un minimum
de fois au cours d’une exécution. C’est I'objet d’'un compmmuie rencontrent les programmes incrémentaux :
il vaut mieux recalculer certaines valeurs, et d'autresplé&server afin de les réutiliser (64.8.3).

Données multiformes. Une autre source d’optimisation consiste & avoir plusiegpsésentations concrétes
d'une méme donnée abstraite. Alternativement, on peut viziromenme un quotient des résultats d'exécution
par une relation d’équivalence. L'état courant d'une classele représentant déterminé par I'histoire de son
calcul ou son usage futur (arbres non-équilibrés, matricasses, etc.). Dans le cas de I'évaluation partielle,
cette notion peut étre matérialisée dans un langage de haaunpeae I'emploi d'un type abstrait.

Dans le méme ordre d'idées, on peut aussi penser aux modélesngdation dans lesquels un méme
programme peut choisir a I'exécution parmi plusieurs implétaigons la plus adpatée. Dans notre formalisation,
la donnée d’une famille de pondération permet précisémentatiobte type de comportement. A différents
modes d'utilisation d’'un programme correspondent diffe@smistributions. Il suffit de calculer, statiquement,
des évaluations partielles optimales qui correspondentaucte de ces distributions. Puis, dynamiquement,
le programme doit déterminer de quelle distribution ses desrsont le plus proches, et exécuter I'évaluation
partielle correspondante.

4.8.2 Le compromis espace/temps.

Pour optimiser un programme, on peut étre amener a faireesaitaille arbitrairement, et donc immodérément.
L'espace mémoire occupé peut aussi étre consommé durantlie@dans le cas d’'une compilation dynamique
(automate, byte-code. ). Un compromis entre I'espace et le temps est donc inévithtelispensable.

Tous les langages ne permettent pas la coercition directe d’une valeur en un élémergrdenme. Un programmerBLOG
par exemple ne fait pas apparaitre explicitement de valeurs, qui sont les séquenceelléveent infinies) de substitutions ; il faut
nécessairement les représenter par programme.
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Par exemple, la transformatian : (if ¢ then y else 2z) — if ¢ then z::y else z::z lorsque
z, y et z sont statiques (cf§1.3.5, valeurs conditionellement statiques) permet dexgagu temps sur la
construction des listes, qui peut étre réalisée statiquemmais, génere un programme plus colteux en place
mémoire.

Autre exemple, le langage rationnel dénoté par I'expresgiguliére (a + b)“a(a + b)" ' est reconnu par
un automate fini déterministe minimal de taiff&2"), qui minimise également le tem@(/) nécéssaire pour
accepter une chaine de longéu€ependant, une version non-derterministe de cet autamatécessite qu’un
espace)(n), pour un temps d’exécution simplemeftnl).

Cet exemple illustre accessoirement I'influence de résufiats de la théorie des automates sur I'optimi-
sation [Var94]. En effet, a divers types d’automates (finijl@, gtc.) correspondend des classes de fonctions.
L'existence d’automates minimaux et certaines propriétéstatalité (par intersection, complémentaire, etc.)
ont des retombées en terme d’optimisations. En particuies, procédures de décision sur ces automates
permettent la résolution statique de certaines expressionboliques, dans I'esprit de I'évaluation partielle
généralisée (cf1.5).

Le compromis espace/temps est au coeur des optimisations glaatian partielle, qui bien souvent ne
font qu’éliminer des niveaux d'interprétation : on éclate lesctionnalités en les spécialisant, afin de gagner
du temps a I'exécution. En pratique, il y a peu ou pas de cant®ill'’expansion des programmes est parfois
bornée [Sah91a], on ne sait pas faire grand chose d’autresasteacdébordement que de s’arréter au point o
I'on en est. Par ailleurs, I'exemple phare de la compilati®@xpressions régulieres par évaluation partielle
génére une fonction par état ; par rapport a un automate, le sopkis rapide d’un facteur linéaire, mais aussi
plus gros d’'un autre facteur linéaire.

4.8.3 Optimiser un ensemble d’exécutions.

La vie d’'un programme se déroule sur plusieurs périodes : unedeéd’optimisation par évaluation partielle
(partial evaluation time), une période de compilation (citation time), et enfin la période d'exécution
proprement dite (run time). Le co(t de chacune de ces phaseétpeamorti en cas d'utilisation répétée des
objets qu’elles produisent (¢f1.3.3).

C’est un point important en évaluation partielle : alors lqegt généralement obligatoire de compiler un
programme, I'optimisation par évaluation partielle resteboix. |l faut savoir dans quelles circonstances cette
opération est rentable.

En particulier, il est toujours possible d’améliorer degipardu programme original qui ne seront en fait
jamais atteintes par I'exécution sur certaines données ou sé@n@utDom(p). Il y a alors perte systématique,
indépendamment du modéle de performance : des ressourceé aohébmmées inutilement.

Optimisation statique.

Considérons un programmedevant étre exécuté sur plusieurs donnges. ., d,,. Sans traitement préalable,
la mesure de performance de I'exécution globalegst: - - + ¢,,, OU ¢; représente le colt d’exécution glgl;).

Si I'on optimise le programme en un programme’, opération qui elle-méme a un coét(que nous
supposons homogene acty, la méme mesure donne paefrun codte] + - - - + ¢/, ou ¢, représente le colt
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d’exécution de’(d;). Il y aun gain global ssk + ¢} +---+¢), < ¢; + - - -+ ¢,. Le colt de I'optimisation est
en quelque sorte partagé par chacune des données, qui y fimaleenent son avantage.

Pour donner un ordre d’idée, supposons les cofitt ¢. scalaires et constants, égaux respectivement
acetd, et tels quer’ < c. Loptimisation dep enp’ est avantageuse s&i+ nc’ < ne, c'est-a-dire ssi
n>k/(c—c').Danslecaso x/(c — ¢) < 1, il estavantageux d'optimiser le programme, méme s'il ne ser
gu'une fois ¢ = 1). Dans le cas contraire, I'opération n’est rentable qu'aipde plusieurs utilisations.

Cette inégalité a aussi une importance pratique pour judtifie¥rét de la recherche de meilleures évalua-
tions partielles. En effet, comme nous I'avons vu a la sad#o5, le calcul d’une évaluation partielle optimale
ou minimale — quand il est possible — est souvent extrémenmrteox. Toutefois, ce calcul n'est a faire
gu’une seule fois, lorsque le programme est terminé et mpoan'’.

Optimisation dynamique.

La mémoisatiorest une méthode dynamique pour simuler le gain procuré paartage au cours d’'une seule
exécution. Elle troque de I'espace dynamique contre du temps

Les résultats de certains appels fonctionnels (il ne fautqeéisterviennent d’effets de bord car sans
cela on ne peut garantir que le méme appel renverra le mémeat$suitcours d’'une méme exécution sont
dynamiquement stockés dans une table avec leurs parametpgel’Lorsque lanémo-fonctiorest appelée
de nouveau, on regarde dans cette table si les paramétredesttiques a un appel déja effectué auparavant ;
si c'est le cas, la table contient également la valeur de retiilin’est pas nécessaire d’exécuter une nouvelle
fois la fonction. Cette méthode conduit parfois a d#lluation partielle dynamiqui@iG91].

La mémoisation est en fait une des facettes gewdgrammation dynamiqugroir par exemple [Sed88]).
Recalculer ou stocker pour réutiliser est une des sourcesmpromis entre temps et espace dynamique.

Conclusion du chapitre.

Grace aux notions définies dans les chapitres précédents, naus @valonner une définition formelle de
I'évaluation partielle (déf. 4.3). Parce qu'il existe plugie notions d'optimalité §4.2), il existe également
plusieurs types d'évaluation partielle optimale (déf. 4.4pus avons indiqué comment elles étaient reliées
entre elles (prop. 4.4) et quels étaient leurs liens avemiestuctions de co(t (tabl. 4.2).

Lillustration de ces propositions sur les exemples de ctaicgie définis au chapitre précédent montre que
I'ensemble de ces définitions forme un tout cohérent, a la formdbet concret4.4). De plus, les relations
entre propriétés permettent d’'anticiper ou de mieux compeecektains résultats.

Nous avons ensuite étudié les difficultés intrinséques des déwmisgartielles optimales et minimale,
recensant des conditions d’existenéd.5.2) et d'inexistence§$.5.1). Beaucoup se présentent sous forme
de méthodologies a appliquer a un probleme spécifiqgue. Nous &watefois pu obtenir un résultat formel ;

10Cest une tache non-interactive qu’en pratique on peut lancer la nuit, sur les mashivesit moins chargées. C’est grace a cela
que les chiffres donnés dans la note de bas de page numéro 3 trouvent leur justification.
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avec quelques hypothéses sur le domaine de co(t, nous avoir® matil existait une évaluation partielle
minimale pour tout programme de domaine fini (prop. 4.5). Nawsns également constaté I'échec ou les
limites de plusieurs méthodes de construction expli§dex(3) : procéder par composition est impossible, par
transformations monotones, hasardeux, et par énuméraxiogs@vement couteux.

Nous avons montré comment il était possible de résoudre dekepres d'évaluation partielle, notamment
minimale et optimale, en passant par l'intermédiaire d'umealangage (prop. 4.7). Nous avons donné comme
exemple un évaluateur partiel optimal d’expressions catessgpour SML §4.6.3).

Par ailleurs, nous avons noté qu’'une évaluation partiellenae ne signifie pas que sa compilation I'est
aussi. Nous reviendrons dans la conclusion de cette theseettarpierre d’achoppement de I'évaluation
partielle.

Enfin, nous avons recensé quelques principes de bases quieridiss méthodes d’optimisatiofd(8).
Nous avons aussi indiqué le sens et I'importance de I'opition sur un ensemble d’exécutidd.@.3).

Le chapitre suivant étudie la correction de transformatiguispermettent de construire des évaluations
partielles.



Chapitre 5

Transformations et Correction

Les principales transformations de programmes employéésanation partielle sont lgliage et ledépliage
(cf.§1.3.4,1.4.3, 1.5.3, transformations). Cependant, efies®nt pas toujoursorrecteqcf. §1.3.4, correction).
Pour étudier leur correction, nous avons recours aux schéaamdrammes récursifs (§2.5).

Il faut toutefois noter que les schémas de programmes ne aeriipn adaptés pour étudier la correction
dans un langage de programmatgirict. En effet, alors que dans un tel langage le dépliage est compls
pas nécessairement valide (§£.3.4, correction), le dépliage est par contre toujoursecopour des schémas
de programmes (c£5.2.1). En fait, leur sémantique correspond (entre autrés)sératégie de réduction de
'appel par nom (cf§2.5.4) et ne peut donc étre employée pour modéliser un langggegieammation strict.

C’estune des raisons pour lesquelles nous avons précomispldi de schémagguliersqui, eux, ne posent
pas ce type de probléme (¢R2.5.7). Néanmoins, dans un soucis de généralité, et aussi pagaeetp peut
étre utile dans le cas d’'un langage paresseux, nous étudiatesiconditions de correction pour des schémas
algébriques et non simplement réguliers. Par ailleurs, dans les maatipnk de systémes de réécriture qui
suivent, les degrés de difficulté restent de toute fagon voisins

Organisation du chapitre.

§5.1 Nous donnons des définitions formelles qui concernartri@ctiondes transformations de programme.

£5.2 Nous puisons ensuite dans la littérature plusieurs ttiondipour qu’une transformation soit correcte,
dont celle dedépliage/pliage faiblequi impose de faire d’abord des dépliages, puis des rééaiture
sémantiques, et enfin des pliages. Toute transformation smeemsuite a ce cas particulier pourvu que
les régles sémantiques des lois algébriques soient linéaisaschept a droite.

§5.3 Ce dernier point met en jeu des propriétésatamutativitéles systémes de réécriture. Nous démontrons
guelques lemmes et propositions nouveaux qui permetteiairdgecommuter des dérivations.

§5.4 Ces propositions montrent qu’une linéarité a gawmha droite suffit a ramener une transformation de
pliage/dépliage quelconque a une transformation de défidage faible.

£5.5 Enfin, une derniere section définit ls@guence de transformatiooemme une suite de transformations
élémentaires qui mettent en jeu pliages, dépliages, réécritel@s les lois algébriques, et définitions de
fonctions auxiliaires. Nous montrons gu’elle peut tougose ramener & une forme normale, sur laquelle
nous disposons des résultats de correction de la s€&idn

Le chapitre suivant s'intéresse aux algorithmes de tramsftion, et notamment a leur terminaison.

151
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5.1 Correction d'une transformation.

La présentation des schémas de programme de la s§2tibse cantonnait a la sémantique. Nous donnons ici
les notions qui concernent tarrection d’une transformatian

5.1.1 Apercu.

Classe d'interprétations et équivalence. Un ensemble d’équations sur les symboles de base d’'un schéma,
diteslois algébriques détermine unelasse équationnelld’interprétations, constituée précisément de I'en-
semble des interprétations qui respectent ces lois. Parpielms interprétations usuelles sur les listésla

LisP » appartiennent a la classe définie par les lois suivantes.

car(cons(z,y)) =
cdr(cons(z,y)) =
if (nil, z,y) =
if(cons(z',y'), z,y) =

8 @ w =8

Ces équations décrivent en fait des opératjmresseusesne classe équationnelle stricte est par exemple :

car(cons(z,d)) = =z sSi d# L
car(cons(z, 1)) = L
cdr(cons(d,y)) = y sSi d# 1L
cdr(cons(L,y)) = L

Deux schémas de programme séqtivalentselon une classe d'interprétations s'ils ont la méme sémamntiqu
pour tous les éléments de la classe.

Correction d’'une transformation.  Une transformation esbrrecteselon une classe d'interprétations si elle
transforme tout schéma en un schéma équivalent. Reprenons eretaples de spécialisation (§1.3.2) en
terme de schémas.

append(z,y) = if(x,cons(car(z),append(cdr(z),y)),y)
append12(y) = append(cons(1,cons(2,nil)),y)

Pour toute interprétation appartenant a la classe équaliervialessus, les transformations suivantes sont
correctes.

))>y)
if(cons(...), cons(car(cons(1, cons(2,nil))), append(cdr(cons(1, cons(2,nil))),y)),y)
= cons(1,append(cons(2,nil),y))
= cons(1,if(cons(2, nil), cons(car(cons(2, nil)), append(cdr(cons(2,nil)),y)),y))
cons(1, cons(2, append(nil, y)))
cons(1, cons(2, if (nil, cons(car(nil), append(cdr(nil),y)),y)))
= cons(1,cons(2,y))

append12(y) = append(cons(1,cons(2,nil

L'équation deappend12 a subi ici des transformations d&criture suivant les lois algébriques dedépliage
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5.1.2 Définitions.

Les définitions suivantes font suite a celles données a la Beji6.2. Elles sont en majeure partie tirées
de [Cou90a].

Classe d'interprétation. Soit C uneclasseun ensemble) dé'-interprétation.
o M estC-initiale ssi pour toutD € C il existe un homomorphisme d& dansD.
. Linterprétation M° (F') est initiale vis a vis de 'ensemble de toutes leinterprétations.

Comparaison de schémas. SoientX: etY.’ deux systemes d’équations suavec I'ensemble d’inconnues,
et C une classe dé&'-interprétations.

e XX ssiVDe C Xp <X
. EEczl SSi Egcz’ et2>czl
On omet l'indiceC lorsque c’est I'ensemble de toutes Bdnterprétations, ou bien lorsqué = M (F).

Classe équationnelle. Soit R un sous-ensemble d&f (F, X) x M (F, X ). LensembleR est un ensemble
d’équations qui expriment les lois algébriques des fonctiepsésentées par les opérateurgde

. La classe équationnell€ (R) définie parR est la classe de toutes IésinterprétationsD tels que
tp =t pour tout(¢,¢') € R (voir aussi [Cou86, Cou90a, Gue81)).

. C(R) estl'ensemble de toutes les interprétationssest un sous-ensemble, éventuellement vide, de la
relation égalité suM (F, X).

« OnnoteX <p X' pour ¥ <) X', et X =5 X' pour ¥ = X'. On omet l'indiceR lorsqueC (R)
est I'ensemble de toutes I#sinterprétations.

Transformation et correction. Soit C' une classe dé&-interprétations.

« Unetransformationtrans est une relation entre systémes d’'équatioRstrans Y.'. Le schéma&' est
aussi appelé uneansformation de: par trans.

« Une transformation d& partrans estC-correctessi pour tout:’ tel queX trans Y/, alorsy =4 Y.

« Une transformatiortrans est C-correctessi pour tous systémes d'équation®t ¥, si ¥ trans Y,
alorsY =+ ¥'.

Une transformatiororrecteest une transformatioM° ( F')-correcte

5.2 Principales transformations.

SoitY = {¢;(@;1,...,2;,,) =t; | ¢ € [N]} un systéme d'équations shravec les inconnue®. Nous notons
également le systeme de réécritufgy; (z;1,...,2;»,) — t;) | i € [N]}. Soit€ un ensemble d’équations
sur M (F, X) exprimant les lois algébriques des fonctions représentéelepapérateurs dé'. On oriente
les équationsee = @ de £ pour former un systéeme de réécrittReC M(F, X) x M(F, X) constitué des
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régles sémantiques (suivant les lois algébriques}- ). Il faut noter que nous n'imposons pas la contrainte
Var(a) D Var () (cf. §N.17). On définit :

— = —UJ— U+
SR b)) R R
— = —Ue—U—U—
2R 3 D) R R

5.2.1 Transformations fondamentales.

Le systeme d’équations = {¢,(z;1,...,2;,,) = t; | 1 € [N]} estobtenu respectivement paécriture selon
les lois algébriquegrewriting according to the algebraic lawdgpliage(unfold), pliage (fold), pliage/dépliage
(fold/unfold) du systéeme d’équations= {¢;(z;1,...,2;,,) =1t; | i € [N]} SSi:

Yrewrgp X' ssi Vi€[N] ¢ %t;

Y unfp ¥’ ssi  Vie[N] t,;ﬁn:;
Y fldg X ssi Vi€ [N] tiﬁt;

Nous avons les propositions suivantes [Cou90a, prop. 7.1] :

Si Yrewrp X' alors ¥ = Y
Si Xunfg ¥ alors ¥ =5 Y’
si ¥ fldg ¥ alors ¥ > ¥’
si Yufldp ¥’ alors ¥ > Y

Linégalité ¥ >z ¥’ signifie intuitivement que la transformation préserve la@ttion partielle, mais pas la
terminaison, c’est-a-dire que les fonctiopse ® vérifient o5, p > @5 p pour toutD € C(R) : ¢s p est
moins définie quers p. On dit égalementdépliage/pliaggunfold/fold) pour pliage/dépliage.

5.2.2 Pliage/dépliage restreint.

Comme le montrent les exemples des sectiin8 et§1.4, la transformation de pliage est indispensable en
évaluation partielle. Cependant, a la différence du dépligiign’est pas toujours correcte. Courcelle impose
des contraintes suifld; afin d’assurer la correction de certains pliages [Cou86, Galu9

Pour tout C [N], on noteX ]I I'ensembles des équations He= {¢;(z;1,...,@in,) = t; | 1 € [N]}
portant sur les inconnuég; ). ;. Le systéme d'équatior’s’ = {¢,(z;1,...,2;,,) =1, |1 € [N]} est obtenu
par pliage/dépliage restreinfrestricted fold/unfold) de:, noté ¥ rufldp ¥’ ssi il existe un sous-ensemble
d’indices C [N]tel que:

Vi€l t; =t

e Vie [NI\ I t; =t

S1I1,R
Cette définition stipule que les équation Yautilisées pour la transformation (c’est-a-d¥d 7) ne sont pas
elles-mémes transformées. Cette transformation est cerrect
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« Proposition [Cou90a, prop. 7.2] : <L rufldg ' alors X =5 ¥

Cependant, cette contrainte sur les pliages est trop fore yn usage en évaluation partielle : les exemples
des section§1.3 et§1.4 nécessitent dépliage et pliage sur les mémes fonctions.

5.2.3 Pliage/dépliage de systemes univoques.

Courcelle [Cou79] propose un autre type de condition.

« Un systemet estunivoquessi il a une unique solution dadgs°(F,V)/ =g. Autrement dit, toutes les
solutions dex, en tant que systeme d’équations sur les arbres infiffi F, V'), sont R-équivalentes.

L'univocité garantit la correction :
« Proposition [Cou79, th. 5.20] : st ufldr ¥’ et ¥’ est R-univoque alorsY = Y.

Comme le remarque Kott [Kot85], cette approche est a la fés puissante, car elle assure la correction de
toute transformatiomfld, et relativement difficile d’emploi, car la vérification de liwocité fait appel a des
propriétés complexes des systémes de réécriture, comme la coefletda terminaison.

5.2.4 Dépliage/pliage faible.

C’est ce qui conduit Kott [Kot80, Kot85] vers I'étude de triorsnations moins générales, mais dont la preuve
de correction est moins complexe.

Le systeme d’équations’ = {¢;(z;1,...,z;n,) = t; | ¢ € [N]} est obtenu padépliage/pliage faible
(weak unfold/fold) de&& = {¢;(xi1,...,2;n,) =t; | ¢ € [N]}, nOt€X wufyp X', ssi:
Y wufz ¥ ssi pourtout € [N] ¢ (% T %) t

Autrement dit, les équations subissent tout d’abord des affgsi puis des réécritures suivant les lois algé-
briques, et enfin des pliages.

La transformatiorwuf ; n'est pas toujours correcte car elle comporte des pliagest, en cas particulier
deufldz. Nous avons donc la proposition suivante §&.2.1).

« Proposition : si¥ wufz X' alors ¥ > 3.

Kott propose d’ajouter un ensemble de régitsa R afin d'obtenir des conditions pout =z z Y'. Il en
déduit des conditions suffisantes pdli=r ¥'. Nous renvoyons le lecteur a [Kot80, Kot85] pour I'expressi
de ces conditions. La section 6.3 de [Kot80] donne des ntaivasupplémentaires concernant cette approche.

Cette restriction des transformationfid; est suffisante pour traiter manuellement un grand nombre
de situations. Cependant, elle est trop restrictive daeaded’un systemautomatiquede transformation de
programmes qui, s'il conclut souvent par des pliages, coenbénéralement par nécessité des réécritures
suivant les lois algébriques et des dépliages. Cette tramafum a toutefois été spécifiguement employée a
des fins d'optimisation dans une procédure automatique pauméli des calculs redondants et des parcours
de structures inutiles [PP91Db].

Néanmoins, Kott signale également que toute transformafidy, se raméne a une transformatienf
lorsque les regles d& sont linéaires a gauclet & droite [Kot80, prop. 7.3.1]. Une démonstration explicite
est aussi donnée dans [Cou86, lemme 1.9]. Cette conditiorredassentiel des cas pratiques mais bute par
exemple sur la distributivité et, réciproquement, la fasatdion f (z, g(y, z)) < g(f(z,y), f(z,2)),ainsi que
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sur I'idempotencef (z,z) — , qui intervient dans le partage d’expressions. Nous examsiglans la section
suivante un moyen d’étendre la condition de linéarité qui eemhe ramener une transformatiafid; a une
transformatiorwuf .

5.3 Lemmes de commutativité.

Pour ramener une transformatiafid ; a une transformatiomwufz, on permute les réductionss, et—x qui
la composent. C’est pourquoi nous examinons les propriétésrdenutativité des systémes de réécriture.

5.3.1 Dérivations et superposition.

Nous affinons ici les définitions de base concernant la réécritfiréN.17), qui ont déja été exploitées pour
la sémantique opérationnelle des schémas de programm2 &R). Pour permettre une manipulation plus
abstraite, nous distinguons égalemeént—,, .., N, réductionconcrétede M en N a l'occurrenceu par la
régler au moyen de la substituatien d’une relation—,, .. sur les termes qui exprime simplement la possiblité
abstraited’une réduction par a I'occurrenceu.

Définition 5.1. (Réduction)
SoientF' une signature eR C M (F, X ) x M(F, X ) un ensemble des regles. Ureduction(ou dérivation
atomique concreteest un triplet(u, r, o) tel que :

e u € Occ
er=(a—0)€ER
e 0 € Subst(F, X)
Elle définit une relation-., .., surM (F, X) par :
e M —,,,N ssi M/u=oca et N=M[u«— of]
Uneréduction abstraiteest un coupléw, ). Elle définit une relation—,, ,. surM (F, X) par :
e M —, . N ssi JoeSubst(F,X) M —,,,N
Nous définissons suv/ (F', X) la relation—  deréduction parR :
e M —-p N ssi u€Occ IreR M —,, N
On omet I'indiceR lorsqu’il n'est pas ambigu. Régle et réduction réciproques iIsotées ainsi :
er'=(—a) et R'={r'|reR} et (uro)=(urto) et (ur) = (ur?
e M —,,,N ssi M —,,.-1,N ssi N—,,.,M

On a de méme—,, . = (—,.)~' = —,.—+ pour la réduction abstraite. On naReduc(R) I'ensemble des
réductions suik.

Définition 5.2. (Dérivation paralléle)
SoientF' une signature e® C M (F, X ) x M (F, X)un ensemble des regles. Uiérivation paralléleconcrete
est une famill®d = (u;, 7;, 0;):c de réductions telle que :

« (u;);cr st une famille finie d’occurrences disjointes
Elle définit une relatior-, surM (F, X ) par :
o« M+,sN ssiViel M/u;=o0;a;, € N = Mlu; «— 0,06; | i € I
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On note également :
- Deriv(R) 'ensemble des dérivatiorzarallélesavec des regles dé
e Occ(0) ={u; |iel}
o Roots(0) = Roots(Occ(9)) et Roots(0,...,0,) = Roots(Occ(d;) U ...U Occ(d,))
o Oy = (uj,7;,05)jes pour J CI, et o, = (u;,r,0;) pour i€l
o u-0 = (u-u;r;, 0;)sc; POUr toute occurrence € Occ
o 0.0 = (u;,7;,0.0;);c7 POUr toute substitution € Subst(F, X)
Si 0 = (uj,7)ier €6 0 = (u;,7;);er Sont deux dérivations paralleles d&riv(R), indicées par des
ensembled et I’ disjoints et telles qu®©cc(9) || Occ(d’), on note alors :
e OUI" = (ujyr,0:)icrur € Deriv|(R)
La dérivation réciproqueestd—* = (u;,r; ', 0;)ic;. Ona:
o «rg=(+5) ' =y € Deriv|(R™)
En pratiquell = Occ(9) lui-méme est I'ensemble d’indices. On a alors :
e 0= (u,ry,00)ucr
On définit la méme terminologie sur ldgrivations abstraites parallele$ = (u,,;);c;. On note en particu-
lier -, et+ les relations sut/ (F, X) définies par :

o« M+ N ssi 3(o;)icr € Subst(F, X)" M (0, r.00ie; N
e M+ N ssi 30¢€ Derivi(R) M-+yN
On omet l'indiceR lorsqu’il n’est pas ambigu.

Définition 5.3. (Dérivation)
SoientF' une signature ek ¢ M (F, X) x M(F, X) un ensemble des regles. Udérivation de longueur.
est une séquence finie de réducti®ns= (u;,r;, 0;)ic[,- Elle définit une relation-¢ surM (F, X) par :
o My —% M, ssi I(M,;)icin € M(F,X)" Vi€ [n] M;_1 =m0, M;
On note également :
o Roots(V) = Roots(uy,...,u,)
« |V|=n
o V= (Un—is Ty iy Oni)ieln]
o u-V=(u-u;,r;, a,;)ie[,,,,} pour toute occurrence € Occ
o 0.V = (u;,7;,0.0;);c[,) POUr toute substitutioa € Subst(F, X)
o Deriv(R) = Reduc(R)* est 'ensemble des dérivations qui emploient des réglg? de

On définit la méme terminologie sur legrivations abstraites/ = (u;,7;);c;,. On note en particulier»g
et—" les relations sui/ (F, X') définies par :

o M =% N ssi 3(0)icm € Subst(F, X)" M -, rionier N

e« M —" N ssi 3V € Reduc(R)” M =% N
Les relations—% pourV € Deriv(R), et—75, ne font pas mention explicite de la longueur de dérivation :

o M =% N ssi 3(0;)ieq vy € Subst(F, X)IVI M

e M =3 N ssi 3V € Deriv (R)M —4 N
La donnéee d’'une séquen&e = (9;),¢[,) de dérivations paralléles définit €galement une relation de dériva
tion —% qui consiste en un ordre arbitraire des réductions de chaiesdeérivations paralléles :

. M[] an MI’L SSi 3(M7)7:€[‘I’L} E ]\4—(F‘7 X)n Vi E [n] Mi*l —H—)Bi M7
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SoitV = (9;)icin) €1V’ = (0i4n)ic[n- ON NOteE :
o Roots(V) = Roots(0y,...,0,)
« V1 =(8,1)icim-
« ViV = (871)ie[n+n’]
o Si Roots(V) || Roots(V') alors —5.q = =5 =4 = =y —y
Plus genéralement, §V,;), ¢, est une famille de dérivations,
o V=ILemVi=Vi;...;Vy,
La relationV résultante est indépendante de I'ordre 8&ssi les Roots(V;) sont paralleles deux a deux.

Autrement dit, les relations>y,, permutent entre elles. |l n’est pas indispensable alor$ gpugemble d’incides
soit explicitement ordonné.

Les problémes de confluence et de commutativité font intaresinotions de superposition et de paire
critique [KB70, Hue80].

Définition 5.4. ( Superposition)

Un termeM, € M(F, X) se superposéoverlap) & un termé/; € M (F, X ) a l'occurrenceu € Occ (M)
ssi M, (u) ¢ Var(M,) et {M,/u, M,} est unifiable. Une regle, = (a; — (,) Se superpose ane régle
r1 = {a; — (3;) & 'occurrenceu SSia, se superpose & enwu. On parle alors deuperposition de, surr;
enwu. La superposition esinproprelorsquea, € X etu = ¢, etpropredans le cas contraire.

Définition 5.5. (Paire critique)

Soientr; = (o — (1) etry, = (ay — [5) deux régles, éventuellement renommées afin qu’elles n’aient pas
de variables communes,#t Occ(a;) tel quer, se superposed enu. Sir; = r,, ON SUPPOSE en outre que

u # €. Soito un unificateur principal de; /u et a,. On dit que la superposition dg surr; enu détermine
unepaire critique (P, Q) définie parP = o(a;[u — (-]) etQ = o(8;). Une paire critiqué P, Q) est unique

a un renommage pres. Elle ggbpre (resp.impropre ssi la superposition est propre (resp. impropre).

La définition ordinaire de la superposition considére qu'unéeragde la forme(z — (3,) se superpose a
toute regler; = (a; — B;) ene. Cette superposition est tres particuliere car elle ne metipasnstructeurs
der; etr, en commun. Intuitivement, la situation est identique auatas, apparait sous I'occurrence d’'une
variable der, C’est pourquoi nous avons distingué superposifimpre etimpropre

Pour la commutativité, nous nous appuyons sur Toyama [ToyRB]définit une notion de paire critique
entre deux systémes de régles.

Définition 5.6. (Ensemble des paires critiques)

Soientr; etr, deux régles. On not€rit(r,, r,) I'ensemble des paires critiques déterminées par des superpos
tions der, surr,. SoientR, et R, deux ensembles de regles, on nOtét( Ry, Ry) = U, cp, r,er, Crit(r1,72).

L' ensemble des paires critiquésin systemeR estCrit(R) = Crit(R, R). On note de méme€rit,,, (R, R»)

et Crit,,, (R) les ensembles de paires critiques propres.

Il faut noter que la définition de la superposition est asymétriden général on a donCrit(ry,r,) #
Crit(rs,r,). Par définition, nous avons ausstit,,, (R, R,) C Crit(Ry, R,).



5.3 LEMMES DE COMMUTATIVITE 159

5.3.2 Commutativité et linéarité a gauche.

Nous nous intéressons dans cette section a la commutatastéydtémes de réécriture linéaires a gauche. Les
résultats qu’elle contient apparaissent sous diverse€fan variantes dans [Ros73, th. 6.5], [RV80, prop. 10],
[Hue80, lemme 3.3] et [Toy88, cor. 3.1].

Il faut noter que nos propositions sont a la fois plus paliices, parce que nous ne considérons que des
regles sans superposition (nous autorisons toutefois pes@asitions impropres), et plus générales, parce que
nous n'imposons pas que les regles— () vérifient Var(«) D Var(3). Cette condition supplémentaire, qui
rend la réduction déterministe, n’est pas vérifiée par les regl@é Be ouV (D) (cf. §2.5.2). Il ne nous est donc
pas possible d'utiliser directement des résultats connes.ptopositions voisines données a la sous-section
suivante §5.3.3), plus originales, n’employent pas seulement la titééa gauche mais aussi la confluence.

Lemme 5.1. (Linéarité a gauche et superposition)
Soit & = (u,7,).cy Une dérivation paralléle par un ensemble de re@lest 9, = (uy,7¢) une réduction.
Supposons vérifiées les hypothéses suivantes :

e uy KU
« YueU r, Ne se superpose pasg@enu/u,
« 7y estlinéaire & gauche
Il existe alors une dérivation parallé® € Deriv(R) de domaind/’ dominé par,, telle que :

— 4= C —A —
9 k] o’ R

De plus, sir, estlinéaire a droite, alot®”| < |U|. Sir, est d’ordre zéro a droite, alot§ = &.

Démonstration.  La démonstration formelle de ce lemme est donnée en anne%®(6J. Elle suit les lignes
de celle du lemme 3.3 de Huet [Hue80].

Soit une dérivationV, «—, ro.00 N “*(uru.0n)ue: P AVECT = (g — fo) €t 7, = (o, — B,) pour
u € U. Par définition, cela signifi&/ /uy = ooag, M = N[ug «— 0¢/3], €t pour toutw € U, N/u = o,a,, et
P = Nu — 0,08,].

Pour toutu € U, uq < u etaucurr, ne se superposerg enu/u, signifie que la reduction ema lieu sous
une variabler,, de Var(«,) dans le terméV /uy, = opay.

Pour toutz € Var(ay) fixé, les exemplaires de, = = sousg, dansM, comme ceux situés sodg dans
N, sont tous instanciés par le méme terge. Puisquer, est linéaire, les occurrences égr,, sousz dans
ooz sont disjointes. On peut donc réduire en paralléle les tesmes et construire une dérivatioll +,, M'.

Puisque I'on a fait la méme opération sous chaque occurrersce deg, dansi/, il revient au méme de
réduire d’abordV -, P puis P +,, M'. Ces dérivations sont illustrées a la figure 5.

Lemme 5.2. (Linéarité a gauche et dérivations paralléles)
SoientR;, R, des ensembles de régles linéaires a gauche tel€'tjyg, (R, R,) = Crit,,(R2, R1) = @.

= = C A=
Ry Ry Ry Ry
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Figure 5.1 : Commutativité et linéarité a gauche

Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est donnée en anneX®(6j.

Soientd; € Deriv(R;) etd, € Deriv||(R,) deux dérivations paralleles de domatiieetU-. Il y a quatre
possibilités a considérer lorsqu’on compeseg, et -, .
1. Siu, € U, domine strictement; = {u, € U, | u; < uy} # @, alorse—y, ., +a,1v, C +a; <a,|u, PAr
le lemme 5.1.

2. Siuy € U, domine strictement; = {u; € Uy | us < us} # &, alorsey,1v, —a,u, C —a,ju, <oy
par le lemme 5.1, symétriguement.

3. Sl existeu € U, N U, notonsr, etr, les régles qui correspondentwarespectivement dang et
d,. On a alors deux cas exclusiésr, ne se superpose pasraene » et « r; ne se superpose pas
ar, ene ». Grace au lemme 5.1, on obtieft,, ., —a,u, C +a; <o, dans le premier cas, et
o, lus —aylus C —aylu, “+a; dans le second.

4. Enfin siu, || U, pouru, € Uy, laréduction permute avec toutes les autresy; |, +a, = +a, <o, ju, -
Le cas est identique lorsque, symétriquement| U, .

Dans la mesurewl; etU, sont constitués d’occurrences disjointes, ces cas indilddiont indépendants et
peuvent étre traités en paralléle. Lorsqu’on les réunit tousptient«, -+, C gy ey, [
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Proposition 5.3. (Linéarité a gauche et commutativité )
SoientR,, R, des ensembles de régles linéaires a gauche tel€'gyg, (R, R2) = Crit,,,(R2, Ry) = .

ST C (<—U—>)* = — «—
Ry Ry R, Ry Ry Ry

Plus précisément, on@m,n € IN «3 wh C g «f .

Démonstration.  On est dans les conditions d’application du lemme 5.2. Oma de, +5 C -5 <+;. ON
en déduit+]" +7 C +1 <" par récurrence successive sufn € IN. Par conséquent-; —; C —5 <.

On montre ensuite par récurrence sut IN que(«+—; U—,)" C —; «;. L'identité est triviale pour. = 0.
Pour le cas strictement positif, on(a-; U —,)"" = («—; U —3)" (v U —3) C —35 «} (<1 U —») par
I'hypothése de récurrence. La relation se distribue sur les das suivants :

*

1 —

—; C — I

<=y «—; envertu du résultat précédent,—; ;.

* *
1. =5 < 2
* * *
2. =5 ] 2

On a donc bierf—; U —,)"*! C —; <. Linclusion réciproqug «; U —,)* D —; < est triviale. O

—9 C —

Corollaire 5.4. (Linéarité a gauche et confluence)
Pour tout ensembl& de régles linéaires a gauche tel quet,.,(R) = @, la relation— 5 est confluente et

5.3.3 Commutativité et confluence.

Nous adaptons les résultats de la section préecedgh@ %) au cas 0 un seul des deux systemes est linéraire
a gauche. On exploite alors sa confluence (lemme 5.4). Il ngsasfrictement commutativité dans ce cas ; il
subsiste urx résidu de dérivatios.

Lemme 5.5. (Confluence d’'une famille de dérivations)
Soient R un ensemble de régles qui détermine une relatiop confluente,(V;);c; une famille finie de
dérivations, et, (y;)icr € M(F, X).

e SiViel x#—% y; alors 3z’ € M(F,X) 3(V));cr € Deriv(R)" Viel y; =%, @

Démonstration.  On montre ce lemme par récurrence sur le nombre d’élémenisItlest trivial si I est
vide ou un singleton. SI' contient au moins deux élémentset &, par I'hnypothése de récurrence, il existe
z" € M(F,X)et(V!)en € Deriv(R)"Mi} tels quevi e I'\ {j} y; —%, ". Puisque— p est confluente
ety; —g, = =y, @', il existe V), V' etz’ tels quey; -y ' %, " Pour touti € I\ {j}, on définit
V,=V!;V'.Onaalorsviel y;, —»g «'. O
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Lemme 5.6. (Confluence et superposition)
Soitd = (u,r,).cr Une dérivation parallele par un ensemble de réeglest 9, = (ugy,79) une réduction.
Supposons vérifiées les hypothéses suivantes :

e Uy KU
« YueU r, Ne se superpose pas@enu/u,
« R est confluent
Il existe alors deux dérivatior’g et V' de R, dominées pat,, et telles que :

— 4 C D —
9o a v 9o v
Si 5, est d'ordre zéro a droite, alok8 = &. Le cas @ r, est linéaire a gauche est traité plus en détail par le
lemme 5.1 (queR soit confluent est alors sans importance).

Démonstration.  La démonstration formelle de ce lemme est donnée en anneX®(6j.

Soit une dérivatiol/ «—,, N +, P avecd, = (uq, (ety — £,)). Comme pour le lemme 5.1, la condition
de superposition signifie que la réductiomes U = Occ(9) a lieu sous une variable, de Var(«a,) dans le
termeN /uy = ogay.

Pour toutz € Var(a,) fixé, les exemplaires de, = = sousg, dans)M, comme ceux Situés sous dans
N, sont tous instanciés par le méme tersye. Dans la mesurewao, n'est pas nécessairement linéaire, ces
occurrences, disjointes dahg peuvent se recouvrir dadld apres transport pd, (voir la figure 5.2).

Toutefois, I'hypothése de confluence permet de prolonger guélsanme 5.5 les réductions aux occurrences
u en des dérivations qui confluent vers un méme terme pdxe, et cela soit en partant de : M —3 M/,
soit en partant dé® : P —3, N'. Le fait que les variables € Var(a,) soient chacunes instanciées par un
méme terme permet de construire la substitution qui justifiédactionA/’ —, N'. Ces dérivations sont
illustrées a la figure 5.2.0

Lemme 5.7. (Linéarité a gauche et dérivations paralleles)
SoientR;, R, des ensembles de régles tels gyeest linéaire a gauche €tit,,, (R, R2) = Crityo(Ra, R1) =
Crity, (R1) = @, alors :

* *
e —f— C —_— > —
Ri R R, R, R

Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est a I'image de celled@® en annexe (¢fD.5)
pour le lemme 5.2, par récurrence sur la somme des longuesidédeations paralléles. Nous ne donnons ici
que les cas individuels.

Soientd; € Deriv(R,) etd, € Deriv||(R,) deux dérivations paralleles de domatiieetU-. Il y a quatre
possibilités a considérer lorsqu’on compeseg, et -, .
1. Siu; € U, domine strictement, = {uy € Us|uy < up} # @, @lors«—g, ., +a,v, C oy <a,ju, PAr
le lemme 5.1.
2. Siuy € U, domine strictement; = {u; € Uiluy < ur} # D, <ro,|v, —osjus C =%, —0sfus <—*v,1
grace au lemme 5.6 cdt; est confluent (lemme 5.4).
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Figure 5.2 : Commutativité et confluence

3. S'il existeu € U, NU,, notonsr; etr, les régles qui correspondentwarespectivement dang et
J,. On a alors deux cas exclusiésr, ne se superpose pasraene » et« r; Ne se superpose pas a
7y €Ne ». On obtient alors—y, ., —a,ju, C o1 oy |uy grace au lemme 5.1 dans le premier cas, et

“orjur oy C %, 0y us <—*vq par le lemme 5.6 dans le second.

4. Enfin siu, || U, pouru, € Uy, la réduction permute avec toutes les autresy;|,, +a, = +a, <o, |u, -
Le cas est identique lorsque, symétriquement| U, .

Dans la mesureU; et U, sont constitués d’occurrences disjointes, ces cas inaigdiont indépendants et

*

peuvent étre traités en parallele. Lorsqu’on les réunit tousptienty, +o, C =g, 5, —g,. O

5.3.4 Retour sur la linéarité a gauche.

On regroupe les résultats obtenus aux deux sections préde¢entss.3.2, 5.3.3) dans le but de simplifier
I'expression de la relation— . On n’obtient en fait de résultat que S@.H? U —R—>)* grace au théoréme 5.10.

1, R

Lemme 5.8. (Linéarité a gauche et dérivations paralléles)
SoientR,, R, des ensembles de régles tels gueest linéaire a gauche €tit,,,, (R, Ry) = Crit,,,(R2, R1) =
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Crity, (R1) = @, alors :
L —— C SEAEN —f— —
Ry Ry Ry Ry Ry

Démonstration.  On montre par récurrence sure N que <} +, C —; +», ;. Lidentité est triviale
pour n = 0. Pour le cas strictement positif, on<a?*! -+, = ] g C vy —] oy <5 par
I'hypothése de récurrence, —i <, +, < par la proposition 5.3 —; —; -, <} < par le lemme 5.7,
O

C —>; w3y 1.

Lemme 5.9. (Linéarité a gauche et commutativité )
SoientR,, R, des ensembles de regles linéaires a gauche telsogite, (R, R, U R, ") = Crity,, (R U
Ry", Ry) = Crity,(R)) = @, alors :

* * * * *
—_— — C — — —

Ry Ry Ri R, Ry

Démonstration.  On montre par récurrence sure N que«—; «5 C —; «; «;. Lidentité est triviale
pourn = 0. Pour le cas strictement positif, on-a; «5%" = < <7 «) C —I <« < <, par 'hypothese
de récurrenceg —i «; —i <+, < par le lemme 5.8 appliqué B;', C —; —i <3 <, < par par le
lemme 5.3C —; «—; ;. O

Théoréme 5.10. (Linéarité a gauche et commutativité )
SoientR,, R, des ensembles de regles linéaires a gauche telggite, (R;, R: U R, ') = Crity, (R U
R;", Ry) = Crity,(R,) = @, alors :

Démonstration.  On montre par récurrence sure N que(—; U«—; U—,)" C —; —5 <. Lidentité est
triviale pourn = 0. Pour le cas strictement positif, on(a; U «; U —4)""! = (—; U 3 U —3)" (—1 U
—1U—=y) C (—=F =3 <) (—1 U~ U—,) par 'hypothese de récurrence. On envisage successiversent le
trois cas.

1. -7 — 5 -1 < par le lemme 5.3C —] —; —; <] < par le lemme 5.9,

2. -] — -5 < parle lemme 5.3C —; —; «—;

3. =y o, == C—
Dans chaque cas, on a biep; U —; U —,)""! € —+ —; 7. Linclusion réciproque —; U «—; U —5)* D
—; —} <7 esttriviale. O

Notons qu’en substituari® ! a R, on obtient toute une gamme de résultats similaires si I'ufesueux
systémesR,, R, est linéaire a droite plutdt qu'a gauche.
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5.4 Applications aux transformations de pliage/dépliage.

Le systeme de reécritukg;,(«1,...,z,,) — t;);c[n] @SSOCI€ a un systeme d’équatidn®st tres particulier.
D’une part, pour toui € [N], les varlables{a:,)]E ; sont distinctes. Par conséquent,

Y est linéaire a gauche

D’autre part, les inconnuese;);c;n; SoNt €galement distinctes. Les seuls recouvrements sigr lui-méme
sont donc les recouvrements des régles sur elles-mémeanne sont pas pris en compte dans la définition
de la superposition (déf. 5.4). Par conséquent,

Crit(X) =

LensembleCrit,,,(¥) des paires critiques propres est donc vide également. Dllaied.4, on déduit alors
le corollaire suivant, aussi donné dans [RV80, cor. 1].

Corollaire 5.11. (Décomposition du pllage/depllage)

Pour tout systéme d'équatiols on a T = ? ?

Autrement dit, toute combinaison de pliages et de dépliagasse récrire comme une suite de dépliages,
suivie d'une suite de pliages. On peut également résumer cikatgsar ufld = wuf ; cette égalité s’entend
dans l'interprétation initiale (c§5.1.2).

5.4.1 Regles sémantiques linéaires a gauche ou linéaires a deoit

Dans la mesure b les régles dek et les parties gauches des reglesSsdsont construites sur des signatures
disjointes, il N’y a pas de superposition propre possibteseh et 3> d’une part, et entr&® ! et > d’autre part.
Les seules superpositions sont impropres et de la fogme 3) sur{e(z,...,z,) — t) ene. Par conséquent,

Crityo(RU R, X) = Crit, (S, RUR ) =

Du théoreme 5.10, on déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.12. (Décomposition du dépliage/pliage avec rédture sémantique )
Pour tout ensembl& de régles linéaires a gauche et tout systéme d’équalions

(—>U—>U<—)* = X, I,
3 R 3 3 R =

Cela vaut également &l est linéaire a droite en substituait® a R.

Autrement dit, toute combinaison de pliages, de dépliagde etécritures peut se récrire comme une suite
de dépliages, suivie d’'une suite de réécritures, et terminéengasuite de pliages. En toute rigueur, nous ne
pouvons prétendreruf; = ufldp dans le cas0 R estlinéaire a gauche car la définition de ces transformations
emploie— 5 et non— . Cependant, dans la mesuré & est constitué d’équations dont la seule contrainte
est d’étre validées par linterprétation (¢R.5.2, sémantique opérationnelle), cela est peu contraigran
pratique : on peut faire n'importe quelle réécriture compati#tvec la sémantique une fois que I'on a opté pour
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des réegles linéaires a gauche ou linéaires a droite. En p#tiote n'est pas un probléme lorsque les régles
de R visent a normaliser les termes, car dans ce cas on désiregméxit orienter les régles eny au lieu
d’employer tout— .

Plus formellement, disons qu’'un systeme d'équatiths= {¢,(z;1,...,2;,,) = t; | © € [N]} est
obtenu respectivement paépliage/pliage dirigéou dépliage/pliage faible dirig&du systéme d'équations
Y =A{i(@i1,. ., Tin,) =t; | i € [N]} ssi:

Y dufldp ¥ ssi  pourtouti €[N] ¢, (?U TU?)* t,

2

Y dwufy X' ssi  pourtout € [N] ¢ (% ? %) t.
Onaalors:
dwufr = dufld; si R est linéaire & gauche ou linéaire a droite

Dans la mesuredwufz est un cas particulier deuf z, on peut des lors employer les résultats de Kott (cf.
§5.2.4) afin de déterminer la correction d’une transformadiafid z, cas courant des transformatiarfid ;. En
particulier, nous pouvons traiter a présent §&2.4) le cas de la distributivitéu de la factorisation (nous ne
pouvons employer les deux simultanément car ils ne sontpaaites du méme coté). Nous pouvons également
employer les simplifications par idempotence.

5.4.2 Cas non-linéaire.

Notons que le corollaire 5.12 et par conséquent le théorémesbritOfaux si I’hypothese de linéarite n’est
pas satisfaite, méme dans le cas de schémas réguliers. Darsplexqui suitY: est d'ordre zéro ek n’est
linéaire ni & gauche, ni a droite.

« B={p="h(p)}

o R={(f(z) = g(z,2)),(9(z, h(z)) — )}
Considérons la dérivation suivante :

F9) — 9(e:0) — 9lp, h(p)) — ¢

Il est impossible de faire commuter la réduction parpour la repousser vers I'extérieur de la dériva-
tion. En effet, toute dérivation par; —% —5 est nécessairement de la forrfigp) —% f(h"(¢)) —r
g(R" (), k() —5™ g(h"(p), h"~"(¢)) et il n’est pas possible d’atteindie

La raison de cela est que la partie droite non-linégire =) de R et la partie gauche non-linéaigéz, h(z))
ont un unificateur qui est rationnel [Hue76, Cou83] mais qashpas fini {z — h(h(h(...)))}. On ne peut
extraire la réduction paX, qui reste« piégées dans ce terme infihi

! Des résultats partiels nous laissent penser que si aucune dérivatfbnedgait intervenir d’unificateur rationnel infini, on a alors
lidentité (—x U «r)* = -5 ©fk x5, c'est-a-direufldr = wufg.

Un cas particulier de cette condition couvre les situations courantes ; ateguk toutes les occurrences d’'une méme variable
dans une partie droite ou gauche de régle ont la méme longueur, c’est-a-dire lorsque dessvideabtjues apparaissent a une méme
profondeur. Le test de cette condition a I'avantage d’étre syntaxique et trivialmigb@ar exemple d’employer la regle de distributivité
f(z,g9(y,2)) < g(f(z.y), f(z, z)) dans les deux sens : la variahlelans le terme non-linéaig f(z. y), f(z, z)) apparait a une
méme profondeur. Il en va de méme de I'idempotefice =) — = (cf. §5.2.4).
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5.5 Composer des transformations.

Nous étudions enfin la composition dans un ordre quelconquéudieprs transformations de pliage/dépliage
et d’'introduction de définitions auxiliaires. Nous examinams particulier quand une telle transformation
composée est correcte.

Ces définitions auxiliaires sont celles de fonctions interaiée, que font nécessairement apparaitre
les systemes de transformation de programmest{c8.2). Elles correspondent en pratique a des fonctions
spécialisées, ou a des configurations, dans le cas de la supdatam (cf.§1.4.3).

5.5.1 Création de fonctions auxiliaires.

En termes de schémas de programmes, la définition de fonctisiimiags consiste a ajouter de nouvelles
équationgp(zy,...x,) =ty a un system& existant. Ces inconnues additionnelles ne doivent pas ésesp
en compte dans une comparaison de schémas ni altérer la séraargltps ne sont pagsibles

Inconnues auxiliaires.

Pour permettre I'introduction dynamique de ces nouvebhestions dans un schéma, nous employons la notion
d’inconnue auxiliaire Les définitions suivantes font suite a celles données auossgfl.5.2 et§5.1.2. Elles
sont en majeure partie adaptées de [Cog8p,

Sous-systeme et inconnues auxiliaires.SoitY = {¢;(z;1,...,2;,,) = t; | ¢ € [N]} un systéme d’équa-
tions d'inconnue® C ®. On définit :

Vie[N] X(p) =1
E|q; = {goi(xm,. "7$i-nz) =1, ‘ 1 € [N],QD;, € \If} pour ¥ C b
Y g est unsous-system#e X ssi¥ g est un systeme d’équations sur les inconnres

« Une inconnuey € &N ¥ est appeléénconnue principalede ¥. Une inconnuey € ®\W¥ est appelée
inconnue auxiliairede ..

Comparaison de schémas avec inconnues auxiliairesSoient C une classe dé'-interprétations,y. et
Y’ deux systémes d'équations sHravec les inconnues respectiviéset ', et ¥ C ® N @' un ensemble
d’'inconnues.

e X<ou X sSiVDel VeV ¢sp<psp
e X=cqo X SSIi <o X et X 209 X
SiXy ety sont desous-systemesspectifs d& etX’, alors
e ¥<eu ¥ ssi ¥y <¢ E"\P
e Y=cg ¥ sSi Y =¢ 2/\‘1’

On omet l'indice C lorsque c’est I'ensemble de toutes Bsinterprétations continues, ou bien lorsge=
Mg=(F).
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Transformation et correction de schémas avec inconnues auidires. SoientC une classe dé&'-interpré-
tations et un ensemble d’inconnues.

« Une transformation d& partrans estC ,¥-correctessi¥ C & et pour tout’ d'inconnuesd®’ tel que
¥ C @' ety trans X', alorsy =¢ ¢ Y.

« Une transformationtrans est C,¥-correctessi pour tous systémes d'équationset ¥’ d’inconnues
respectives et ®’ tellesque¥ C & N ', SiX trans X', alorst =¢ ¢ X',

« Siune transformation dE par trans est correcte, alors elle eBhnk(X)-correcte.
Une transformation-correcteest une transformatioM;° (F'),¥-correcte

Introduction de nouvelles définitions.

Maintenant posées ces notations, nous pouvons définir ladraresfon qui exprime I'introduction de nouvelles
définitions.

Définition 5.7. (Introduction d’une définition auxiliaire )

Soient® un ensemble fini d'inconnues; ¢ @, ett, p(xy,...,z,) € M(F U U {p},{z1,...,20})0(y)-

L’ introduction de la définition auxiliairéy(z4,...,z,) = t) est la transformation sur les schémas de pro-
gramme qui est définie par :

o Yndef iy, . o=y X' SSI Unk(X)C ® et &' =X U {p(z1,...,2,) =1t}

T4y Ty

o Yndef ¥' ssi il existep(x,...,z,) ett tels queX ndef , ., . 0=t X'
« Yndefs Y ssSi ¥ ndef* Y’
La transformatiomdef (.., ... ., )=+ est déterministe : un seblf vérifie ¥ ndef ;. ..o.)=1) X'

Proposition 5.13. (Correction de l'introduction de nouveles définitions)
Pour tout systeme d’équatiand’inconnues®, toute transformatio® ndefs 3’ est®-correcte.

Démonstration.  Pour tou{e(z1,...,z,) = t) € X, le termet appartient aV/ (F U @, X). Or X = X4,
doncys = ¢x dans laF-algébre libre continu@/;° (F, X). Par conséquent; =5 ¥'. O

En pratique, tous les langages ne permettent pas I'empl@rd®ions auxilaires, c’est-a-dire en fait de
fonctions dont lavisibilité (scope) peut étre restreinte. En ML par exemple, ce type ddifms est introduit
par les constructiong let decs in exp end » €t « local decs in decs' end », qui limitent la portée
des déclarationdecs. Il n’existe pas en revanche de tels mécanismes dans degé&mgamme ISP, SCHEME,
PrOLOG, C.. ., et I'on doit se résoudre en pratique a générer un nouveau nffisasument« étranges pour
gu'’il ne risque pas d'entrer en collision avec d’'autres fares écrites par le programmeur, ou par un autre
systeme de transformation. En toute rigueur, pour ces lasgagicune transformation qui crée de nouvelles
fonctions n’est correcte. Néanmoins, certaines extens@meédient a cette carence [MS91].
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5.5.2 Dérivation de schémas.

En termes de schémas de programme, composer des transémsfatime une suitg,, ¥4, .., 3,, de systémes
d’équations. Avant de I'étudier , nous posons quelques oittoncernant les mécanismes de passage d’'un
schéma:; & un schéma;, ;.

Il nous faut auparavant poser quelques notations afin dimgorprécisément les mécanismes de passage
d’'un schéma:; a un schéma; ;.

Définition 5.8. ( Dérivation de schémas)
SoientS un ensemble de régles suf(F U &, X). Pour toutV € Deriv(S), on définit les relations suivantes
sur les systemes d’équations d’'inconndes

« X — e,V ¥ ssi E(QD) —>*v EI(QO) et E\@\{(p} = 2/@\{4‘0}
e ¥ —,s% ssi AVEDeriv(S) ¥ —,v ¥
. E_)S ' SSi 3@6@ 2—&%5 p

Cette définition s’emploie en particulier pour le dépliagge- &, le pliageS = X!, ou la réécriture selon des
lois algébriquess = R.

5.5.3 Séquence de transformations.

Nous définissons ursgquence de transformatiooemme une suite de transformations élémentaires constituées
de pliages, de dépliages, de réécritures selon les lois algébrigu de définitions de fonctions auxiliaires.

A partir d’'un schéma de départ, une séquence de transformatiwmirait ainsi une suit&,, %,..., %, de
systémes d’'équations.

Par ailleurs, pour passer d’'une étapga une étape,,;, hous nous autorisons, en cas de pliage ou
de dépliage d’'une inconnue, & employer non seulement les a#fgite;, mais toutes celles déja cal-
culées :X,...,Y,;. Cette transformation difféere a priori d'un simple enchaiaatrde transformations de
pliage/dépliage qui, en quelque sorten’a pas de mémoire : pour passer d&; a ¥, les pliages et
dépliages sont en ce cas réalisés avec le seul schéma

D’autre part, on peut noter que les transformations ne semérglement ni confluenfesi réversibles.
Par conséquent, un choix de transformation dans un algarigshle plus souvent définitif, et il vaut mieux
disposer non seulement du maximum de choix possibles, msss@e transformations ddaible granularité»
(les systémes d'indices plus faibles ont subi a priori moadé&pliages et sont donc plus réduits) qui permettent
des avancées modérées mais contrblées.

Une séquence de transformations laisse ainsi une plus glatiele dans les stratégies d’'un systéme
automatique de transformation de programmes.

Définition 5.9. (Séquence de transformations)
Un systéme d’équations’ est obtenu paséquence de transformatiods X ssi il existe une suite de schémas
(2:)ico.n telle queX = 3, ¥, = X', et:

2Plus pour des raisons pratiques que théoriques.
3Une fois le schémaE = (p = f(y)) déplié enX’ = (p = f(f(p))), il Nest plus possible de retrouvd a partir deX’ par
simples pliages ou dépliages.



170 CHAPITRE 5. TRANSFORMATIONS ET CORRECTION

Si = Ujep i
Y (—s, U=pU s, ) Xy ou X; ndef 3,4

Une séquence de transformationsitla >’ est notéeX sequfld, ¥'. Elle est correcte sst. =5 3.

o Vie[0.n —1] {

Il faut noter qu’une transformation de pliage/dépliadiel ; est un cas particulier de séquence de transfor-
mations, @l pliages et dépliages s’effectuent par rapport au seul sctiémépart. Par conséquent, les résultats
de correction dafldz ne s’appliquent pas directement a une séquence de transfutma

Néanmoins, la proposition suivante exprime que toute séeudmtransformations peut se mettre sous une
forme normale, comme la composition de définitions auxil@feivies d’'une transformation de pliage/dépli-
ageufldr. La proposition 5.13 assure alors la correction des défisitauxiliaires et permet donc de ramener
le probléme a celui de la correction d’une transformatifidy,.

Proposition 5.14. (Décomposition d’'une séquence de transfoation )
Il existe une séquence de transformation&dmY.’ ssi ¥ ndefs ufldz X',

Démonstration. Nous montrons d’abord que, dans une séquence de transfons@li;);cj..,), il est
possible de faire permuter de la droite vers la gauche tdesaatroductions de nouvelles définitions, afin de
les repousser en téte de séquence :

¢ SI ¥ —gure Digr ndef i oy Biyy avec (p(z,...z,) =t) €X; et t—,,, s alors
ive = Djuumanfer U {e(@r, . an) = s,¢'(2],...,2),) = t'}, donc 3 ndefpar, . 0r y=r)
Y Zoune Dipa avec X =%, U{p(z,...,z,) =t}. Eneffet o ¢ 3, et t,p(z,...,2,) €
M(F U Unk(%;),X) car ¢ ¢ ¥,,, et Unk(X;) = Unk(%,.,). Donc, par récurrence sur la longueur
de la séquence de transformation, toutes les transforrsatidef peuvent étre remontées en téte de

séquence.

Il ne reste donc a considérer que le cas des transformdfiofis s, U —r U —5,) ;. Nous montrons par
récurrence sut € IN que pour toutX; );cjo...;, pourtout € [n], il existe une dérivatiol, — S URUR-1Un-1 M-
Notons ® = Unk(X,) I'ensemble des inconnues du schém@aet S, = ¥, URU R~' U Y¥;"'. On a donc
—g = =y, UepU ey, e1(S)) 1 =S,

Le cas est trivial pour. = 0. Lorsquen > 1, pour tout: € [n — 1] on aX, —% X par I'hypothése
de récurrence. En particuliet, —3, ,;. D'autre partY, ; (—s, U< rU<x,) X, pour un certain €
[0..n — 1]. Il faut envisager trois cas :

1. Supposonsy, 1 — g ure Ln avec r = (Y(z1,...,z,) =1t) € ¥,. Onadonc X, _(¢)/u =

of(xy,...,zm) € X, (p)/u =0ot. Soit rq = (Y(z1,...,2,,) — Zo(¢p)) € Xy. En employant
une nouvelle fois I'hypothése de récurrence, on sait qu'istext, —(p.V.),e0 i aVEC Vo e
Ve € Deriv(S)). Or oap(zy,...,&m) —ecrgo 0.50(¢) —0ov, 0.5;(¢)) = ot. Posons V' =
(€,70,0);0.Vy € Deriv(S)), alorsX, 1 (¢)/u —v Yu(p)/u. Parconséquent, —y5, ¥, 1 —g v»
¥, avec V' =u-V'€ Deriv(S)).

2. S %, 1 —4ur0 2, aveCr € RUR', alors ¥, ; <z X%,, donc %, =% Bu1 sy S

3. SuUpposoNsyE,,_1 g0 Bn aVEC 7 = (Y(xy,...,z,) =t) € X;. Sil'on permuteX,,_, et¥, dans

le point (1.) ci-dessus, on obtient une dérivatiBn_,(¢)/u —v X,(¢)/u avec V' € Deriv(S;),
donc B, 1(p)/u —wn-1 Sn(p)/u avec (V')~' € Deriv(S;~') = Deriv(S)). Par conséquent
E(] %gé anl o,V En avec V” =Uu- (V')ﬂ € Deer(S('])
Pour toutrn. € IN, on a doncXy —s,  pup-1us;' Tn, C'est-a-direX, ufldr X,. La réciproque est triviale
puisqueufldz est un cas particulier de séquence de transformatidns.
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Il faut noter toutefois que la conversion d’une séquenceatistormations$y; ) ;jo...; €n une transformation
de pliage/dépliag&, ufld X,, décrite dans la démonstration de la proposition 5.14 n’est ppsimales. En
particulier, si I'on est certain a partir d’'une étapgue I'on n'employera jamais plus les regles des systemes
d’équation(;),;, il vaut mieux montrer la correction d&; ) ;c1..;), puis prendreé; comme nouveau schéma
de départ, et montrer la correction ;) ;<;...;. On évite ainsi des pliages et des dépliages supplémentaires
pour ramener le probléme en termes de dérivationsEdeéPlus généralement, il serait intéressant d'étudier
formellement comment tester la correction de marir@egmentalesans avoir a faire explicitement laremontée
des transformationsdef et la conversion en dérivations &g.

Notons enfin que les dérivations de schémas sont identiquedgsocas algébriques et réguliers. [l n'y a
pas ici de différence fondamentale entre les deux formulat{of.§2.5.7).

Conclusion du chapitre.

Nous avons présenté une variante sur le theme de la commidtaldg systémes de réécriture linéaires a gauche
(prop. 5.3). Nous avons pour cela employé une notion de dimivabstraite (déf. 5.1, 5.2, 5.3) et de paire
critique propre (déf. 5.5).

Avec les mémes techniques, nous avons ensuite démontré ureleoisin sur les systemes confluents
(lemme 5.6), qui permet d’établir un théoréme de forme normateles dérivations entrelacées de deux
systémes de réécriture (th. 5.10).

Une application de ce théoreme montre qu'il suffit d’'une linéaditgauche ou d'une linéarité a droite pour
ramener une transformation quelcongque a une transformdéalépliage/pliage faibl€%.4). Cette extension
permet en particulier de traiter le cas des simplificationsequoploient la distributivité, la factorisation, et
I'idempotence, simplifications qui sont impossibles avemladition ordinaire de linéarité & gauche et a droite.
Par ailleurs, nous avons donné un exemple de transformgtibemploie une régle qui n'est linéaire ni a
gauche, ni a droite, et qui ne peut pas se ramener a une maasikon de dépliage/pliage faible (¢5.4.2).
Déterminer les conditions pour lesquelles on peut leveplitlgése de linéarité reste un probléme ouvert.

Nous avons défini une notion de séquence de transformatiornsemuét d'utiliser, dans des pliages ou des
dépliages, les schémas intermédiaires obtenus a toutes les @¢r@gédentes (déf. 5.9). Nous avons montré
comment ramener une telle séquence sous une forme normaye $pt4), dont la correction peut étre traitée
a l'aide des résultats précédents. Nous avons employé pournreelaotion abstraite de dérivation de schéma
(déf. 5.8).

Au chapitre suivant, nous étudions une classe d’algoritltaigseut permettre de piloter des transformations
de pliage et de dépliage.
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Chapitre 6

Algorithme et Terminaison

Aucune stratégie ne guide I'emploi des transformations défiaie chapitre 5 ; nous pouvons simplement
déterminer, lorsque I'on nous donne explicitement une toamation de pliage/dépliage, si elle est correcte ou
non. Le r6le d’'un systemautomatiquede transformation de programme est d’établir une stratégptication
des transformations qui permette, étant donné un programenproduire en un temps fini un programme
transformé.

Nous ne proposons pas dans ce chapitre une stratégie générplasge s'appliquer a tout langage de
programmation, car c’est un probléme trop spécifique. En révgnmous présentons différents composants
formels qui constituent un squelette pour un systeme auigueatle transformation de programme. Cette
ossature doit ensuite étre garnie des nécessités propresiuedaagage.

Ces composants répondent a deux types de probléme : pouvbaieecdes transformations élémentaires
en garantissant la terminaison du processus global dddraration, et permettre d’effectuer le maximum de
transformations, tant que cela reste compatible avecnartarson.

Nous abordons le premier point par I'étude @dgorithme de redémarrage généraljgimployé notamment
en supercompilation. Cet algorithme est contr61é pacritare d’arrét quelcongue ; dans un deuxieme temps,
nous examinons comment le choisir.

Organisation du chapitre.

£6.1 Nous étudions dans cette premiere section I'algorithnrediEmarrage généralisé, qui permet de piloter
une séquence de transformations. Nous démontrons sa tesaningarfois négligée, et examinons la
nature de ldonction de généralisation

§6.2 D’autre part, nous analysons la nature et les qualitésieses d’arrét, qui peuvent équiper un algorithme
d’évaluation partielle. En particulier, nous examinonsésites d’un critére d’arrét basé sur le théoreme
de Kruskal.

Ainsi s’acheve le corps de ce document. Il ne restera plus arelgsion qu’'a retracer le chemin parcouru,
proposer guelques perspectives, et commentebien-fondés de I'évaluation partielle.
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6.1 Redémarrage généralisé.

Les constructions de la secti§®.5 ne permettent pas de réaliser un outil automatique qdidaitransformations
de programme. On suppose une séquence de transformationéeet I'on statue sur sa correction.

Décider quelle succession de transformations élémentaimeagoliquées au programme initial, et décréter
quand la transformation est terminée est le réle dilgorithme de transformatiorDans cette section, nous
étudions un mécanisme de ce type, dont I'objectif est de paeriet maximum de transformations tout en
respectant un critére d'arrét (¢6.2). Il s’agit de I'algorithme deedémarrage généralisé

Il ne s’agit en fait pas d’'un algorithme proprement dit mdismdoutil de construction d’algorithme. Il ne
décrit pas explicitement comment piloter la constructiaimé’ séquence de transformations ; pour le mettre en
ceuvre pratiquement, il faut notamment spécifier une fonctioréalise des enchainements de transformations,
ainsi qu'un critere de terminaison.

L'algorithme de redémarrage généralisé a principalement épogén en supercompilation (c§1.4.3,
algorithme) et en spécialisation (§fL.3.4, terminaison), avec toutefois certaines libertésgada preuve de
sa terminaison [Tur88, Has88, Sah91a, WCRS91]. Nous rengesur ce point et étudions également la nature
de la fonction de généralisation.

6.1.1 Apercu.

Pour donner un apercu de l'algorithme de redémarrage généradige,reprenons I'exemple de la fonction
factorielle, a I'aide cette fois-ci d’'une définition qui faittervenir un accumulateur.

fac(n) = facc(n,1,1)
facc(n,i,7) = if(ge(i,n),r, facc(n,add1(i), mul(add1(i),r)))

Dans cette formulationi,varie entrel etn, etr prend les valeurs successivesi#ti@u cours de la dérivation de
fac(n). Dans le contexte d’'une évaluation partielle, le tefawe(n, 1, 1) apparait comme un appel fonctionel
de facc a spécialiser(cf. §1.3) sur les valeurs statiquék, 1) des deux derniers arguments. On effectue pour
cela quelques dépliages et réécritures selon les lois algébriqu

fac(n) — face(n.1.1)
— if(ge(1,n),1,facc(n,add1(1), mul(addi(1).1)))

= if(ge(1,n),1, face(n,2,2))

Pour poursuivre cette dérivation, il faudrait & présent déiiec(n, 2,2). Cependant, les arguments fiec
semblent croitre et I'on n'est pas certain que ces dérivapoissent se terminer. Faisons I'hypothése qu’un
critéere d'arrét (cf. §6.2) déclare qu'il ne faut pas poursuivre plus avant.

Remarquons tout de méme que les deuxieme et troisieme argudagstface(n,1,1) —* face(n,2,2)
sont identiques. S'il n'est pas possible de spécialiser ggapart a(1,1), peut-étre peut-on malgré tout faire
une supercompilation (on ne peut plus alors tout a fait paldespécialisation) a partir de la configuration
facc(n, k, k). On espére ainsi éliminer I'un des argumentdage pour obtenir une définition récursive qui ne
fait plus intervenir que deux arguments au lieu de troisalitfpour cela introduire une fonction auxiliaire (cf.
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§5.5.1). On a alors les définitions suivantes.

fac(n) = facc'(n,1)
facc'(n,k) = facc(n,k,k)
facc(n,i,7) = if(ge(i,n),r, facc(n,add1(i), mul(addl(i),r)))

Faisons subir #cc’ quelques réductions.

facc'(n,k) — facc(n. k. k
— if(ge(k,n),r, face(n,add1(k), mul(addl(k). k)))

Au vu a nouveau des deuxiéme et troisieme arguments (le premieeste constant), on peut imaginer
gu'un critere d’'arrét signale encore un risque de croissasitecturelle cette fois-ci & — add1(k) et
k — mul(add1(k), k). Par conséquent, on ne doit pas faire de dépliage plus avant.

Cependant, un pliage decc(n,add1(k), mul(add1(k), k)) surfacc’ est également impossible : tous les
arguments ddacc finissent par étre différents au cours d’'une dérivation. La emnah sur cet exemple est
gu'il n’était en fait pas possible de simplifier davantage la dibim initiale defac.

Le redémarragesst I'opération qui consiste, au cours d’une suite de tramsfton, & renoncer a transformer
un terme au bout de quelques dérivations supplémentairesgunéndre complétement les calculs a partir de
ce point, sur une autre configuration. fetc(n, 1, 1) est développé jusqu’a ce que I'on rencodti&:(n, 2, 2),
puis oublié afin de redémarrer avec le tefime’ (n, k) = face(n, k, k).

Le redémarrage egenéralisécar le termefacc(n, k, k) estplus généralque facc(n,1,1) : il existe une
substitutionec = {k — 1} telle queo.facc(n,k, k) = facc(n,1,1) (cf. §1.4.3, transformations). On note
cela face(n, k, k) < facc(n,1,1). Notons que dans cet exemgdtec(n, k, k) est également plus général que
facc(n,2,2) : c’est un dénominateur commun enfsec(n,1,1) etface(n, 2, 2).

Dans le cas d'un schéma régulier, la généralisation s’exprimaideldes variables syntaxiques du
langage et non plus des variables algébriques de schéma. On exgraple call;(face,var(n),1,1) >
call;(facc, var(n),var(k),var(k)) > calls(facc, var(n),var(z),var(r)).

6.1.2 Lalgorithme.

Apres cet apercu, hous donnons une définition précise de I'digwitle redémarrage généralisé. En pratique,
il n'est jamais présenté ainsi, mais habillé de spécificitésrpsopu langage de programmation considéré.

Il faut tout d’abord préciser ubon préordre<, qui permet d’interrompre une suite infin{e,),cn en
détectant par une énumération finie deux indices: € IN tels queg; < ¢,,. C’est un test pessimiste qui
détermine lorsqu’il y a unisque de non-terminaisonil ne permet pas d'entrer dans une boucle infinie,
mais certains calculs, pourtant finis, peuvent étre intercenmuématurément parce qu’on estime qu'il y a une
possibilité pour qu'ils soient infinis.

Puis, lors d’'une séquence de transformations de programomrerisque de boucle entre I'étape courapte
et une étape antérieugeest détecté par le test, on reprend totalement le calcul au niveaydengénéralisant
la configuration a transformer (df1.4.3, transformations). Les transformations se pouestiiensuite sur la
configuration plus générale.
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Revenir ainsi & une étape antérieure est analogue en queldeeascetour arriere (backtrack) employé
dans le parcours d’'un SLD-arbre eRAR0G. La seule différence est que ce retour arriere-ci ne remorste pa
nécessairement a son pére, c'est-a-girg, mais peut remonter a un ancégreuelconque.

En pratique, la nouvelle valeur de départ @st obtenue pag: = v(qg;, ¢,) ou~ estune fonction a préciser
dans l'algorithme, qui doit qui calculer une configurationgpbténérale que; (cf. §6.1.3). Un préordre bien
fondé < relie ces configurations de généralité croissante afin d'askufimitude du nombre d'expressions
considérées. Dans I'exemple de la sec§6ri.1, ce préordre< est la relation< de plus grande généralité
sur les termes (c§N.16).

L'arrét survient lorsque la généralisation est stable, Gedire lorsque;; et g; sont équivalents selort.
Le terme le plus général sur lequel puisse se produire I'arténesvariablez.

En voici une définition plus formelle et plus abstraite, qui apserve que les informations qui intéressent
la terminaison.

Définition 6.1. (Algorithme de redémarrage généralisé )
SoientE un ensembleg un bon préordre suf, < un préordre bien fondé suf, o : E — FE une application,
ety : F x E — E une application<-décroissante en son premier argument. Pour goat £, on calcule
I'élémentyp, (¢) de E par I'algorithme suivant :
1. ¢:=1; quux := ¢
répéter
N =15 Gn = Ganx

2
3
4, tant quedi € [1..n] ¢; < g, répéterg,,, := o(gn); n:=n+1
5
6

qaux = ’Y(qﬂ q“)
jUSC]U’é. ce queqaux = q;
7. 0y(q) = gn

La notationz := y désigne I'affectation de la valeur a la variablez, etz = y I'’équivalencez < y et
T >.

Le nombren est l'indice de I'état courant, etest I'indice de I'étape 0 a lieu unredémarrage Les
états(q;),<; sont préservés, et 'on reprend a partirgdle processus de transformation représenté pthfaut
noter que l'algorithme de redémarrage généralisé n’'est pasi lfférmalisme des schémas de programmes, ni
méme a un formalisme algébrique.

Le termegénéralisérovient des mises en ceuvre pratiques de cet algorithme|atanselles< est souvent
la relation< de plus grande généralité sur des termes algébriques. Cependés autre interprétation de
et~ reste possible. En particulier, on peut également faireviatér le typage [WCRS91].

Dans [Tur88, Has88, Sah91a, WCRS91], la démonstration gpeocessus se termine se raméne a Ceci :
« le nombre de termes-inférieurs ag; est fini, car< est une relation bien fondée, donc I'algorithme se
termine». Ce raisonnement semble fairypothése implicitgu’'une fois qu'un redémarrage a eu lieu a une
étape, tous les redémarrages suivants le sont aussi relativenoatteaméme étape.

Tel que nous avons posé le probleme, ce n'est pas nécessditernas ; Nous pourrions avoir une suite
infinie de redémarrage successifs a des étapes d'indice erbiBsan n’interdit non plus que le redémarrage
suivant ait lieu a une étape d’indice inférieut.a
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L’ explication vraisemblabléle ce raccourci tient a ce que les éigig., ,,... parcourus aprés un rede-
marrage er sontimplicitement supposére plus généraux que leurs antécédants, ., - - ., .. En d’autres
termes, les transformations sont supposées monotonesppartra la généralisation. Sous cette hypothése,
si un nouveau redémarrage devait se produire & un jang:, il aurait en fait déja eu lieu au moment de
'énumeérationg;, ..., q;, ... q,.

Néanmoins, méme cette justification incompléte n'apparait paslda références que nous avons citées.
A fortiori, une démonstration de la monotonie des transfeiona par rapport a la généralisation n'apparait
pas non plus.

Nous ne formalisation pas davantage ces notions car, rsmeunt et malgreé tout, cet algorithme se termine
toujours, sans hypothéses supplémentaires. C’est I'objeatg®position suivante.

Proposition 6.1. (Terminaison de I'algorithme de redémarraye généralisé)
L'algorithme de la définition 6.1 se termine pour tqut F.

Démonstration. La terminaison de cet algorithme repose sur le lemme de Kdpigdit que tout arbre
infini tel que chaque nceud n’a qu’un nombre fini de fils contient wmth infinit.

Nous associons a I'exécution de cet algorithme un arbre éfigaiechaque nceud par un état Bea
I'exception du nceud racine, qui ne porte pas d'étiquette.tCasalogue de I'arbre définit par le parcours
incomplet de I'arbre de SLD-résolution er®.0G.

On déplace une margue (une occurrence) sur les nceuds de,lgubaEtermine ur« noeud courans.
Le point de départ de la construction est un arbre constitug seul nceud racine ; c’est également le nceud
courant initial.

Pour chaque affectatiop, := ... un nouveau noeud portant la nouvelle valeug,dest ajouté comme fils
du nceud courant (a droite des fréres éventuels), et devienteelesnouveau nceud courant. Litération de la
boucle intérieure (4.) construit ainsi une branche pores\whleurs;, . . ., q,.

Lorsqu’on arrive a la fin d’'une itération de la boucle externe-§2, c’est-a-dire lorsqu’on a trouvé un
indice: tel que ¢; < g,,, le nceud courant devient le pére du nceud marqué pay. cet

Soit I'algorithme s’arréte la parce que = v(q;, ¢,) ; Soit il effectue une nouvelle fois les instructions
(2.-6.), ce qui a pour effet de faire germer une branche scearlwtamchey, . . ., g,.

Il faut noter deux points importants de cette construction :

(1) Pour tout nceud différent de la racine et marqué par ur€&itl a un nceud frére a droite, alors ce fréere
est étiqueté par un étgtcalculé pay, := v(q;, ¢.). De plus, cet état vérifig < g;.
Il n'est pas possible que. = gq;, car alors I'algorithme se serait arrété auparavant. Paséoprent,
on ag: < g¢; et I'on sait que I'exécution de l'algorithme s’est pourseivia suite des fréres est donc
strictement décroissante.
Par conséquent, elle est toujours finie grace a I'hypothése debondation de<. Autrement dit, tout
nceud n'a qu’un nombre fini de fils.

(2) A chaque étape de la construction de I'arbre, toutes sxchies qui partent de la racine contiennent dans
I'ordre une suite d’états,, ..., ¢, qui a la propriété qu’'aucuns indicés< j ne vérifientg, < ¢;, sauf
peut-étre en bout de branche lorsgile- », au moment d’un retour arriére. Ce n’est pas incompatible
avec le fait qued soit un bon préordre parce que I'arbre courant est fini, airsitqutes ses branches.

1On peut aussi donner un preuve directe de la terminaison de cet algorithme, baséergumamediagonal, mais elle ne fait rien
d’autre que de redémontrer de maniére détournée le lemme de Konig.
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Supposons que cet algorithme ne se termine pas. L'arbre apugeaonstruisons est alors infini puisque gu'il
croit & chaque itération de I'algorithme. Or tout nceud n’a guiembre fini de fils (pt. 1). Grace au lemme
de Konig, on sait qu’il existe un chemin (une branche) infimslBarbre. Or les état§;,)..cin qui étiquettent
cette branche sont tels qu’aucuns indi¢es j ne vérifientg; < g; (pt. 2). Cela contredit I'nypothese qué
est un bon préordre. Donc I'arbre est fini et I'algorithme smire. [J

La démonstration établit en fait un résultat plus général :
. Lorsque I'on atteint un poiny; < g¢,, le redémarrage peut avoir lieu a n'importe quelle profondeu

J € [1..n], pas simplement en Il suffit pour cela de construire I'arbre comme si I'on avaitg < g,,.

. La valeur de redémarragg. peut dépendre de tout I'historique = (q1,...,4i,..-,q,) ; il Suffit
simplement que I'on ait la décroissange< ~v(g;, h).

Nous nous intéressons a présent a la nature de la fongtion

6.1.3 Fonction de généralisation.

Le choix de la fonction de généralisation: F x E — FE est un élément important de I'algorithme de
redémarrage généralisé, non pas pour la garantie de terminaiatpour la qualité du résultat final obtenu a
I'arrét des transformations.

Tous les algorithmes de redémarrage généralisé que nous ssomdiTur88, Has88, Sah9la, WCRS91]
employent lanti-unificationcomme fonction de généralisation, sans réelle justificatioastaine heuristique
établie, bien gu’elle ne soit pas déclarée comme telle. Nodsrtemle I'expliquer.

Intuitivement, plus un terme est instancié, meilleur est pagramme transformé (en comparaison au
programme initial). Si I'on reprend I'exemple de la secti@nl.1, une définition déacc(n,1,1) qui ne laisse
guen comme unique argument est potentiellement meilleure guidiinition deface(n, k, k) qui ne comporte
que deux arguments : elle n'a pas a traiter toutes les vapmssibles dé ; elle peut optimiser davantage le
calcul lorsquet = 1. On peut tenir le méme raisonnement avec les configurafi@nén, k, k) etface(n, i, r).

Néanmoins, si I'on veut assurer la terminaison (prop. 6lfgut garantir qu’en chaque point de redé-
marrageg;, on reprend les transformations avec comme base un t¢rples général. C'était le cas avec
q; = face(n,1,1) > face(n, k, k) = q..

D’autre part, il est raisonnable de penser — et c’est la qu’Bsuristigue — que ce qu'il y avait de
commun entre les deux termg@set q,, a une chance de le rester dans des réductions ultérieures &t d&ttie
conservé dang : ici, le fait que« i = r » dans les termeface(n,1,1) etface(n,2,2) est préservé dans la
configurationfacc(n, k, k).

Cela a pour but d’éviter des redémarrages inutiles. En efigtes les généralisations glesont a priori pos-
sibles. Dans le cas des schémas de programme, choisir pgplexgms ¢(z,a) comme terme de redémarrage,
quandg; = ¢(f(g(z)),a)etqg, = ¢(h(x),a), C’est se dire ceci.

. Le terme plus général(f(z), a) a peu de chance d’aboutir car la constructiasemble consommée par

la transformation.

« Donc la transformation de( f (z), a) va probablement faire apparaitre a nouveau le tes(hgz), a).
« Parconséquent, ily aura aussi a nouveau redémarrage au m@msuanne configuration plus générale.

« Pour éviter de faire des transformations g0y (z), a), qui seront oubliées lors du redémarrage qui suit,
on préfere directement faire le redémarrageyur, a).
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Ce raisonnement s’étend aux schémas réguliers en considégéniéalisation sur les variables du langage et
non sur les variables de schéma.

C’est pourquoiles algorithmes de redémarrage généraliséndant urplus grand dénominateur commun
Entermes algébriques, il s’agit daliti-unification[Plo70]. Autrement dit, la fonction vérifie pour tout, , ¢, €
M(F,X):

y(ti,ty) < t1,t, €t pourtoutt’ € M(F,X) t' <t1,ty = t' <v(ty,1s)

Ainsi, dans le calcud; = v(q;, g.), les contraintes su. ont le sens suivants.

« q. < ¢; : garantir la terminaison de l'algorithme,

. q! < g, : éviter des redémarrages inutiles,

« choisir ung; le plus particulier possible : permettre le plus d’optintisas.
C’est ce que réalise I'anti-unification.

La généralisation dans Fuse [WCRS91] fait également interdes sortes de types, qui représentent un
ensemble de valeurs. Elles apportent un degré de finessaéai@ire dans la généralisation, entre une valeur
statique, connue, et une variable, qui peut désigner n’itapgprelle valeur.

Il faut noter que I'état courant est en pratique un sous-tetméerme que I'on transforme. C’est le cas
notamment lors d'appels emboités. Il est alors qualifactif (active call) [Tur88, WCRS91]. En pratique,
ce sous-terme est celui sur lequel porte la transformatomante ou suivante. C'est sur ce sous-terme que
s’exprime le test du critére et la généralisation.

Le probléme de trouver une bonne généralisation est aussi prdees la preuve par récurrence. Par
exemple, pour démontrer l'identité x + (z + ) = (« + x) + = » sur les entiers naturels, avec les axiomes
ordinaires de I'addition, la récurrence szrn’aboutit pas ; il faut d’abord généraliser la proposition en
«z+ (y+z) = (z+y)+ z». Un systeme de démonstration automatique est un autre exdrapfgication
de I'algorithme de redémarrage généralisé : d’'une part il 6émia terminaison, et d’autre part il Enumére par
anti-unification des généralisatiorsntéressantes.

6.2 Terminaison et critere d’arrét.

Les problemes de terminaison sont généralement indécidabfaae rdans des cas apparemment simples
[Dau89, DLR93] : on ne peut pas toujours assurer que I'exécuta s’arréter en un nombre fini d'étapes.
Si I'on veut mettre en ceuvre en toute sécurité un algorithmeatsformation de programmes, il faut donc
prendre des mesures coercitives.

On emploie pour cela uaritere d’arrét, qui procure la garantie gu'une exécution parcourt toujours
nombre fini d'étapes, quitte a l'interrompre prématurément. f#at,esi I'on progresse par transformations
élémentairesuccessives (c§1.1.5, transformations), un processus de transformatiomgposéefcf. §1.1.5,
algorithme) peut fournir malgré tout un résultat partiestpril est interrompu.

Il différe en cela des outils employés en réécriture qui fouamtsine garantie de terminaisanpriori
[Der87] : on montre que le systéme de réécriture se termineustaulcun contrble n’est nécessaire ensuite
a l'exécution. En revanche, le probleme est différent dans $edes transformations de programme car
I'enchainement des transformations ne se termine pas en bénist le critére d'arrét qui aide a forcer la
terminaison.
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Nous avions remarqué (¢f3.4, notes de bas de page numéros 7 et 9) que des limites physiogtiales (la
taille mémoire de la machine) font des colts moyen et presqteupaes exercices paradoxaux et dangereux.
On reléve un phénomene analogue a propos des critéeres d’arréimitbeephysique temporelle (le temps
gue peut attendre un humain devant une machine, ou le tenepseqgul fonctionner une machine sans panne
irrémédiable) bornent le nombre d’'étapes pratique d'un peased’exécution. |l vaut mieux obtenir un resultat
partiel en un temps raisonnable, qu’un résultat meilleurngtemnps qui, bien que toujours fini, est astronomique.

Il ne faut pas négliger non plus les cas de décidabilité spécHignar exemple [Dev90]) : de méme gu'il est
« raisonnable de chercher des améliorations optimales psutldsses de programmes relativement simples,
et de se contenter de modestes mieux pour les classes plyegesy (introduction du chapitre 4), il est
aussi souhaitable d’'inclure dans les systemes automatitpugansformations de programme le maximum de
cas décidables. C’est déja ce qui se passe pour les prograremeniulation de systemes de réécriture, qui
implémentent souvent un ensemble hétéroclite de techniquedeafiouvrir plus ou moins automatiquement
le maximum de cas courants.

Dans cette derniere section, nous n'apportons pas réelledeenésultat nouveau ou novateur. Nous
présentons simplement une démarche intellectuelle pouratéqiet| critére d’arrét employer dans un systéme
de transformation : définition, nature, qualités. En partiguhious ne proposons pas une taxinomie des critéres
d'arrét, comme nous l'avions fait au chapitre 3 pour les i@stde co(t. La section se conclut sur la suggestion
d’'un « bon» critére.

6.2.1 Critéere d’arrét.

Un critére d'arrét est un tesk pessimistes que I'on effectue a chaquitaped’'un processus itératif afin de
déterminer s'il y a umisque de non-terminaisoi prend en entrée uétat, représentant I'étape courante, et un
historiquecontenant la liste des états qui le précédent. Il fournit emeskuihe des réponses suivantes :

Pas de risque de boucle.On garantit que pour l'instant on est en terrain sOr et que poarra plus tard
interrompre I'exécution si le risque de ne pas s'arréter aerep grand.

Risque de boucle. On a détecté une possibilité de boucle infinie. Peut-étre leepsos va-t-il se terminer de
lui-méme un peu plus tard, mais ce ne peut étre garanti. Il @esedté d'interrompre I'exécution.

Un critére d’arrét peugventuellemerdffiner son verdict ainsi :

Boucle infinie certaine. Le critére d'arrét certifie que I'on est entré dans une voie caipas de fin. Il faut
interrompre I'exécution.

Pas de boucle. Si I'état courant permet d’anticiper la terminaison , on penttoute sécurité poursuivre
I'exécution comme dans le cpas de risque de boucld n'est méme plus nécessaire d’avoir & nouveau
recours au critere d’arrét pour les étapes qu'il reste encoegGourir.

Ces deux derniers jugements ne sont pas essentiels ; lesedpgegue de bouclet pas de risque de boucle
suffisent & constituer un critére d’arrét.

D’autre part, un critére qui fait ces précisions a nécessairtennge connaissance sur le mécanisme de
fonctionnement du processus d’exécution. Sinon, déclarexécution infinie (resp. finie) en n’en examinant
gu’une partie finie ne fait pas de sens.
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A titre d’exemple, si I'on déclare unboucle infinie certainece peut étre parce que I'on repasse par
un état strictement identique a un état antérieur comme leafddriction« fun f£(x) = 1::£(x) ». Plus
généralement, cela peut étre di a un état qui a gimssnditionnellementC’est le cas par exemple pour
la fonction« fun £(x) = 1::£(2::x) » dont I'’évaluation boucle a l'infini en construisant au dessus d
terme sans jamais regarder sa structure. De maniére plus lgéeécare, c'est aussi le cas pour les fonctions
comme« fun £(2::x) = 1::£(2::3::x) » qui peuvent explorer 'argument (ici par le motf: : x) mais
qui reprennent I'exécution en construisant un nouveau telermaéme frontiere extérieure (ii: : 3: : x).

6.2.2 Nature des critéres.

Nous avons déja rencontré quelques types de critéres d'airél @.4, 1.4.3, terminaison). Les constructions
les plus courantes en évaluation partielle sont les suigante

Décroissance. Une fonction entierer définie sur les états,, doit décroitre strictement a chaque étape :
7(z, 1) > 7(x,). Si c'est le cas, on réponplas de risque de bouglsinon la réponse esisque de
boucle C’est par exemple la fonction taille | sur des états qui sont des termes algébriques. Dans
I'historique, on ne conserve en pratique que I'état précédent, ou simplement I'entier (z,, ;). Plus
géneralement, ce type de critére exprime que la suite des étad€droitre strictement selon une relation
bien fondée.

Borne. Une fonction entiére doit rester dans les limites d’'une borhejui peut étre fixée, arbitraire, ou bien
déterminée par(z,). Cette fonction doit en outre étre telle que le nombre d’'étadyant une image
7(x) donnée doit étre fini, a la maniere de la taille définie pour le colt ptique (cf.§3.4.9). Tant que
l'image parr de I'état courant ne dépasse pas cette borne et que les étatsrpardifferent, c’est-a-dire
si 7(z,) < betVi<n z; # z,, on répondpas de risque de bouglsinon la réponse esisque de
boucle Dans une formulation plus générale, on quotiente les étatsgaelation d’équivalence d’'index
fini et I'on teste siz; ~ z,,. L'historique est ici constitué de I'ensemble des étatsqanes. La aussi;
peut étre la fonction taillé. | sur les termes.

Beau préordre. Le critére d'arrét est défini par un beau préordréef. §6.1) et I'historique composé des états
déja parcourus. Sil'ontrouve a I'étapein indice: < n telquez; < =z, laréponse estsque de boucle
sinon elle espas de risque de boucl€omme dans le cas de la décroissance a propos de la relation bi
fondée, ce beau préordre est défini en pratique par I'applicdtiore fonction de transport qui envoie
les états vers un beau préordre connu.

On peut remarquer que le typerneest un cas particulier du typkcroissance c’est le nombre d'états non
encore parcourus et inférieurs a la borne fixée qui décroit. De mérhgeborneest un cas particulier du
typebeau préordrenu la relation est définie par; < z,, sSib < 7(z,).

Par ailleurs, les démonstrations qui prouvent qu’'une wlatist urbeau préordrefont parfois intervenir
unedécroissancecar ce sont des preuves par récurréntiexiste néanmoins des preuves non-constructives,
qui n"admettent pas d’'équivalent apparent [NW63].

20n peut également noter que le rapport entre un historique réduit a I'état précédent, etriguieisomposé de tous les états déja
parcourus, est du méme ordre qu’entre la récurrence faible (la propoBitior- 1) est déduite dé’(n) seul) et la récurrence forte
(P(n + 1) est déduite d®(n), P(n — 1)...., P(0)).
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6.2.3 Qualités d'un critere d’arrét.

De la méme maniére que nous avions examinéqleditésd’'une relation de colt statique (les propriétés

souhaitables, c§3.5), nous examinons legialités d’un critére d’'arrétEn revanche, nous ne développons pas
une formulation aussi formelle car beaucoup de notions spétifiques au processus d’exécution considéré
ou au mode de construction du critere.

Permissivité. Laqualité premiére d’un critére d’arrét est d'permissif(tout en restarga(r) ; il doit permettre
de poursuivre les exécutions autant que possible. Dans te dad’évaluation partielle, aller plus loin
signifie optimiser davantage. A I'opposé, un mauvais critéagrét est trop strict ; il voit dessques de
bouclequi n’en sont pas et interrompt prématurément les exécuticass [ classification ddests de
bouclé en programmation logique de [BAK91], étre plus permissiést’étre plugort (stronger).

Promptitude. Un bon critére d’arrét est aussi un critgm@mpt qui agit au plus tot : lorsqu’une réelle boucle
infinie « survients, il doit la détecter rapidementigque de boucle®u éventuellementboucle infinie
certaing et ne pas laisser I'exécution continuer pour l'interromgdnealement, un peu plus tard. En
pratique, dans le cas d’'un processus d’optimisation, ugrerimoins prompt déroule inutilement des
boucles, de sorte que le code généré est plus volumineux peyeuformance similaire. Par ailleurs, le
processus d’optimisation lui-méme est plus colteux en tetngs espace.

Perspicacité. Un bon critére est égalemguerspicace il déclareboucle infinie certainég ou un autre dit sim-
plementrisque de boucleDans certains cas, cette information peut étre la sourggiditsation [Bol91].

En revanche, déclargras de bouclepuis finir quelques étapes plus loin, la on autre critére dit
simplementpas de risque de bouclet s'arréte, de la méme maniére, apres ces mémes étapes, n'a pas
d’intérét majeur, si ce n’est une économie du nombre de tests.

Critére intrinséque. Un bon critére d’arrét est un criténetrinséque par opposition a un critére qui repose
sur la donnée extérieure de paramétres, comme des bornesidscsotapteurs (cf1.3.4, terminaison).
Par ailleurs, ajuster des valeurs en vue d’obtenir un bontaésuécessite une connaissance sur le
mécanisme d’optimisation. Néanmoins, bien que cela entadstla caractére automatique d’'un systeme
de transformation, cette paramétrisation peut parfois éstfige si elle permet de mieux traiter un
probléme plus spécifique.

Codlt d’évaluation. Enfin, il ne faut pas non plus perdre de vue I'aspect pratiquectitére est bon si son
évaluation est peu codteuse. Bien que ce dernier point n'infleep théorie sur la nature du résultat, il
peut le faire en pratique si les temps de calcul sont trés Ipraisle paradoxe cité dans I'introduction
de la sectior§6.2).

Atitre d’exemple, nous indiquons comment s’expriment eesités sur les critéres explicités a la sec§érp.2,
dont nous reprenons aussi les notations.

« Un criteredécroissanceest plus permissif qu’un critém@ecroissancesi ; >
Un critéreborng est plus permissif qu’un critetgorne, si b, > by, et 1, < 7y
Un critérepréordrg est plus permissif qu'un critéqgéordre, si <; C <,
« Un criteredécroissanceest plus prompt qu’un criter@écroissance si r; < 7
Un critéreborng est plus prompt qu’un critéteorne, si b; < b, OU T, > 7y
Un critérepréordrg est plus prompt qu’un critengréordre, si <; D <,
- Les critéres du typdécroissancetbeau préordresont intrinséques alors que les critéres de typame
ne le sont pas.

3Ces tests sont employés pour corriger dynamiquement I'incomplétude de la régle de résolutionaie P
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. Il n'y a pas de propriété générale qui concerne la perspicaeité&’est une qualité qui suppose une
connaissance spécifique sur le processus d’exécution.

- Siles colts des tests sont voisins, un critére de d@meoissancest moins colteux qu’un critere de type
borneoubeau préordrecar la comparaison est relative au seul état précédent, et man Ehistorique.

Il faut noter que les propriétés concernant la permissivitg@omptitude ne sont que des conditisngfisantes

D’autre part, on remargque que permissivité et promptitume paradoxalement des qualitéspposées
car les conditions suffisantes mentionnées sont contraines tle I'autre. Cela vient du fait que la perspicacité
fait du sens sur les exécutions qui se terminent, et la prtumgtisur celles qui ne se terminent pas.

La permissivité n’est pas une quali&difficile » a réaliser, mais c’est aux dépens de la promptitude et du
caractére intrinseque. En effet, il est toujours possible @ &irbitrairement une profondeur d’exploration de
'exécution. Plus cette profondeur est grande, plus on astipsif. En revanche, on est«dautants moins
prompt. Par ailleurs, un tel critére n’est pas intrinseque.

6.2.4 Un bon critere d’arrét.

Pour motiver ce bavardage, nous indiquons a présent un alisirét qui nous semble excellent au sens des
gualités définies a la section précédente §6f2.3). D'une part, il est intrinséque. D’autre part, il réalun
bon compromis entre permissivité et promptitude. Enfin, siin d’évaluation reste (presque) raisonnable. Il
est défini & l'aide de la relation suivante.

Définition 6.2. (Plongement homéomorphe pur)
Soit F' une signature. La relatiorl de plongement homéomorphe p(pure homeomorphic embedding)
dansM (F') est définie par :
e Vs, teM(F) s= f(s1,...,8m) <glty,...,t,) =1 SSi
(Fien] s < t;) ou (f =g et Vjen] Fiy,..c,im€N 1 <4 < -+ < 4y < n et
Sj ﬂ t77)

Il s’agit en fait du plongement homéomorphe de la relation aliég (cf. §N.10). C’est une relation d’ordre.

Le critere s’exprime ainsi.

Définition 6.3. (Critére de Higman-Kruskal)

Si F' est une signature finie, dont les opérateurs ne sont pas néepssai d'arité fixe, la relatiord de
plongement homéomorphe dab§ F') est un bel ordre. Elle définit donc un critere d’arrét pour toutessus
dont les états varient (naturellement ou par I'intermédidivae fonction de transport, of6.2.2) dans\/ (F).
Nous le désignerons sous le nomatligére de Higman-Kruskal

En effet, on doit a Higman le cas d'une signatitdinie dont les opérateurs sont d'arité fixe [Hig52],
et a Kruskal la généralisation & une arité quelconque [Krue®kection§N.10 donne une formulation plus
compléte du lemme de Higman et du théoreme de Kruskal, dont pegitidon précédente est dérivée.

Les plongements qui font I'objet de ce lemme et de ce théoremergouemment utilisés pour résoudre
des problemes de terminaison dans les systémes de réécritu® [Dd90]. En particulier, la notion didre
de simplification(simplification ordering) est tres proche de celle du plongemé a d’ailleurs été démontré
gue si deux termes sans variabest ¢ sont tels ques < ¢, alorst ne peut étre inférieur a dans aucun ordre
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de simplification [Der82]. Néanmoins, parce que les objedifferent (cf. 'introduction de la sectio§6.2), le
critere méme est d’'un usage plus rare. Il a toutefois été uthsé un but voisin par Plaisted dans le cadre de la
procédure de complétion de Knuth-Bendix [Pla86]. Par adlenous prétendons que le critere de terminaison
employé dans 'algorithme de supercompilation &&AR est un cas particulier du critere de Higman §df4.3,
terminaison). |l apparait également dans [BAK91], que notisnd plus haut a propos du test de boucle.

Afin de justifier notre intérét pour ce critere, nous examinonsesigualités (au sens de la sect§éi2.3) il
vérifie. Pour les remarques qui suivent, nous aurons besompteposition élémentaire suivante, qui exprime
la monotonie de la fonction taille par rapport aux relatighst <.

Proposition 6.2. (Propriété du plongement homéomorphe pur)
La relation< de plongement homéomorphe pur vérifie :

o Vs,t€ M(F) si s <t alors |s| < [t
Par conséquent, siest un sous-terme propre gealorss  t.

Pour motiver I'étude de ce critére particulier, notons enfingpuérmulation algébrique permet un emploi
facile et immédiat dans un grand nombre de circonstancesersgs de transformation, langages et schémas
de programmes.

Critére intrinséque.

La premiére remarque que l'on peut faire sur ce critéere d'asEge’il est intrinseque ; il ne nécessite pas
la donnée de paramétres de contrdle ; il suffit de savoir que tetsite est finie. Il arrive toutefois que des
signatures soient infinies. Nous examinons quelgues cas :

Infinitude des entiers. Si des données en nombre infini, comme les entiers par exengparassent
explicitement dans la signature, il faut leur substituex teprésentation qui emploie une signature finie. Ainsi,
les entiers positifs peuvent étre remplacés pour les besuitestipar une représentation sous forme unaire :
{0 : nat, s: nat — nat}, ou plus généralement dans une base quelconque.

En pratique, il est plus simple de considérer en fait le plorey@ homéomorphe (c§N.10) non pas de
I'égalité sur tous les symboles, mais du bel ordre défini comarges sur les entiers et = » sur les autres
symboles. On évite ainsi une représentation intermédairgeinut

En ce qui concerne les entiers négatifs, on peut par exengpfaite intervenir par I'intermédiaire de leur
valeur absolue. Il faut toutefois noter que ces adaptafiantcularisent le critére avec des opérations centrées
autour de zéro (ce serait tout autant le cas avec un entierguarzéro). En toute rigueur, il n'est pas réellement
intrinseque.

Si ce caractére intrinséque n’est pas important, on peut qustienter un ensemble infini d’'opérateurs par
une classe d’équivalence d'index fini (§1.3.4, terminaison).

Infinitude pour cause de typage. Linfinitude de la signature peut étre due a des raisons de ¢yf2gtait
le cas par exemple pour nos transformations de schémas glgében schémas réguliers §2.5.8, 2.5.9),
ou il fallait introduire un opérateutall,, ., . pour chaque type; x --- x s, — s. Dans I'exemple de 8oL,
la signature, finie dans la spécification algébrique, deviesi aifinie dans le cas régulier.
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Pour lever ce probléme, il suffit d'omettre I'information d@#&ge et de ne conserver, au moment du test,
gu’un unique opératewll d'arité quelconque.

Infinitude des variables. Que les variables soient algébriques (dans le cas des schémaegtamme
algébrigues) ou syntaxiques (dans le cas des schémas denpnagyréguliers), elles se présentent toujours en
nombre infini. Le dépliage notamment peut en énumérer une infinigdt @ cas également des variables de
la programmation logique, qui peuvent étre fabriquées dygaement a I'exécution.

Il faut noter que pour le plongement homéomorphe pur, lesiblas font partie de la signature au méme
titre que les autres opérateurs. Il ne s’agit pas d’un filtrage pour cela [Sti88]).

Une premiére solution est de confondre toutes les variabli@si, un terme commé (x, true, ¢(y,x)) ou
if (var(z), true, ¢(var(y),var(z))) est traduit enif(var, true, p(var, var)). Néanmoins, cette simplification est
un peu grossiére au sens de la permissivité ; elle interrompasiculier une dérivationp(z,y) — ¢(z, 2)
alors que I'on peut imaginer que davraie » boucle se situe en fait au niveau d'yr(z, z) —* ¢(z',2'). De
méme, elle interrompt une permutationz,y, z) —* ¢(y, z,z) —* p(z,z,y) —* ¢(z,y,2) au tout début,
sans couvrir un cycle complet et attendre la bouctéelles.

Lorsque I'ensemble des variables est dénombrable, on psotias un entier & chaque variable. On se
ramene ainsi aux cas ci-dessus de la représentation dess gratieune signature finie, ou de I'adaptation du
plongement homéomorphe. Cependant, le critére n'est pluasatue car il faut spécifier la fonction des
variables vers les entiers. On peut éviter cela en numéraamiariables avec une notation normaligé&ela
de Bruijn» : des termes commé (z, true, p(y,x)) ou if(var(z), true, p(var(y),var(z))) sont alors traduits
enif(var(0), true, p(var(1),var(0))).

De plus, afin de tenir compte des variables communes — celatausum sens en programmation
logique — on peut attribuer les indicemultanémentlans les deux termes a comparer. Ainsi, au cours de
la permutationy(z,y,z) —* ¢(y,z,2) —* ¢(z,z,y) =* ¢(z,y, z), les termesp(var(0),var(1),var(2)),
w(var(1),var(2),var(0)) et ¢(var(2),var(0),var(1)) ne sont pas comparables entre eux, et I'on ne signale
aucun de risque de boucle. Par contre, on s’arréte bien audhmé période exactement, lorsqu’on retombe
sur le méme terme ¢ (var(0),var(1),var(2)) < ¢(var(0),var(1),var(2)). On réalise ainsi un bon compromis
entre permissivité et promptitude.

Néanmoins, cette adaptation n'est que partiellement agisfte car elle introduit un ordre entre les
variables qui, bien gu’il ne dépende pas d’'une quantité eés| varie cependant en fonction du nombre de
variables et de leur position dans le terme.

Si I'on veut conserver un critére intrinséque, il faut examitmeitesles numérotations possibles des va-
riables. Par exemple, pour le terme= if (z, true, ¢ (y, z)), untests < ¢ correspondra a la disjonction des deux
testss < if(var(0), true, p(var(1),var(0))) et s < if(var(1),true, p(var(0),var(1))). Plus généralement, si
ett font apparaitre: variables distinctes, le test< ¢ demanden! tests élémentaires; < ¢, correspondants
aux différentes maniére d'indicer les variables. On peutiagscela comme les tests de plongement homéo-
morphes, non pas purs, mais construits sunle®lations d'ordre correspondant aux différentes maniéres de
comparer les variables.

Cette derniére formulation est intrinséque et ne priviléggeyree maniére de regarder un terme. Elle permet
€galement de n’interrompre une permutation gu’en fin de périeleevanche, son évaluation est plus colteuse
(d'un facteurn!). Toutefois, il est possible de factoriser une grande @altis vérifications structurelles dans
lesn! testss; < t; pour se concentrer principalement sur les différentes madiérdicer.
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Environnements explicites. Dans le cas d’environnements explictes, il faut explicitdiaide de quelques
opérateurs (un nombre fini) les manipulations de stokage etéa Qui plus est, cela va dans le sens d'une
représentation plus concréte, donc potentiellement plus fideleéxécution (cf§2.3).

Permissivité.

Comme nous l'avons dit plus haut, il n'y a pas de caractéasagénérale de la permissivité. C'est sur des
exemples que nous l'avons évoqué a propos de l'infinitude dibles, et c'est encore sur des exemples que
nous l'illustrons ici.

Distributivité.  Considérons I'application d’une regle de distributivité(z, g(y, 2)) — g(f(z,y), f(z, 2))).
Alors gu’un critére de décroissance basé sur la taille desteditrisque de bouclear|g(f(z,y), f(z,z))| =
342|x| + |yl + 2] > 24+ ||+ |y| + ly| = |f(z,9(y,2))|, le critere<d déclarepas de risque de boucl&n

effet, f (z, g(y,2)) 4 g(f(z,y), f(x,2))) ssi f(z,9(y,2)) < f(z,y) ou f(z,g(y,2)) < f(x,z). Orcelaest
impossible (prop. 6.2).

Fonction de Ackermann. Pour montrer que ce critére permet de poursuivre une exécrglativement
loin, nous donnons I'exemple du contrGle de terminaisoraderiction de Ackermann, fonction non primitive
récursive dont la croissance extrémement rapide est nokores transformons pour cela la définition donnée
a la sectior1.3.2 afin d’employer des entiers en notation unaire.

fun ack( 0, y ) = S(y)
| ack( S(x), 0 ) = ack( x, S(0) )
| ack( S(x), S(y) ) = ack( x, ack( S(x), y ))

Cette formulation, traduite en termes de régles de réécrjtestainsi construite sur une signature finie :

ack(0,y) — s(y)
ack(s(z),0) — ack(z,s(0))
ack(s(z),s(y)) — ack(z,ack(s(z),y))

Nous montrons que, pour topfg € IN, aucune dérivation deck(s”(0),s?(0)) selon la stratégie de I'appel par
valeuf ne vérifie la condition de plongement. Nous ne donnons que deslgs lignes de la démonstration.

1. On montre par récurrence sur la longueur de la dérivationaguieermet qui apparait dans la dérivation
ack(s?(0),s(0)) —* ¢ est de la formes™(0) ou bien ack(s*'(0), ...ack(s*"-(0),s"~(0))...) avec
n>1etk,...,k, > 0.0nemploie pour cela I'hypothése sur la stratégie de réduction

2. Du fait de la structure en peigne trés particuliere de ceme®r pour toute dérivation de la forme
ack(s?(0),s%(0)) —* t —* ¢, larelationt < ¢’ se traduit de la maniéere suivante.

!

t = ack(s"(0),...ack(s*-1(0),s (0)) ...) < ack(s*1(0),...ack(s"1(0),s"
ssi

(0))...) =t

*Le résultat reste vrai pour une stratégie quelconque, mais la démonstration est pluslidiegtégalement pour une formulation
en termes de schémas de programmes, par oppposition aux motifs que comportent la défiadiatiaths la définition en termes de
regles de réécritures ci-dessus.
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Or, la fonctionack eststrictementcroissante en chacun de ses arguments, de méme que lesdontion
Ay.ack(c,y) pourc € IN fixé :

ack(z,y) > y
ack(z +1,y) > ack(z,y)
ack(z,y+1) > ack(x,y)

Dans la mesurewt et s’évaluent en la méme valeur, il est donc impossible d’'uneqat.’ > n,

et d’autre part qués; < k; pour n'importe quelj € [n]. Par conséquent, = t' ssi n = n' et
Vji€ln] k; < kj. Autrement dit, la seule possibilité d’avadird ¢ au cours d’une dérivation est que
t=1t.

3. Puisque la stratégie est fixée, déterministe, cela signifie gla la dérivation ne se termine pas car on
repasse par un méme terme. Or on sait que I'exécutionckese termine, et en particulier pour cette
stratégie de réduction. Il donc également impossibletgue’.

4. Par conséquent, aucuns termest’ obtenus paack(s?(0),s%(0)) —* t —* ¢’ ne vérifientt < ¢'.

Le critére de Higman-Kruskal permet donc I'exécution comptitda fonction de Ackermann.

Promptitude.

Etre prompt c’est détecter les boucles au plus tdt. On peut remarqueledast de plongement est positif
lorsque tous les arguments d’'un appel récursif ont cru (otrestés constants). Cela vaut pour les entiers :

si pourtoutie[k] n; <nl alors f(s™(0),...,s™(0)) < f(s™(0),...,s™(0))

et plus généralement pour toutes les structures de donnéesy'igsagmbrication dans la construction des
termes. Cela permet d’'interrompre un grand nombre de beudiaies parmi les plus courantes, juste avant la
seconde itération.

Codt d’évaluation.

La définition du test de plongement fait apparaitre une disjamct’évaluation du test semble étre relative-
ment colteuse car il faut effectuer récursivement un branehesur les deux cas. Néanmoins, en dépit des
apparences, le test de plongement n’est pas exponentiglingaire [Sti88, Gus92] ; il est proportionnel a la
taille des deux termes testés et a la plus grande arité.

En revanche, si I'on désire prendre en compte au niveau dulésspropriétés liées a la sémantique du
langage, comme I'associativité ou la commutativité, la dexifgé augmente. Atitre de référence, nous avons
extrait de [Sti88] les résultats mentionnés dans le tableau 6.

Des heuristiques aident également une mise en ceuvre prdtajcentraposée de la proposition 6.2 fournit
a faible codt une condition suffisante de non comparaison.ti@&aart, si I'on prend aussi en compte dans
I'algorithme les types des fonctions, on élimine les comigare d’opérateurs qui ne font pas de sens.

Une voie de recherche consiste a trouver une condition degetoent plus faible, qui reste compatible
avec le lemme de Higman ou le théoréme de Kruskal, et dont I'&tialu soit moins colteuse. En effet, la
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Type de plongement Complexité
homéomorphe pur O(|s] - |t] - a)

avec opérateurs associatifs O(ls]?. [t] . a)

avec opérateurs commutatifs O(s|.|t|.a*®)
avec opérateurs associatifs et commutatifgsobléme NP-complet

(le nombrea estla plus grande arité qui apparait danet ¢)

Tableau 6.1 : Complexité du test de plongement ¢

suite de termes énumérée lors d’'une exécution n’est pas quakconbaque terme.; est déduit de; par une
opération élémentaire qui n'explore en pratique qu’une pdcrtigermet;.

Par exemple, considérons des constructeurs de types de dofingeh et h'. Si o(f(h(g(h'(a)))))
suit immédiatemento(f(g(a))) — il y a alors plongement — cela ne peut étre di qu'a des regles qui
en terme de motifs, représentet(f (g(a))) — (£ (h(g(h'(a)))), (p(f(9(x))) — ©(f(Alg(h(a)))),
(p(f(z)) = e(f(h(g(h'(a)))))), ou{p(z) — ¢(f(h(g(h'(a)))))). Or ces régles ne permettent pas de boucler
ou bouclent trivialement. En revanche, if (h(g(h'(a))))) ne suit pas immédiatement(f(g(a))), cela
signifie que l'insertion deh et de k' s'est effectuée en deux étapes (sinon, on peut reproduire leemém
raisonnement que précédemment). Par conséquent, on peutémiagiter la profondeur du test d'imbrication
de la définition plongement et réduire ainsi la combinatoire.

Conclusion du chapitre.

Nous avons donné une formalisation abstraite de I'algmétide redémarrage généralisé (déf. 6.1) et ouvert
ainsi son champ d'application. Aprés avoir dit en quoi sa teaison n’'avait pas été rigoureusement prouvee,
nous en avons donné une démonstration compléte (prop. 6i4)nBus avons étudié la nature de la fonction de
généralisation, et dit notamment en quoi I'usage courantasiiunification était une heuristique (§6.1.3).

D’autre part, nous avons étudié la notion de critére d’arrés siiftérents angles : réponses produites (cf.
§6.2.1), nature (cf§6.2.2) et qualités (c£6.2.3). Cette analyse a permis de justifier les mérites du eritér
Higman-Kruskal. En particulier, nous avons montré gu’'iipait controler I'évaluation totale de la fonction de
Ackermann (cf§6.2.4, permissivité).

La s’arréte notre discours. Nous dressons a présent un bilaotaeparcours et concluons sur les limites
de 'optimisation par évaluation partielle.
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Avant de clore cette étude, nous faisons une récapitulatipideales points abordés dans le document. Le
lecteur trouvera un compte rendu plus détaillé, comportatanmment la référence des résultats obtenus, en
conclusion de chacun des chapitres. Nous mentionnonstemgiglques voies de recherche qui poursuivent
ces travaux, et concluons sur les limites de I'évaluatiotigibe.

Chemin parcouru.

Nous retragons ici les étapes importances de cette these.délleitgé sur un panorama de I'évaluation partielle.

1. Tour d’horizon de I'évaluation partielle. Nous avons présenté dans le premier chapitre une vision
analytigue et synthétique de I'évaluation partielle, centiéeles trois grands axes : spécialisation,
supercompilation, évaluation partielle généralisée.

Nous avons mis en évidence quelques déficiences qui, sansreesrettause les applications pra-
tiqgues, montrent néanmoins l'insuffisance de certainesfietions. Elles concernent notamment la
nature des optimisations et la terminaison des algorithmes

Une seconde partie s’est consacrée a la formalisation diepnetde I'évaluation partielle.

2. Sémantique et exécution.Afin de poser des bases pour le raisonnement, nous avons @repdkistré
a l'aide d'un exemple de compilation, une formalisation aegléles d’exécution. Nous avons indiqué a
guels niveaux s’établissaient les compromis entre le deigigstlaction d’'un modéle d’exécution et sa
fidélité a une implémentation. Nous avons montré comment irfempcomme modéle d’exécution une
spécification en sémantique naturelle ou au moyen de schémasgiampmes.

Par ailleurs, nous avons étendu le type de regles employé miantique opérationnelle des
schémas de programmes afin de mieux pouvoir représenter un nabelédeution donné. Nous avons
également montré les avantages d’un schéma régulier sur unacthgdbrique en termes de puissance
d’expression et de fidélité, et fourni des procédés de traductdiim a I'autre.

3. Mesure de performance. Ensuite, nous avons formalisé un modéle de performanceda kéiine notion
de codt abstrait, capable de représenter des quantités coneneps d’exécution ou I'espace mémoire
consommeé. Nous avons défini une mesure de performance généritpsrsadeles d’exécution spécifiés
au moyen de la sémantique naturelle ou des schémas de progrilouseavons ainsi montré comment
attribuer un co(t a une exécution, puis a un programme, codsm®nme un ensemble d’exécutions
possibles.

Ce cadre formel nous a permis de construire ensuite toutgamene de comparaisons de codt (colt
absolu, moyen, maximal, presque partout, fini, presque fmitdi asymptotique, majoré, selon une
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distribution). Nous avons étudié quelles qualités recherdhies une comparaison de codt, comment ces
qualités étaient reliées entre elles, et lesquelles étaieffitesrpar les colts que nous avions construits.
Enfin, nous avons établi les propriétés d'inclusion de ces modelesits afin de fournir des échelles
de comparaison sur les transformations.

Optimisation et optimalité. Cette étude a conduit & une définition formelle de I'évaluatiaotigike.
Nous avons montré |'existence de trois typesdeeilleures évaluations partielles(optimale forte,
optimale faible et minimale), que nous avons illustrés ssintedéles de colt précédents. L'examen de
leurs propriétés générales a fourni des renseignements daydaditatif et quantitatif qui permettent de
mieux apprécier un résultat d’évaluation partielle.

Nous avons ensuite analysé les difficultés intrinséques desatials partielles optimales et mi-
nimale. Nous avons donné des meéthodologies pour affirmer omatfifexistence de ces meilleures
évaluations partielles, et montré qu’en général il n’en eitiptss. Toutefois, dans le cas d’'un programme
de domaine fini, et moyennant quelques hypothéeses sur le mapkridrmance, nous avons pu établir
gu'il existait toujours une évaluation partielle minimaBautre part, nous avons montré et illustré com-
ment employer un langage intermédiaire pour résoudre deepneb d’évaluation partielle optimale ou
minimale.

Une troisieme partie a présenté des outils pour réaliser ubragsiutomatique de transformation de programme.

5. Transformations et correction. Nous nous sommes intéressé a la correction des transfonnate

pliage/dépliage dans le cadre des schémas de programmesfsétoas avons repris la condition de
dépliage/pliage faible et établi des lemmes de commutatsuitdes systémes de réécriture. Nous avons
ainsi pu étendre I'hypothése de linéarité a gaueh& droite des régles sémantiques en une condition
plus faible de linéarité a gaucloai a droite. Nous pouvons ainsi statuer sur la correction danardage

de cas pratiques.

Nous avons également examiné le cas d'une séquence de traatfmrs qui autorise plus de liberté
dans le choix des schémas employés pour faire les pliagesdgpbages. Nous avons montré comment
établir sa correction en la ramenant au cas précédent.

Algorithme et terminaison. Nous avons ensuite analysé l'algorithme de redémarrage djéaéra
Nous en avons donné une formulation abstraite et nous avwq@ig@e pourquoi les preuves de sa
terminaison étaient hatives. Nous avons montré que 'algogtterminait néanmoins, sans hypothéses
supplémentaires. Par ailleurs, nous avons aussi étudiéugerds la fonction de généralisation.

Nous avons également fait I'étude des critéres d'arréts, algilsontrble de I'algorithme de redé-
marrage généralisé et, plus généralement, des algorithmeduditon partielle. Nous avons examiné
leur nature et énoncé quelles étaient leub®nness propriétés. Nous avons conseillé et justifié 'emploi
d’un critere d’arrét particulier, fondé sur le théoreme de Kalisk

Nous donnons a présent quelques prolongements possibletielagproche.

Perspectives.

Nous voulions réconcilier pratique et théorie afin de clarified@tablir certaines justifications. Nous pensons
y étre parvenu sur plusieurs points, mais il subsiste enceseagdestions et des voies de recherche ouvertes.
Elles expliquent aussi la prépositianverss dans le titre de cette thése.
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Des transformations aux codits. Pour réaliser un évaluateur partiel qui repose sur la foratidis que
nous avons présentée, il nous manque une méthodologie et dissqoiitnous aident & mettre en
correspondance transformations et comparaisons de caittéveloppements sont indispensables pour
pouvoir traiter rigoureusement une application de tadlelle (pas simplementdL ou ZML!). Des
résultats préliminaires en programmation logique nousdaigsenser que notre approche est viable
gue cette these n’était pas un vain exercice de’style

Transformations élémentaires globales. Nous n'avons envisagé que des transformations élémentaires
cales qui agissent sur une zone ponctuelle du programme (plaggiage, réécriture suivant les lois
algébrigues). Il faudrait aussi prendre en compte les toamsitions €lémentairggobales qui nécessi-
tent un parcours itératif, comme par exemple pour le calaui goint fixe.

Correction des transformations de pliage/dépliage. |l reste encore a affaiblir davantage la condition de
linéarité qui permet de ramener une transformation de pliggéiage quelconque en une transformation
de dépliage/pliage faible (c£5.4.2, et note de bas de page numéro 1). Une autre possilstitdee
reprendre certains des outils proposés et mis en ceuvre poépliage/pliage faible [Kot80], et de les
appliquer a des transformations de pliage/dépliage plus gieser

Affaiblissement du critére de Higman-Kruskal. ~ On peut chercher a réduire le colt d’évaluation du critére
d’'arrét de Higman-Kriskal en affaiblissant la condition dergement. Il faut s’appuyer sur le fait que
la suite des états d'un programme transformé n’est pas quapleo(cf.§6.2.4, colt d’évaluation).

Emploi des informations de typage. La connaissance des types permet de meilleures compgatiogast
le cas également de I'évaluation partielle. Par exemple, Ilétimn partielle généralisée peut déduire
z = 3 des contrainte® < z et z < 4 a condition de savoir que est entier. Pour inscrire la notion
de typage dans notre formalisation, il faut faire en sortellgusoit la plus transparente possible pour la
modélisation de I'exécution et de la performance, mais quijgllisse néanmoins étre prise en compte
dans les transformations.

'Nous pouvons exprimer & 'aide de schémas de programmes réguliers plusieurs sémantiquesgtartamation logique (sé-
mantique procédurale [JM84, PP91a], déclarative [AVE82, LI087], multi-ensemble [KK8828b]) en faisant simplement varier
une ou deux régles de lois algébriques (commutativité et idempotence de la conjonction ségquEses, des ensembles ou des
multi-ensembles de substitutions). Ces schémas peuvent aussi bien modélisetibexdela SLD-résolution®®OLOG, qu’un parcours
en largeur d’abord ou un approfondissement iteratif en profondeur d’abord (depth fasv@eleepening) [ST85, Kor85b, Kor85a].
lls permettent également de représenter la performance d’'une compilationejsdapk la WAM [War83, AK90] ou de celle d'une
exécution par un interpréte abstrait. Etablir qu’une transformation fait décuoitrelit nécessite toutefois d’assez longues preuves par
récurrence sur la structure interne des termes manipulés par le programme ndplainifation en mémoire, dans le cas de la WAM,
dépend a priori du passé de I'exécution.

Par ailleurs, la formulation en termes de schémas de programmes met en éwetemtorise de nouvelles transformations, tant
théoriques que pratiques. Elle permet par exemple le pliage d'une disjonction, qui &gitérauparavant par les spécificités du
langage. Elle permet aussi naturellement le pliage d'une conjonction ; bien qu’aboedatraité [LS91, GS91, PP91la, ] depuis la
mise en ceuvre |'évaluation partielle en programmation logique [Kom82, TS84] acem@ist boudé par les évaluateurs partirsUeG,
qui le limitent en pratique au pliage d’'un simple atome.

D’autre part, la structure des termes se préte naturellement au critéigrdan-Kruskal. Pour des résultats automatiques intéressants,
il faut néanmoins I'étendre — il faut faire jouer non seulement I'associativig@@mmutativité, mais aussi la distributibité (§6.2.4,
codt d’évaluation). Il faut aussi étendre la fonction de généralisation de I'algorithmedéenarrage généralisé, afin de traiter les
conjonctions et les disjonctions comme des listes associatives (éventuellementi@atives ou idempotentes). Enfin, pour pouvoir
dérouler les boucles au maximum, il faut faire une transformation préliminair@i@atique, virtuelle) qui accroit le cardinal de la
signature algébrique, tout en conservant sa finitude.

Comme preuve de I'intérét de notre approche, nous espérons, a I'aide de ces outils, pouvoir pbe gaesformenaturellement
et automatiquemerla spécification déclarative d’un tri (énumération de permutations et vérificatiodeya&ltriée), de complexité
exponentielle, en un tri par insertion, de complexité carrée.

2Ces résultats préliminaires (car encore partiels) ont en fait précédé lalfsmtion qui fait I'objet de cette thése.
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Ces perspectives ne doivent pas masquer le fait que I'éiatupdrtielle est soumise a des limitations, qu'il
faut savoir assumer avant de se lancer dans cette entreprise

Limites & I'optimisation par évaluation partielle.

Pour conclure, nous commentons des limites importante®daluation partielle qui remettent en cause, au
moins sur le plan théorique, son bien-fondé. Nous suggéronsno@asmun compromis de réhabilitations.

Limites pratiques.

Les limites pratiques ne sont pas propres a I'évaluationglartElles sont générales a tout systéme qui veut
manipuler des programmes ou s’exprimer sur leur performanc

- Tailledu probleme. Avantd’affirmer qu’'une évaluation partielle réalise effeetivent une optimisation,
il faut déja modéliser fidélement I'exécution et la performanasd’implémentation donnée, garantir
gue les transformations améliorent un colt et démontrer guplEmentation des transformations est
correcte. Or, ce sont des choses que I'on ne sait pas enégrbiém faire a grande échelle. On peut
imaginer ce que cela représente en considérant tout ce qulluagdréciser pour des langages aussi
triviaux que BooL ou ZML.

« Modélisation imparfaite. La compléxité et la nature des processeurs et systémes dtatipio font
I'on ne connait qu’une approximation dyphénoméne d’exécution. Sil'on ajoute a cela les compromis
indispensables en pratique pour définir un modéle d’exécutiploiéable, on ne peut en toute rigueur
affirmer gqu’un programme est meilleur qu’un autre.

. Effort inutile.  On peut aussi remarquer qu’il nous a fallu un effort non-mggglble pour obtenir un
évaluateur partiel optimal de ZML. En fait, la compilatiortiopale en termes de graphe était relativement
simple ; le retour a ZML fut plus compliqué. Or, ce retour esttile si le programme doit ensuite étre
compilé, car il vaut mieux directement exploiter la struetimtermédiaire de graphe. Autrement dit,
I'optimisation par évaluation partielle peut devoir faine wavail en pratique inutile, simplement parce
gu'il lui faut rester dans le méme langage. Cette entrave gatuer en limite pratique lorsque croit la
complexité du probléme.

Limites factuelles.

Par limite factuelle, nous entendons un fait notable, unmmaau’il n'est pas possible ou qu’il n'est pas
souhaitable de réaliser.

« Connaissance de I'évaluateur partiel. L'ambition des hommes et la maitrise croissante des méthodes
de programmation font que les programmes sont de plus envplumineux, complexes et critiques
(sensibles). Il est donc primordial d’automatiser leuatéments. En conséquence, il ne faut pas avoir
a connaitre le fonctionnement d’'un évaluateur partiel — lui mé&a plus en plus volumineux et
complexe — et devoir écrire des programmesdaptés. En particulier, le programmeur ne doit pas se
contraindre & employer des heuristiques.
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« Construction a partir d’'une spécification sémantique. Il n’est pas suffisant de connaitre la sémantique
d’'un langage pour réaliser un évaluateur partiel satisfgisan on ne dispose pas d'informations sur
I'exécution. Il n'est donc pas envisageable de générer auigpneahent un évaluteur partiel a partir de
la seule spécification abstraite d’'un langage.

. Portabilité. Undes arguments enfaveur de I'évaluation partielle esttabitité : une fois le programme
optimisé par évaluation partielle, on peut I'exploiter siluspeurs plateformes qui implémentent le
langage. Pourtant, cet argument n’est pas recevable anftamance dépend de la machine d’exécution ;
il n'existe pasune maisdesévaluations partielles, suivant le modéle de performancsidéré. Parler
d’évaluation partiellex dans I'absolu> n’a pas de sens.

Par exemple, les implémentations deOPOG basé sur la WAM sont efficaces avec des prédicats
allant typiquement jusqu’a quatre ou cing arguments. Ag,dalgestion des arguments devient colteuse
et il est plus rentable de construire des données structupgéed,on passe en parametres (ils sont alors
moins nombreux) et que I'oa détruit» dans le prédicat appelé. Dans le cas contraire, on peut awir un
perte de performance par rapport au programme d’origine9gE8§2.4.3, p. 31]. C'est un probleme
gu'il ne faut pas négliger car on constate souvent, notame®AROLOG, un accroissement d'arité lors
des transformations d’évaluation partielle.

Du reste, la question se traduit également en termes d'efflatprogrammation pour réaliser un
évaluateur partiel. Par exemple, il peut étre fondamentahatilé de faire apparaitre des récursions
terminales, suivant que la machine d’exécution en tient ¢ermp non.

Limites intrinséques.

Parmi les limites intrinseques de I'évaluation partielletaiaes sont spécifiques mais d’autres sont générales
a toutes les techniques d’optimisation.

- Indécidabilité. Laterminaison etl'équivalence des programmes sont degonels indécidables. Dans
la mesure @ une évaluation partiellgest avant tout un programme équivalent au programme origjnal
on ne peut généralement pas connditwgesles solutionsg € Evap(p) d’un probléme d’évaluation
partielle. Cela vaut tout autant pour les évaluations pgeesi@ptimales et minimale.

« Pas d’'optimum ou pas d’optimum atteignable. Comme nous l'avons vu a la sectigh5, il n'existe
pas en général d’évaluation partielle optimale, forte ou éaill’est le cas également de I'évaluation
partielle minimale, excepté pour un programme de domaine Nious avons malgré tout donné des
méthodologies pour établir gu'une évaluation partielle esirgde ou minimale, et indiqué comment
transporter des résultats d’'optimalité d'un langage damsitne — le langage de départ étant, en pratique,
choisi (ou créé) pour sa simplicité. Cependant, cela reste ddwones« manuelless, spécifiques. Les
procédés plus ou moins automatiques que nous avons recenségsrécwo ce probléme.

» Pouvoir d’'optimisation.  L'évaluation partielleg est recherchée parmi les programmes du méme
langage que. Méme si I'on atteint un optimum, on ne garantit pas qu’une mitation vers un autre
langage, notamment plus proche de la machine d'exécutiole ré&urait pas permis d'atteindre des
performances encore meilleures. C’est naturekoaptimiser puis compiles esten théoriemoins bon
gue « compiler puis optimises. Rester dans le méme langage est une contrainte qui bornéettepa
d’améliorations.

Outre I'exemple formel que nous avons donné a la sed#on, on imagine aisément qu’un pro-
gramme dans un langage purement fonctionnel peut avoirameitation plus efficace qui utilise des
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effets de bord, optimisation inaccessible a I'évaluatiortigide. On peut tenir un discours identique,
suivant que 'on dispose ou non de tableaux.

Extréme et conciliation.

Ces arguments, poussés a I'extréme, suggerent que 'on easlyssématiquement un programme en code
compilé et que I'on effectue ensuite sur ce code les optitoiza C'est en quelque sorte ce que réalisent déja
les passes d’optimisation en aval d’'un compilateur. C’assarevenir aux sources de I'évaluation partielle,
dont les idées originelles sont nées dans des compilatews8gEMNéanmoins, une traduction brute perd
des informations. En particulier, tous les renseignemé’otsire sémantique qu’exploite I'évaluation partielle
généralisée disparaissent dans le binaire. Ce point avdledtai été indirectement soulevé en 1987 parmi les
nombreux« challenging problems in partial evaluation and mixed cotaon » [Jon88], mais il semble étre
resté dans I'ombre.

Il faut en fait trouver une voie médiane decompilation partielles, qui préserve les informations de
haut niveau manipulées d’ordinaire par les évaluateurset@rtnais qui n'interdit pas les optimisations de
bas niveau des compilateurs. D’ailleurs, si un évaluateriigbae donne la peine de modéliser et d’optimiser
selon une machine d'exécution qui est un compilateur, il iegis avoir beaucoup plus de mal a générer
directement le code optimisé.

Méme cette solution reste extréme quand on connait le succesemporte malgré tout I'évaluation
partielle. En pratique, I'évaluation partielle produit treésuvent des programmes (bien) meilleurs que les
programmes originaux, et cela au sens de n’'importe quelfgémentation courante. Les cas de perte de
performance sont rares. Il y a donc une réalité immanentelagotsnisation par évaluation partielle.

C’est pourquoi nous suggérons que I'on formalise une évalugtirtielle en fonction delassesle modéles
de performance. Une telle classe peut par exemple étre citmepatec le remplacement d'une expression
statique par sa valeur ou avec le dépliage. Ensuite, pourehglateforme sur laquelle on désire employer
le résultat d’'une évaluation partielle, il ne reste qu'a siesisqu’elle respecte bien la classe de modeéles de
performance correspondante. C'est dans cette directiemqus voyons un avenir plus sOr pour I'évaluation
partielle.



Annexe D

Démonstrations Auxiliaires

Pour éviter d’encombrer inutilement le texte, nous avonsorgge dans cette annexe la démonstration de
la plupart des propositions élémentaires énoncées dans ce @ucufastidieuses, elles n'apportent pas de
compréhension supplémentaire des phénoménes. Nous avonplacédci certaines démonstratioagech-
niguess. La numérotation des sections suit celle du document pahcipue I'on préfixe simplement de la
lettre D.

D.2 Seémantique et exécution.

Démonstration (définition 2.4 page 38). Dom(M,) = Dom(M,o (Tp,Tp)) = (Tp", Tp*)(Dom(M,))
et Dom(M,) = Dom(L,.) et Dom(L,) = Dom(Tg o L.o (Tp,Tp)) = (Tp',Tp"')(Dom(Tr o L)) et
Dom(Tx o L,) = Dom(L,) car Tr estune applicatian donc Dom(M,) = Dom(L,). O

Démonstration (définition 2.9 page 67). Les opérations de produ; x --- x D,, et de construction
fonctionnelle D, — D,, avec les ordres produits et fonctionnels correspondaméservent le caractére
d’ensemble complet partiellement ordonné [Mos90]. Lesaaes deD’ sont donc bien des cpos. De méme,
les opérations (abstraction, application, produit, prijec test, etc.) préservent la continuité [Mos90]. Par
conséquentp’ est bien ung'-algébre continue.[]

D.3 Mesure de performance.

Démonstration (définition 3.7 page 78). ¢ (Q;cr <i)(ui)icr @ SSI (1i(q))icr (Qjer i) (i(q'))icr SSI
Viel pi(q) < pilg) ssi Vi€l q <y, q° SSIqMigr<iw ¢ O

Démonstration (définition 3.8 page 79). ¢ (®1eexl SDuier @SS (1i9)ier (Uier((Qjerjei i) ®
< ® (®j€].j>i %j,triV)) U (®i€] <2)) (/M(ql))ieI ssi q (Uie[((ﬂje[,j<i #j-m) n=;N (ﬂje].j>i %j,triV)) U
(niel 41’%)) ¢ O

195
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Démonstration (définition 3.9 page 80). Dom(u) = Dom(x o M) = M *(Dom(x)) = M (T) =
Dom(M) car x est totale Or Dom(M) = Dom(L) par définition O

Démonstration (définition 3.11 page 87). LesensembleSD, ¢, <;.c, L) sontles cpos produits dé,,
<5, Ls) et (C, <¢, Le). Puisquefp et x; sont continues, et la formation d’'une paire préserve la ooité,
fp. estcontinue. O

Démonstration (définition 3.12 page 87). L'addition est une opération continue (au sens de l'ordresda
le cpo(C, <¢, Lc¢). Le produit, fonction déN ;| x C — C, estaussi continu. Puisquget Ny, ..., Ny, sont
continues, ; ainsi défini est également continu et le résultat précédent SaepliC]

Démonstration (proposition 3.1 page 98). f <oy pfinitim ¢ SSI Ve >0 I eCL  ||h] < e et FAfini
CDVAiNi DD Y cnr F(d) < Xuen 9(d)+ X 4enr h(d). Avece = 3, , h(d), 0uh(dy) = ¢, hip\ja,y =0
pour undy, € D, ON &f <moyphinitim g SSI Ve>0 Fc€C ¢ < e et JAfinic D VA'finidDA
EdeA’ f(d) < EdeA’ g(d) + c.

Soit ¢y = Y eph(d) — f(d) = 0 alors Ve>0 IATINICD |co— > 4enlh—f)(d)] < e et
| Xaepva [R(d@) = f(A)]]] < e Soit ¢ =co+ Fyealf = h)(d) + Xuepra [£(d) — R(d)], alors VA’ fini
DA Yiea h(d) < X aeng9(d), donc > cn f(d) X2 gen 9(d) + X genr F(d) = h(d) X Y genr 9(d) +
Yaealf = R)(d) + Xaepa [f(d) — h(d)| = Xgen 9(d) —co + ¢ < YXyen g(d) + ¢ car ¢ = 0, or
lell < les = Xageah = U+ | aepya [F(d) = R(d)|| < 26, donC f <rmoy-tim g- O

Démonstration (définition 3.35 page 104).

° SOientfag € CD' AlorS f <abs g = f %stat g SSi f #abs g A g #abs f = g ?éstat f SSi
f%absg A g#statf = g#absf'

o Lacontraposée dé <.bs ¢ A G Zabs [ = g Batar [ S'ECHItAUSSY <Satar [ = 9 Sabs S V G #abs [
en terme de graphes de relation, cela sigrifig: C <aps U #abs-

o <uabs - ?éstat SSI 7éa.bs D ?stat SSI #stat - 74abs-

o <abs = <abs N Fabs C <star par stabilité et <,,. C ¥ua par discrimination donc <., C
-\<stat ﬂ %stat = '<stat- |:|

Démonstration (section 3.5.6 page 107).
hd SI (ﬁlm#Z)stat - <l,statm<2,stat et<1 C #2 alors#l,stat = (#lm<2)stat = #1.statm#2,stat - #Z,Smt-

. Réciproquement siV<i,<> (1 C <2 = <iaar C <oaat), alors g, N <, C =, donc
(1N <2)stat C S1stat- DEMEME, <1 N 55 C <o dONC (1 N <o )atat C S2tat-  PAr cONséquent
(#1 m #2)stat C <l,stat m #Z,Stat‘ D

Démonstration (proposition 3.2 page 108).

(1) Siexc et gc alors0 =< —c=<0 par additivit¢ donc ||d — ¢|]| < 0 par monotonie donc
¢ — ¢ =0:larelationx est antisymétrique.C]

(2) Si V C Kans C =Satat CAr <., €5t réflexif lorsqueg I'est (tabl. 3.3).
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(B) Si f <ubs g Satar [ AlOrS f <ot 9 <Star f par stabilité donc f = g par antisymétrie donc
[ ~ape g par réflexivité.
(4) Cest évident sur les définitions de la fusion forte et faible
(5) Soit(D;);cr une famille d'ensembles de donne&s. C I on poseA; = (;c; Dj\ Ujen ; Di, alors
(Ay)scr est une partition dg);.; D;.
«Viel onposeJ;={JCI|ieJ} etlona U,-; A;=D;. EneffetvJCJ; A; C D;.
D’autre part onposel, ={j €|z € D;}. Alors VeeD; J, € J; et z € A; donc
x € U;-; Ay ParconsequentU,.; D = Ui User Ay =U - A
« SupposonsJ # J', c.-a-d. 3j€J j ¢ J' (lautre cas est symétrique) Si =z € A; alors
ze€D; carjeJ etjgI\J et sizeA; alorsz ¢ D; car j € J'\ I, donc
A;NAp, =0o.
Par conséquenttA ;) ;- est une partition dgJ;.; D;. OnaNic;<p, = Nier=uycs,n, CNierNicy,
<|a, par compatibilité avec la restrictiog N;cr<ja, = <|u,c,a, Par compatibilite avec la fusion
faible,= <u,., p,- Il y a donc compatibilité avec la fusion forte.
(6) Considérons tout d'abord la composabilité a droite.

[=] On voit sur les définitions que $kp)p-p est fortement composable a droite, alors il I'est
aussi faiblement. D’autre part, sf <p f' alors VD'C D on consideregy = Id|p la fonction
identité restreinte & eth = 0p. la fonction constante nulle suy’. Puisque(<p) pcp est fortement
composable a droite, onfa+ fog <,-1(p) h+ fog, donc 0+ foldp -<1d (D) 0+ f'old|p, donc
fior <o f‘D, car Id‘D,( )=D', c-a-d. f<p f.Par consequerﬁap)pcp est compatible avec
la restriction du support.

[«<] Supposonsf <p f' et g € DP. Soit ¢’ = g,-1(p). Ona Im(g') = Im(g) N D et
g (D) = g7'(Im(g")). Alors f <|m f car Im(¢’) C D et (Xp)pcp est compatible avec
la resctriction Donc YheCP™9) h+ fog <,-1(my h+ f og car Im(g) D Im(g") et
(%p)pcp est faiblement composable a droiteOr ¢ '(D) = g '(Im(g’)), donc (xXp)pcp €st
fortement composable a droite.

Considérons maintenant la composabilité a gauche.

[=] La composabilité forte implique aussi composabilité faibar si Dom(h) = g(D) alors
g '(g(D)) = D car Dom(g) = D. D'autre part, si f <p f' alors YD'C D on considere les
fonctionsg = Id|p, et h = 0p. Alors Dom(h) =D et g ' (Dom(h)) = D'. PuisQue(<p)pcp €st
fortement composable & gauche, ofi4hog <;-1 (pom(ny) f'+hog, donc f+0,p <p f'+0/p donc
f <o f'. Par conséquents p) pcp €st compatible avec la restriction du support.

[«<] Supposonsf <, f' et g € DP et h € CP. Alorsf + hog <p f'+hog car
(%p)pcp est faiblement composable a gauch®r g '(Dom(k)) C D car Dom(g) = D, donc
f+hog=<p f'+hog car (Xp)pcp €Stcompatible avec la resctrictionrParconsequent(<p)pcp
est fortement composable a gauche.

(7) Supposonsf <p f'. Yg€DP si Im(g) D D onposeA = {D' C g~}(D) | g;p bijectione D?'}.
Alors VD'€ A ((f o gip)(d))wen = (f(g9(d))aep = (f(d))aep €t de méme pourf’, donc
fogp <p f'ogp, donc h+ fog <|p h+ f' og par additivitt pourh € CP"  donc
h+fog <iup.ap h+ fog par fusionforte Or Up ., D' = g~ ' (D), donc (<p)pcp est
faiblement composable a droite.

(8) si f <p f' onpose g = Idp. Onabien Im(g) D D. Donc VheCP™9 = CP ona
h+f<h+f.

9 [«<] Si f<pf alors f+hog=<p f'+hog car <p est additif.

[=] Réciproquement sf < f' on poseg = Idp, alorsVheC¥?) =CP onaf+h < f'+h. O
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D.3.6 Propriétés des relations de codts.

Nous rassemblons ici les démonstrations des propriétés @giomslde colt données a la secti@b6. Nous
n'indiquons pas toujours de référence explicite lorsqu'uneppété est déduite grace aux identités de la
table 3.1, par compatibilité avec une construction de caiify daide des liens entre propriétés établis par la
proposition 3.2.

D.3.6.2 Propriétés des combinaisons de codts.

Démonstration (proposition 3.3 page 109).

e Sicixey<cy alorse;, ey X ez €t ey ¥ cg. SUPPOSONSe; 3= c3, alors c; < ¢; < ¢, contredit
ey ¥ c3, donc ¢; < c3. Autrement dit 5 - < C <. On a symétriquemenk - < C <.

e Sicixc] etey, 5y et ey £, alors ¢, + ¢y, < ) + ¢, par additivité. Sie, + ¢, = ¢] + ¢, alors
¢y = cb par additivité contredit ¢, # ¢,, donc ¢; + ¢y ¥ ¢ + ¢y, cra-d. x4+ < C <.

e Si f <as g, C-a-d. f <4 BSg et f ¥ g, alOrs f <.y g par stabilité Si f =, g, alors
f =abs g par discrimination contreditf #.1. g, donc f ¥ar g, C-a-d. f <ga g. O

Réciproque. Les propriétés ont la méme forme pagicomme pout:=.

Complémentaire. [£= C(x)]

- Additivité : Supposonsc; #£ ¢y ; SIi c; +c3 X co +c3, alors ¢; % ¢y par additivité¢ contredit
c1 & cy, donc c¢; +c3 £ ¢y + cs.

. Homothéticité : Supposonsg, # ¢, ; Si a.c; < a.c; avec o >0 alors (1/a).a.c; < (1/a).a.co
par homothéticité contredit ¢; £ ¢, donc a.c; £ a.cs.

« Fusion forte (resp. faible) si compatibilité avec la resion : SupposonsViel f #p, g. Si
[ <iup, g alorsViel f < p, g par restriction contreditf 4 p, ¢ donc f 4 u,.,p, 9-

Relation stricte. [<==xnN}#]
« Antisymétrie (triviale) : < N> = C V.
. Transitivité : < C < donc <-<C <-=<. Or <-< C < (prop. 3.3).
« Additivité et homothéticité : elles sont préservées par réqgpeo complémentaire et intersection.
« Discrimination : si < C <aps U #abs AlOrs < = <N ¥ C <abe U Fabs-

Inclusion.
o Réflexivité : V C =1 C <.
o Antisymétrie: g, N =1 C g2 N =y C V.
Totalité : C? = <1 U =1 C <o U 3=
o Stabilité : .. C <1 C <o
« Discrimination : <1 C <5 C <abs U ¥abs-
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Intersection.
« Réflexivité : siviel V C <, alors V C (.=
« Antisymétrie: sidjel <,;N=; CV alors (ﬂlg DN (Ner=i) C <
o Transitivité : si f (M;c; <) 9 (Njer i) h alorsViel f <9< h.
o Additivité : (N;c; <) +V CNier(Si+ V) CNier i
« Homotheéticité :o.(N,c; <) C Nier i CNier i
. Stabilité : SiViel <. C < alors ane C Nier -
o Discrimination: sidjel =; C <abs U Zabs aAlOrs ;o << C <5 C <abs U Foabe.
« Restriction:(Nc; <i)a = Micr sia € Nicr(Narca Sijar) = Narca Nier Sijar = Narca(Nicr Si)a-
» Fusion: mj€J(mz€I )\D = ﬂie] mje.] <ilp,; C miel\iIUJeJDJ =N i€l 47)\U esD;-
. Composabilité a droite : Svie ! f <;p f' alorsViel h+ fog<i,1pyh+ fog.

jﬂ%jCV.

Réunion.
. Réflexivité : sidiel V C <, alors V C U, <
o Transitité : sidiel f<x,get3jeJ g<;h alors3kel f=<rg9=<rh ave
. Totalité : sidjel <;U%; =C* alors (U;o; <) U (Uigz i) = User(=i U zi)
o Additivité : (U;c; <) +V =Uies(5i+ V) C Uzez
« Homotheticité :o.(U,c; <) C Uier@.<i CUjer s
. Stabilité : siF el < C < aAlOrs Ko C UieI'\7
- Discrimination : siVi€ I =i C <abs U #ans QOIS Uicr <0 C <abs U Fabs-
« Restriction: (U;c; <i)a = Ujer Sia € UierNarca Sijar € Narca Uier Sijar = Narca User <i)1ar
« Composabilité a droite : SHiel f <;p f' alors h+ fog <i,~1(p) h+ f og.

U o
N

Produit.
« Réflexivite : Vir,.,c, = Q;cr Ve, C Qicr i
o Antisymétrie : (&Q;c; <) N (Qier7i) = Qicr(Ki N i=i) C Qier Ve, = Vi,
o Transitivité : (Q,c; <) - (Rier ) = Qe (R - =) C Qicr e

o Additivité © (®.c; =) + (®ier Vi) = Qicr(5i + Vi) C Ricr <
« Homothéticité : o.(Q,c; <) = Rjcr < C Qier <

o Stabilité : SiViel <ans,p C <ip alOrs (®,c; i)abs.p0 = 1 Sivabs.p0 C X7 i.p (Cf. §3.6.3).

« Discrimination : (fi)ier (Qicr Si)avs.p (9i)icr (Qicr <ip) (fi)ier SSI Vi€l fi Siave.n 9i Sip fi
donc VZ EI 97 %i,abs,D f7 donc (gi)iEI (®ie[ -<7,,ahs D) (f7)7EI

« Restriction : (®;c;<i)a = Ricrsia C Qicr(Narca Sija) = Narca Qicr<iar = Narca
(®7€I )\A’

hd FUSIOn . ﬂj€J(®z€I )\D = ®i€I(ﬂ]€J 7\D ) C ®Z€I \U76JD = (®Z€I )\U;eJD
. Composabilité a droite : SViel f <, p f/ alors h; + f, 04, Sig7(D) h; + fl o gi.

Produit lexicographique. [< = ®ieexf <i = Uier((®jerj<i $5) ® =i @ (®erjmi Fijriv)) U (e <) ]
<
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Antisymétrie : Soits’ = U;c; (® ;e 1) @<i®(®erjoi Rjmiv)). AlOrs ®1e€xh7m®lle6x1 -
(RicriNucr =) U(R' N e ) U (R,er s NEH UK N =), Seul le premier de ces termes
n'est pas nécessairement vide :

- Lesecondterme eft;. /(& ;c; ;i i) @ <i @ (Qjerjvi Fimiv))) NQicr i = Uicr (& ez i
4.7‘) ®=<;® (®j€1.j>i zj.,triv)) N (®ZEI \7) = U (®j€1 ]<z(4y N ) & (*i N ?i) & (®j€I.j>i
(Rjiiv N275))) = Uies @ = @.

- Le troisieme terme est la relation réciproque du second, &t dode.

- Le quatrléme esﬁ’m?’ U7EI7 EI((®JEI 7<i Y )®-< ®(®1EI > ™ jtr1v))ﬂ((®7 rel, i<’ >f_'] )®
i @ (Qicr jisir i aiv)). CES termes sont tous vides paui’ € I :lorsque: = i’ le produit
comporte<; N »; = & ; Iorsquez < 1’ le produit comporte<; N =, = @ ; lorsque: > i’ le
produit comporteg; N >, =

Par conséquen®.”; <i N @2, =i = Ricr i N Qicr =i C V., (VOir ci-dessus).
Transitivité : supposonsc;)icr < (ch)ier < (c)ier. Ily aquatre cas :

- (el Vji<i c¢; ;¢ ete <ic) et (F'el Vi<i' o x;¢cf et <pcy). Alors
3" = min(i,i') (par exemple” = i) Vj <i" ¢; <; ¢} < ¢} €t ci <in chy < .

— (el Vji<i ¢; ;¢ et <icp) et (Vi'el ¢, <ucyp), alorsVji<i ¢; ;¢ <5 ¢f et
¢; <ich =yl

- (Viel ¢; x,¢c) et (F'el Vi< ci <y cf etcl < ). C'est le cas symétrique du cas
précédent.

- (Viel ¢ = ¢
Dans chaque cas, on remplit bien une des conditions du caduiptexicographique (c;);cr < (¢!)icr-
Additivité et homothéticité : elles sont préservées par réynimersection, relation stricte, et sont
vérifiées pars,.;,.

lex

Stabilité : siviel #i,abs,D C ﬁi,D alors (®7€I #z)absD C ®7€I\Z p C ®7€I\Z D-

) et (Vi'el ¢, <qoclh) alorsViel ¢ ;¢ <icl.

2

D.3.6.3 Propriétés préservées par les colts statiques déduits adits dynamiques.

Coltabsolu. [f <as g SSi Vde D f(d) < g(d)]

«(Ve)abs.o = Ve » 1 f (Ve)absp g SSI Vde D f(d)=g(d) ssi fVen g

Antisymétrie : si (5N %) C Ve alors (XN %)abs.p = Sabs,0 N Fabs,0 C (Ve)abs.p = Ven.
Transitivité : siVde D f(d) < g(d) < h(d) alorsVde D f(d) < h(d).

Additivité : si f <. g @lorsVde D f(d) < g(d) donc Yde D f(d)+ h(d) < g(d) + h(d).
Homothéticité : sivde D f(d) < g(d) alorsVde D «.f(d) < a.g(d) pour a > 0.
Stabilité : <.be C <abs-

Discrimination : <.1s C <abs U #abs-

Restriction : Si f <abs,pja g € A" C A alors f <ape,pjar 9

Fusionforte Vi€ I f <abs.pip, 9 SSIVi€l Vde D; f(d) < g(d) ssiVde U,;D; f(d) < g(d)
SSi f Sabs,D|Uses D; G-

Composabilité : par la proposition 3.2 cdn,, est additif et compatible avec la restriction.

Complémentaire :sD # @ alors f #.u. g SSIi ~(Vde D f(d) < g(d)) ssidde D f(d) £ g(d) s
Vde D f(d) % g(d) SSi f (%)abs g Si D=9 alors -'\<abs,D = Rtriv — (%)abs,D-
Intersection :VNde D Viel f(d)=<;9(d) ssi Viel VYde D f(d) =i g(d).
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o Réunion:Vde D Fiel f(d) =<:g(d) si Fiel YdeD f(d) =i g(d).
« Produit : (fi)ie] (®i€I %i)abs (gi)ie] ssivdeD Viel f,(d) <; g,(d) ssiVeel f, 4i,abs g; Ssi
(fi)ier (Qicr Siabs) (9i)ier

Colt moyen. [f <oy g SSI Vd€D > ,.p f(d) <Y cp9(d) avec Dfini]
o Transitivité : si 32,5 f(d) < YXep 9(d) < Xgep h(d) alors 35,0 f(d) < 3 gep h(D).
. Totalitée : si < est totale alors}, ., f(d) < Y epg(d) ou 3 ,op f(d) = cp 9(d).
o Additivité : Si f <oy ¢ alors > ,cp f(d) X X uepg(d) donc Y, f(d) + h(d) < g(d) + h(d).
« Homotheticité : siy", ., f(d) < Y ep9(d) alors 3 ,cpa.f(d) < X 4ep @.g(d) pour a > 0.
. Stabilité : sivde D f(d) < g(d) alors 3 ,.p f(d) < Y 4ep 9(d) par additivite.

- Discrimination : si f <aps g Smoy f @lOrs Vdo€ D 3 5cp 9(d) = X acpjay 9(d) + g(do) <
Yaep F(d)y OF 3 ey 4oy F(d) < Yaepy(ary 9(d) par additivit¢ donc g(dy) < f(do).

« Fusion faible : supposon¥i,jecl i # j = D;ND; =@, alors I est fini de cardinal au plus
|ID|. OnaVi€l f <wmoy.nip, 9 SSI Vi€l Y cp, f(d) < 4cp, 9(d) alors 37 ;> icp f(d) <

Yicr 2aep, 9(d) par additivite carl fini, ssi 3, _,p,)f(d) < Xicw,.,py9(d) car Vi, jel
Z#] = D;N Dj =J, SSi f <uloy-,D‘Uz‘EIDz‘ g.

. Composabilité faible : par la proposition 3.2 car,., est additif six I'est.

. Réciproque, complémentaire, relation et équivalence : etias sur le modéle d¢ (=), g SSi
Zdep f(d) b EdeD g(d) ssi f Zmoy J-

o Intersection 3> . f(d) (Micr i) Yuep 9(d) sSi Viel Y ,.p f(d) < Yaep9(d).

o Produit : (fi)icr (Q;cr<i)moy (9i)icr SSI Vi€l Y ,.p fild) i Ygep gi(d) sSi (fi)ier (Qjer
-\<i,moy) (gi)ie]-

Coltmaximum. [ f <max g SSI 3d'€D Vde D f(d) =< g(d)]

o Transitivité : sidd,e D Vd, €D f(dy) < g(dy) et Adse D Vd,e D g(dy) < h(ds), alors
Vd, €D f(ds) < g(dy) < h(ds).

. Totalité : si < est totale etD est fini alors f <ua.x g SSI maxgep f(d) < maxyep g(d).

o Homothéticité : si3dd e D Yde D f(d) < g(d') alorsVde D «.f(d) < a.g(d’) pour o > 0.

. Stabilité si< est totale etD estfini: siVde D f(d) < g(d) alors 3d,,d, € D maxgep f(d) =
fldi) < g(d) < g(do) = maxgep g(d).

« Fusion forte finie six est totale : Vi€ I fini  f <.uxpp, g SSI Viel 3d;e€D; VdeD,
f(d) < g(d;) alors Vde U,.;D; f(d) < max;cr(g(d;)) lorsque < est totale etI fini.

. Intersection : si f (ﬂleh,)m g alors 3d'e D VdeD Viel f(d) <; g(d') donc Viel
Ad'eD VdeD f(d)<;g(d) donc Vi€l [ <imax9-

* PrOdUit:(fi)iEI( iel 47)mdx (97)161 ssi El(d )7616 H7eID V( )7616 H7eID Viel f( )
gi(d3).

D.3.6.4 Propriétés préservées par les colts statiques déduits dslits statiques généraux.

Coutrestreint. [ f <pp g SSi fior <o gpr ]
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Reflexivité : f <pp f SSi fipr <p fip'-

Transitivité : f <pjp' 9 <pjp b SSI fipr <p' 9jp» <p' hjp» dONc fipr <p hip: SSi f <pip h.
Additivité : si f <pp g, c.-a-d. fip <p g|p’, alors fipr + hjpr <p 9o + hypr.

Homothéticité : sif <pp' 9, C.-a-d. fip <p gp, alors a.fp <p a.gp pour a >0 donc
a.f Lip a.g.

Stabilité : <.bs,p0 C <abs,pjpr C <p|p’ €t parce quebs est compatible avec la restriction du support.
Restriction : c’est I'expression de la définition.

Fusion forte (resp. faible) :Viel f <\pp, g ssi Viel fipap, <pnp, 9pnp, alors
fID'A(Uicr D) |D'A(Uses DY) 9D/ A(Use s D) donc f <D UsesD;i 9

Idempotence :f (Xp')jpr 9 SSI fipr <p|p' 9o SSI fipr <D 90 SSI f <D 9-

Réciproque, complémentaire, relation stricte et équivaleradies sont sur le modele de(’=);p g ssi
fiopFpgp SSI f=pg.

Intersection : f (N;c;<ip)ipr 9 SSi fipr (Nier<ivpr) g SSI Vi€l  fip <ip g SSi
Viel f<ipp g

Produit: (f;)icr (®,c;<i.0) 10’ (9i)ier SS (fiip)icr (Qier <ipr) (Gijpr)icr SSI Vi€l fip <ip
giipr SSI Vi€l f[fi<ipipgi

Cout presque partout. [<pp.0 = Unfinicp Sp|p\a |

Réflexivité : elle est préservé par la restriction et la réunion.

Transitivite : si f <ip\a 9 €t g S|p\ar b alors f <|pyavar 9 <|pravar h par restriction et
A U A’ fini.

Additivité, homothéticité, stabilité : elles sont préservéas@aodt restreint et la réunion.
Restriction : siD' C D alors <,,a).0 = Spjp\a C <pjp\ajp Par restriction= <,,(a).n|p’ -
Fusion forte (respectivement. faible) finie();.; <pp(a,),pip; = MNicr SpID\AID; = Nicr DDA,
C <pjuser(pinay Par fusion or A = (U;c; Di) \ (Ujer(Di \ Ay)) C UjerA; est fini  donc
SDjUie(Di\A:) = Spp(a).Dlusie, p;- PoOUr la fusion faible, sivi,jel i# j = D;ND; =@ alors
Vi, g€l i#j = (D;\A)N(D;\4)) = 2.

SiDestfini: 5,50 = Untnico Spip\a O Spip\e = Riv-

Idempotence (<,p.0)pp.0 = UAfiniCD(UA’finicD\A Spio\ana’) = Uarfnicp Spip\A" = Spp.D-
Réciproque :(’=),pa).0 = () p\a = Zp\a = Zpp(a),D-

Complémentaire :f (#)pp,p 9 SSi FAfINICD f A pva g Si VAfiNiCD f &p\a g SSi
—(3AfiNiCD f<ip\ag) SSI f App.p g

Intersection (resp. réunion) : comme pour le produit en gulbstt « ® » par« N » (resp.« U »).
Produit : (®,c; <i)ppa).p = (Qicr i) pipva = Qicr Si.nipva = Qe Sipp(a),p- RECIProguement,

Qjer Siwp(an.0 = Qicr Sippra, C Bicr Sinip\(Uiesa,) PAT TESWICHON= (Qjer <) pip\(Usesan) =
(&1 <i)pp(uiesa,.0- I faut quer soit fini pour garantir quej;. ; A, reste aussi fini.

Coltfini. [ <gum.p = UAfiniCD(<D\A N <abs.D\D\A) ]

(x) «si A C A" C D alors <snia),p C <fmia,p » - [ <sniay,p 9 SSI f <pa g et
[ <ave,pip\a g PUisqueabs est compatible avec la restriction du support, ofi &ape,pjana g €t
[ <abs.pip\ar 9. PUISQUE S p) pcp €St stable, on # < pja\a g. PUISQUE < p) pcp €St compatible avec
la fusion faible finie des supports, et parce due (A'\ A) = &,onaf <pja’ g. DONCf <gniar).p 9-
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« Réflexivité : elle est préservé par la restriction, l'intergactet la réunion.

o Antisymetrie :<auia), pN=ni(ar),p C Sani(auar),p V=ani(auan,p Parlapropositiony), = (<pjavaN
Sabs,0|D\(aUA)) N (Zpjavar N Zabs,pipv(avay) = (Spjavar N =pjavar) N (Sabs,pjp\(auAy N
=abs,D|D\(auA)) C VNV =V,

o Transitivité : si f <ania).p g Snian,p b OIS f <fuiavan.p ¢ Snicavan,p h par ), ssi
f <pjavar 9 Spjavar b €t f <uve piD\(aLAY) 9 Sabs,D|D\(aua’) B @vEC AU A’ fini.

. Additivité, homothéticité, stabilité, discrimination, contidlité avec la restriction du support, et com-
posabilité : elles sont vérifiées par le colt absolu et préservéesgpaction, intersection et réunion (cf.
§3.6.2).

« Fusion forte (resp. faible) finie 1. ; <ani(a,),pip; C MNier Sani(use;a5),0/p; PAr la proposition «),
= Nicr (KDWUsernip; N Sabs,DID\(UseranD;) = (Nicr SWierannp;) N (Nicr Sabs,p|DA(Useran) C

S (Uier80N(Uier Do) 1 Sabs,Dl(User DON(Uic1 As) = Sfini(Use;80).D|use; Dy- ON @ bienJ,;; A; fini - lorsque
I est fini.

o Si D estfini: <anip = Uafinicp Stnia),p O <ani(p),p = <p. Reciproguement<snia),p C
<sini(p),p PAr &), = <pip N Sabs,nje = SD-

« ldempotence (i, p)sini.p = Unafinicp((Smi,n)1a N <avs, 007 a) = Unsinic p(Spja N <abs.pip\a) =
<fini,D-

« Réciproque : elle est déduite de celle pour la colt absolu, paestriction, I'intersection et la réunion.
(#)sinica),0 = (F)pja N (F)abs.DiD\A = Zpja N Fabs,D|D\A = Fini(A),D-

« Complémentaire :(%)amia) = (%)ja N (K)abspra C #ja N Zanepra € Zja U #apeipra = b(ja N
SabsiD\A) = Rfini(a)-

« Intersection : comme pour le produit en remplagamt » par« N ».

« Réunion :U;c; Sisnican CUier Sisnicujera) =Uier(Siern; N Siabsip\useran) C Uier Siuyera;)

N (Uier Siabsio\ujeray)) = (Uier i) 1ujera; N (User o) absivujera,) = (User Si)aniu;era,- 1l faut
que! soit fini pour garantir queJ,.; A; reste aussi fini.

. Compatibilité avec le produit (®,; <i)ania) = (Ricr Si)ja N (Rier Ki)absipria = Rer(ija N
Siabsip\a) = Qicr i sni(a). RECIproqguementR), . ; Kisnia,) C Qier Signi(u,era,) Par la propo-

Sltlon (><),— ZE[(\J\U,G[A n=< \7dbq|D\(U,€1A )) = (®zel-< )‘UjEIAj N (®i€1 %i)able\(U.iGIAJ) =
(®icr i)ani(u,eray)- Il faut quel soit fini pour garantir quej;.; A; reste aussi fini,

Coult presque fini. [ <p6ui.0 = Unsinic p(Narsinioa Sojar) ]
o (¥) «Si Ay C Ay alOrs Xpfini(a,),0 C Spfini(az).p » 1 Jpini(a,d = (Narfinina, ($01a7) C Narfinisa,
(Xpja’) = <pfini(as),D

. Réflexivité : elle est préservée par la restriction, I'intergecet la réunion (cf§3.6.2).

o Antisymeétrie : < ani(a,),p N Fpfini(a,).0 C Spini(a;un,),p [ Fpani(a;ua,),p PAr la propositionx), =
(ﬂA’finiDA|UAQ '<D\A’) (ﬂA’flnIDA|UAQ fDIA’) ﬂA'f|n|3A1uA2(<D\A’0#D\A’) donc 5'f Npfini(Aq),D
g et f =pnia,),p 9 AlOrsVde D f <pja,uasufar 9 €1 f =pja,ua,ugay 9 dONC fla,ua,ufdy =
glaun,u{d} donc f(d) = 9( )

o Transitivité : si f <pania,),p 9 Spini(a,),p b &IOS f < pgnia,ua,),D G Sphini(a,ua,),p B par ), ssi
VA'finiD Ay UA, f <pja g Spjar b avec A, U A, fini.

« Additivité, homothéticité, stabilité, discrimination et coatibilité avec la restriction du support : elles
sont préservées par restriction, intersection et réunio§3d.2).

- Fusion forte (resp. faible) finie ;. ; <psnica,),pip; = Nier Narfinioa, Sanp;, C MNier ﬂA/finD(uJE,Aj)
Sjarop, C AU era;) SIAA(Uier D) = Sphini(UiesAg)|Uie; D;-
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o SiDestfini: <p6u.0 = Unfinicp Spfini(a), 0 = pfini(p),0 = Sp Par ).
« Idempotence ((<Xpfini, ) DcD)psini(a),0 = Npsarnisa Spfini, DA’ = (psarfinioa SDIA" = Sphini(A),D-
« Réciproque : elle est déduite de celle pour la restrictiontdiisection et la réunion.

. Complémentaire :(%)pﬁni(A) = mA’fini)A(%)\A’ = mA’finDA %\A’ - E(mA’finDA 4@’) = #Pﬁni(ﬁ)'

« Intersection : comme pour le produit en remplaga » par« N ».

« Réunion @ Uicr<iptinican C Uier Siptiniceray PAT €y = Uier(Narfinin,e,a,) Siar) C
OA-’finiD(UJEIA]‘)(UiEI <ilar) = ﬂA’finiD(Uj_ef_A]_)(UieI Si)jar = (Uier Si)psiniu,era,)- I faut quer soit
fini pour garantir queJ,; ., A; reste aussi fini.

* PrOC.Iuit : (®i61 <i)pﬁni(A) = ﬂA’finDA(@iEI 477)\& = ®i€I(ﬂA’finDA <i\A’) = ®i€I i, pfini(A)-
Réciproquement®, . ; <ipinias) C Qicr Sipini(u,era,) PAT €)= icr(Narfninw, e a, Siar) =

Nartinio,cra,) (®icr i) = (Rier <i)ptini(u;era,)- Il faUt quel soit fini pour garantir quel; ., A; reste
aussi fini.

Cout asymptotique local.  [<asymloe.p = Unem MNn>ny <p|D, a@vec D, = {deD :n=]|d|}]

hd (*) «SI N < N' alors #asymloc(N) C #asymloc(N’) » . Si f #asymloc(N) g alorsvn> N f #D\D,1 g, or
N < N' donc V2 N' f<pp, g

. Réflexivité, additivité, homothéticité, stabilité et compattbilavec la réciproque : elles sont préservées
par la restriction, la réunion et l'intersectiefl.ymioc = Uy e Nusn <p|D,, -

« Transitivité : #asynﬂoc(N) : <asymlo(‘,(N’) - %asymloc(nlax(N.N’)) : %asymloc(max(N,N’)) par la prOpOSItlon#Oa
C Mz max(v.n) IDD, * DDy C Nnsmax(v,N) IDID, = Sasymloc(max(N,N))-

- Fusion forte (respectivement faible) finie (;c; <asymioe(v) ! C MNicr Sasymloc(max;cr(N))(p: Par
(*)7 = mie[ ﬂn)maxieI(Nij #D‘Dn‘D; = mn)lnax,»eI(Ni) %D‘Dnm(UiGID;) = 4asymloc(1naxi€1(NZ-:))\UiEID;-

« SiD estfini: I'ensemble des tailles de est alors borné par ul € IN. Pour tout. > N +1, 'ensemble
D,, estvide et doN&.qymioe,p0 = <pjo = triv-

° IdempOtence :(ﬁasymloc)asymloc = UNQN ﬂn>N #asymloc,D\Dn = Ririv-

« Compléementaire : Sif (%)asymioc g alOrs INEIN ¥Yn>N f 4 p, g donc VN'€IN In'> N’
f &b, g avec n' =max(N,N'), donc f #.ymloc g-

« Intersection : comme pour le produit en remplaga » par« N ».

« Réunion : U;c; S asymioc(v) C Uier Siasymioctmaxjer(v;)) PAT ), = Use Moz max; e, (v;) Si.01D,) C
ﬂn}mangj(ng_)(UiEI -\<2D‘Dn) :_ mn.}lllaXJelf(N])(UiEI -\<i«,D)‘Dn = (UiEI '\<i)asymlOC(maner(N,,V))- ” faUt
que! soit fini pour garantir qu’il existe bien umax;c;(N;).

. Proquit . (®i€f %i)asymloc(N) = mn}N(®i€I #i,D|Dn) - ®i61(mn2]\7 #i,D\Dn) — ®i61 #i,asymloc(N)-
ReCIpquuement®l€I #i.asymloc(Ni) - ®i€] #i.asymlo(‘,(maxjej(lyj)). par la prop ;é)?: 'ﬂn>.1naxlj€7.(Nj)
(Ricr Si.pipn) = (s i) asymloc(max, e, (N, - |l faut quel soit fini pour garantir qu'il existe bien un
max;e (V).

Cout asymptotique global.  [<asymeiob = Unem Nnsy <pD|D, avec D, = {deD :n>|d}]

b Antlsymét”e : #asymglob(Nﬁ,D N ?asymglob(Nz),D - #asymglob(max(Nth)),D N ?asymglob(max(Nth)),D =
nn)max(Nl,Ng)(%D‘Du N >r-'D\Dn) donC SI f -'\<asymglob(N1).D g et f >f'-asymg10b(N2),D g alors Vd € D
f %D‘Drnax(.’\’-l..’\’z.\d\) g et f ?D‘Dmax(l\ﬁ,:\'z,\d\) g donc fDlDlnax(N-l,Nz,\d\) = UD|Dumax(ny . Ny.1dl) donc

f(d) = g(d).
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« Discrimination : Si f <ans 9 <Sasymelob f @lOISINEIN Yn> N g <pp, f, dONC g <aws.pD, [,
alors Vdo €D g <abs,D|{deD : max(jdo|.N)2]a)} [> donC g(do) < f(do) car dy € {d € D
max(|do|, N) > |d|}, donc g <p.abs [-

« Si D est fini : I'ensemble des tailles db est alors borné par uv ¢ IN. Pour toutn > N + 1,
D,, = Dy = D donC=<,symgiob,np = <p-

« Idempotence : (<asymgloh)asymgloh = Unen (Nusy Sasymgtob.np,) = Unew(Nusy Spip,) =
X asymglob,D -

Le colt asymptotique global difféere du codt local uniguementlpachoix de D,,. La démonstration des
propriétés restantes est donc identique a celle pour le caltdacelles ne font pas intervenir la naturelde

D.3.6.5 Propriétés préservées par les colts statiques déduits delts statiques.

norm

Codtlimite. [ f <iimp g SSi Ve>0 JrhelP ]| < e et f<pg+h avec(xp)pcp NOrmé]

Certaines propriétés nécessitent de majorer deux petitegtigasgh, et h, ; nous avons alors recours a une
structure de treillis vectoriel comme celle employée damsdaosition prop. 3.1 (c§3.4.7), et I'on définit :
o supp :CP xCP —=CP tq Vf,geCP VYde D supp(f,g)(d) =sup(f(d),g(d))
On définitde mémanf,. Onaenfaitup, = supg,, - Et(CP, <uns.p, SUPp, inf p) forme un treillis vectoriel.
« Réflexivité : on prend = 0.
o Transitivité : fi <imp fo <tmp f3 SSI Ve>0 3Fhy,ha €CR - ||h]l < e et |hy] < e et
fi<p fo+hi et fo Xp fa+ hy alors f1 <p fs + (k1 + ho) par additivité avec||h; + hy|| <
121l + P2l < 2e.
. Additivité : si f; <imp fo alors Ve>0 3FJheCl
fi+g9<p fo+g+h, donc fi+ g <iim.p o+ 9.
« Homothéticité : si fi <uwmp fo alors Ve>0 3heCl = |k < e et fi <p f» +h, donc
a.fi <p a.fo+a.h pour a >0, donc a.f; <im.p a.f> car ||a.h| < |o.c.
« Stabilité : <0 C <p C <iim,p (avech = 0).
« Discrimination si< , est stable : elle est déduite des points (1) et (3) de la pripod.2.
« Restriction: siD'C D etVe>0 3heCl .. |kl <c et f<pg+h alors f <pp g+h donc
[ <um,pjpr g car ||hp| < [IA]| <e.
« Fusion faible finie ; fusion forte finie si” est treillissé : siVieIfini [ <um,pp, 9, C.-a-d.
Viel 3h;eCli hill < e et f <pp, g+ h;, alors Yiel 3r,eCli — |h| < e et
f <pp, g+ h, avec Vde D; hi(d)= h,(d) et Yde D\D, hi(d)=0.
~ Pour lafusion faible, sWvi,j €I 1 #j = D;,ND; =@, alorsViel f <pp, 9+ h; <pp,
g+ k' par stabilité et additivite avec ¥ =3, h}.
— Pour la fusion forte, dans le cas d'un treillis vectoriel,@M: € I f <pp, 9+ h; <pp, g+ h'
par stabilité et additivite avec ¥ = supp ;c(h;).
Dans chaque cas, onl&'|| < >, |hill = Xicrlhill < |I|e et Viel f <pp, g+ h', donc
f <pjuse,;p; 9+ 1 donC f <tim pjuse, D, 9-
« ldempotence :f (1w p)imp g SSi Va1 >0 3h €CR. Al < & et Ve, >0 Fh,eCR

|he|l <&z € f Stimp g+ ho+h1, SSIi f <impg AVEC &1 =&, = €t h = hy + hs.

« Réciproque :f ()imp g SSi Ve>0 3heCP = ||k <cetf=pg+h donc g=<p f—h avec
=Rl = 1Al <e.

|h|| < e et fi <p f» + h, donc
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« Intersection (ek O » si C” est treillissé ef fini) : si f (M;c; <i)ump g alors Ve>0 JheClh

|h|| <e etViel f<;pg+h donc Viel f <;ump g-RECiproquement,sv¥icl f <;imp g
alors Ve >0 3(h)ier€Cl. Viel |hi|]| <e et f <ip g+h; donc Ve>0 3JheCP

Al < |Ile et Viel f <,p g+ h par stabilité etadditivité avec h = supp((hi)icr) et
|hl] < e llhill < |I]e. Il faut quel soit fini.

Réunion ¢ C » si I estfini) : si f (Ujc;<i)imp g alors Ve>0 3JheCl = ||hl < e et
di.el f <i.p g+ h. Si Iest fini alors3jeJ {j € Ili.=j,¢e > 0} est infini et
Ve>0 30<e;<e i, =j. Alors Ve>0 3heCp,, [l <e <e et f<i pg+h, donc

f <jam,p g donc f (U;c; <inm,p) g- REciproquement, sgie I Ve >0 dhecCP = ||h|| <c et
f<ipg+h alorsVe>0 3FheCl =~ Fel |h|<e et f=<xipg+h.

Produit & D » si I estfini) : (fi)icr (Qic; i)y (9i)ier 881 Ve>0 I(hi)ier € ([Ties Ci)irm
H(hi)ieIH = Ziel ||h2||7 < e et (fi)ieI (®ie[<z‘) (gi)ieI + (hz‘)iel' Donc Vj eI V.E>.O
(hi)ier € (HiEICi)nDorm ||hj||,.,~ S [(hidierll € et (fi)ier (@iez <) (gz')ier_F (hi)icr, en particulier
fi ]j g +hy, donc (fi)ier (&Q;ecr Sitim,p) (9i)ics. RECiproquement, si(f;)icr (&Q;cr <itim,p)
(gi)icr, C.-a-d. Yiel Ve;>0 ElhiGCil?norm hill, < & et fi < g; + h;, alors Ve>0
(hi)ier € (ier Cdimnm  (hi)ierll = Sicrlhill; < Xiepei < e et Viel fi < g; +h; avec
g; = ¢/|I|, donc (fi)icr (Qier i)y, p (9i)icr- Il faut quel soit fini.

Distribution. [ f <% ¢ SsSi v.f <p r.g]

Réflexivité : f < f ssi v.f <p v.f.

Antisymétrie : siv.f <pv.g <pv.f alors v.f =v.g donc f=gsi v > 0.

Transitivité : siv.f <p v.g <p v.h alors v.f <p v.h.

Totalité : Si<p compare touff etg, elle compare en particulier f etv.g.

Additivité : si v.f <p v.g alors v.f + v.h <p v.g + v.h.

Homothéticité : siv.f <p v.g alors a.v.f = v.a.f <p a.v.g = v.a.g pour o > 0.

Stabilité : sivde D f(d) < g(d) alorsVde D v(d).f(d) < v(d).g(d), c.-a-d.v.f <ape.p v.g, dONC
v.f <p v.g.

Discrimination: Sif <.ys.0 g €tv.g <p v.f alorsv.f <. v.g <p v.f donc v.g <. p v.f, donc
g Suvs.p f SI v >0.

Restriction : siv.f <p v.g alors VD' CD v.f <pip v.g.

Fusion forte (resp. faible) : svie I v.f <pp, v.g alorsViel v.f <pju,., V.9

Composabilité a droite : Sf <7, f', c.-a-d.v.f <p v.f" alorsv.h+v.fog <,-1(p) v.h+v.f'og donc
h+fog=yiph+flog

Réciproque :f ()" g sSi v.f »=v.g ssi f="g.

Complémentaire ;f (%)" g ssi v.f L v.g ssi f <4 g.

Intersection : f (N;ic;<in) g SSi Vi€l v.f gipv.g SSi f (Micr<in") 9.

Réunion : par l'intersection et le complémentaire.

Produit :(fi)icr (®ier <ip)” (9i)ier SSI Vi€l v.f; Sipv.gi SSi (fi)ier (®ic1=<i,0”) (9i)icr-

Colt majoré d'unfacteuraumoins cg > 1. [ f <maj(ag),p 9 SSIVa €A a.f <p g avec A = [0, o] ]

Antisymeétrie (triviale) : par inclusion (tabl. 3.2) Cafmajca),0 = Noca Smaifel,0 C Smaj{1},0 = SD-
Voir aussi le cas de I'équivalence ci-dessous.
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o Transitivité : siVaeA a.f g et VaeA a.g<h alorsVaeA Ja.f g et Ja.g=< h car
Va € A. Eneffet sia <1 alors /o <1< ap et si o >1 alors /o < \/ag < . Donc
a.f = (Vo) .f £ V/a.g < h par homothéticité.

« Homothéticité : siVva€ A a.f xp g alorsVa€e A a.o'.f =a'.a.f < a'.g pour o > 0.

- Discrimination : par inclusion (tabl. 3.2) Cafaj(4),p C <p-

« Restriction: siVa €A o.f sp g alorsVD'CD VYa€A o.f <pp g

« Fusion forte (resp. faible) : sta€ A Viel o.f <pp, g alorsViel Ya€A o.f <pju,.,p; 9

« ldempotence (Xmaj(a))maj(a) = Smaij(e?) C Smaj(e) CaAF 1 < a < o® (cf. §3.6.6, Colts majorés).

« Complémentaire : sif (#)maj(A) g, C-a-d. VaeA oa.f £ g, alors 3ac A o.f £ g, donc
~(Va€A a.f £ g), A f R 9-

- Relation stricte : Sif (<), 9, C-a-d.Va€A a.f<g eta.ffgalorsVaeA a.f<g et
di<a'€A o'.f #£g, donc Vae A a.fxg et Il<a' €A [ ¥ (1/a').g par homothéticité
donc VaeA oa.f g et 3a'€eAd f ¥ o'.g car 1/a’ < 1, donc Ya€eA a.f < g et
(Vo' €A fi=a'.g), donC f <maja) 9 € (f Zmaja) 9); Cma-0. f <uaica) g

. Equivalence (triviale) : supposongn € A o.f < g et Vo€ A a.g< f. Soit 1 < a < oy, alors
a?.f < f par homothéticité donc (o®—1).f < 0 par additivit¢ donc f < 0 par homothéticité Or
0=0.g< f donc f~0. Demémeg=0, donc Va€ A o.f ~ g, dONC Xumaja) C (X)majca)-
Réciproquement sWVa€A o.f ~ g alors 0 =0.f ~ g et f =~ (1/a)g = 0, donc Va€e A
af<xgetVacA ag=<f, doNC (X)maja) C Fmaj(a)-

« Intersection : f (N;¢; 47;,]3)1]131((}) g ssi Viel Va€A o.f<;pg SSi f(Ner <,;,Dmaj(a)) g.

« Réunion: f (U,c; <i.p) o 9 ssi VoeAd Fiel a.f <;pg Si el Vo€ A o.f <;pg SSI
f (UiEI #istaj((x:)) g.

« Produit :(f,;),;ej (®i€1 %iﬂD)nla.j((}) (gi)ie] Ssi Vae A Viel a.f; <iD 9i SSi (fi)ie[ (®i61
%i,Drnaj(a)) (gi)iel-

maj(

Colt majoré d'un facteur limite au moins oo > 1. [ f <maji(ao),p 9§ SSI Vo €[0,00] o.f <p g]

Il suffit de remplacerd = [0, o] par A = [0, ay[ dans les démonstrations précédentes powlée majoré
d’'un facteur au moing, > 1, car nous n'avons jamais employé I'hnypothegec A. Alternativement, on peut
aussi déduire certaines propriétés par compatibilité aveRlseN Car.ajiao) = Ui caca, Smaja)-

Codt majoré. [ Smaj = U1<rx <maj(a) ]

. Antlsymétl’le (tr|V|aIe) Slf #md](ryl) g etg 41’1’1;1'1(&2) f alorsf #ma_i(min(al,(xg)) g etg 41’1’1;1'1(111111(@1,@2))
f lorsque <p est homothétique avec 1 < min(os,a»), €t 'on est ramené au cas eg,,i.). Voir
aussi cas de I'équivalence ci-dessous.

. Transitivité : Slf %ma](rxl) g etg %Iﬂﬁ.]((}/g) h alorsf %maj(nlin((xl.(xg)) g etg #nla.j(nlin((xl,(xz)) h |0r3que
<p est homothétique avec 1 < min(a;, as).

. Homothéticité, discrimination, restriction et compatildiliavec la réciproque et la réunion : elles sont
préservees par la réunief,.; = U; <, Smaj(o)-

- Fusion forte (resp. faible) finie : SI' est fini alors (;c; <maj(e,).0/0: C MNier Smaj(min,er(a,)),DD; C
Smaj(min;er(e;)).D|Usc, D; AVEC minjer(a;) > 1.

» |dempotence :(ﬁma.i)maj = U1<a(U1<a’ 41113‘1(0’))1113‘1(0) = U1<a,a’ Smaj(ao’) = Smaj-
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» Relation stricte : si f (<),,.; 9, C-a-d. Ja>1 [ (<), ¢ &lOrs f <) g, donc

f '<maj g-

. Equivalence (triviale) : Sif <umaj 9 €1 g <uay f @lOrs oy >1 Fas>1  f <inajan) 9 €L

g Smaij(as) S AIOIS f <maja) 9 €1 9 Smaje) [ AVEC o =min(oy, ) > 1, donc fa~ g0 car
~maj(a) = {(070)}

. Intersection : (N;c; Si)majie) = Nicr Simajey. ON @ réciproquementy),.; <imaja;) C Nicr

Simaj(minger(e;) = (Nier Si)maj(min, er(a,))- I fAUt quel soit fini pour qu'il existemin ;¢ (o) > 1.

« Produit : Comme lintersection en remplacant » par« @ ».

Colt négligeable. [<usq = Noca Smai() ]

I suffit de remplacerd = [0, «y] par A = [0, +oo[ dans les démonstrations précédentes pocols majoré
d’un facteur au moins,, > 1, car nous n’avons jamais employé I'hypothese guait borné. Alternativement,
on peut aussi déduire certaines propriétés par compatibiléé lantersection cak,,¢,1 = No<a Smaj(a)-

. Idempotence :(4nég1)nég1 = ﬂnga(ﬂnga' 41’1’1@1((}5’))1’1’13_1((}5) = ﬂﬂga,m’ #maj((xa’) = 4nég1-

D.3.6.6 Graduation des codts.

Co(t statique déduit d’'un co(t statique général.

(1) o <ania).p = <pja N Savs.D|D\A = SD|a N Kabspp(a),D C Sabs-pp(A).D-

* Sabspp(a),D = Sabs, DD\ C SD|D\A = <pp(a),p Par stabilité.
e Si f <pp(a).p 9, SOIt N = maxqea(|d]), alorsVn>N f <pp, g avec D, ={d € D |n = |d|},
dOI’lC f '\<asymloc,D g-

(2) » <sni(a),0 = <pja N <abs,pip\a C <pja N (ﬂA’finiCD\A <abs,pja’) € <pja N (Narfnic p\a SDjA7)

par stabilitg= ﬂA'finiCD\A(%D\A N <pja’) CNarfinioa Snjar Par fusion faible= <4, o

e Si f <pfini(a),p g alors VA'finiD A f <pjar g. Soient N = maxgea(|d|) €t VREIN D, =
{de D |n>|d}, alorsVn>N D,fini> Dy DA donc f <pp, 9, C-a-d. f <asymslob.n 9-
o Sasymglob(N) = (Vusn SdeD:n>(d} C Nnsn F|{deD:n=|dy PAr compatibilité avec la restrictios
X asymloc(N) -

Distribution.
(3) f(K")” g SSi vo.f V' 5.9 SSI vy.vs.f < V1159,
(4) Sivde D f(d) < g(d) alors Vde D v(d).f(d) < v(d).g(d). La réciproque est est vraie\& € D

v(d) # 0. Le raisonnement est identique paiis-pp, sur 'ensembleD \ A avecA fini.

(5) f(Xip)" g ssi v.f {ipv.g ssi (v.f)p <p (v.9)p SSi fipr < gipr SSI f (#V)uy g-

Codt limite.

(6) Si f<pg alors f Kympg+h avec h=0¢€CP

norm*

Codt maximum.
(7) Si3d'e D Vde D f(d) < g(d') alorsVn>|d'| Vde D, f(d) <g(d'), avec D, ={de D |

n<|dl} etd e D,.
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(8) « Si VdeD f(d) < g(d) alors YvneIN 3d'e€ D, VdeD, f(d) < g(d'), avec g(d) =
maxgep, 9(d) et D, ={d € D |n < |d|}, dONC <abs C <Smax-asymloc-
« Le point précédent s’applique ausska.x-asymgloh avecD,, = {d € D | n = |d|}.

Colts majorés. Notons §) tout d’abord quUe« (Xmajfe:})majfe:} = Smajf{aras} »- EN €ffet, pour tout
fag € CD Onaf (#maj{om})maj{az} g SSI as. f Smaj{a} 9 SSI ajas. f -< g SSi f Smaj{ajas} 9-
) (4ma.i(a1))nmj(az) ﬂ0<a <mz(ﬂﬂ<m1<nl *ma.i{a’]})ma.i{a ﬂogazgm ﬂﬂ<n1<ryl Smaj{ajey} PAr €),

= ﬂogagmaz #ma_i{(x} = %mﬂ.]("xl(xz)

(10) (Smaien) Jmajces) = Nocag<as (Mo<ay<ar Smajtormaitor} = Mocay<as Mo<ar<ar Smaifaioy) PAT ),
= No<cacarn, Smaj{a) = Smajl(a,a,)- LE FAISONNEMenNt est identique pour les autres egalités.

(11) siVei<a; of.f g etVa,<as ayg<h alorsVa< oo, Jo) <oy Jah <oy a=d] oz'Z et
af.f < g et ayg=<h, alors ajal.f < ay.g < h par homothéticité donc Vo< ooy a.f <

(12) Smaiton) - Smaji(es) = Smaiton (Nocacas Fmaite) C Nocacas (Smaion)  Smajce)) C Nocacas <ma_j<am)
= Nocacara, Smajle) = Smajl(aray)- LE raisonnement est identique pour les autres inclusitet-
nativement, on peut simplement reprendre le point précédatt des« < » a la place de certains
« < ».

(13) Snégl = ﬂo<a Smaj{e} C mﬂ<a-<a2 Smaj{a} = Smaj(as) C mo<a<a2 Smaj{a} = Smajl(as) C moga<a1
<m«"tj{”} - 41113.(01) - ﬂo<a<a1 41113.1{(%} = <ma.11(01 - U1<a Smajla) = <ma.1 C 41113.1{1} = <p-

(14) Lidentité est déduite d&majia,) C Smaj(a,) lOrsquea; < o, (pt. 13).

(15) Lidentité est déduite d&maii(as) C Smaji(ay) l0rSquea; < ay (pt. 13)).

Support fini.

(16) « <abe C <moy €St la condition de stabilité (c§3.6.3).
o SUPPOSONSf <moy-tim g AlOIS Ve >0 3e€C |c|| <& et Y,pf(d) < Xyepg(d) +c car
D est fini. Soite’ = Y, , g(d) — f(d). Considérons = 1/(n+1) pourn € IN. Il existe alors une suite
(cn)nen deCy verifiant :Vn € IN |le,|| < 1/(n+1) et 0 < ¢’ + ¢,. Lasuite(c),)nemw = (¢ + ¢n)nen
converge vers’ en restant dans le ferme,, doncc¢’ > 0, c'est-a-diref <m., g. Autrement dit,
<moy-im C <1m. LiNClusion réciproque est donnée par le point (6).

(A7) o <.n: C <max €Stla condition de stabilité (c§3.6.3).
o SUPPOSONSS < axdim g &IOS Ve >0 3ee€C ||| <e etId €D VdeD f(d) < g(d)+c car
D est fini. Soite’ = g(d') — f(d). Le méme raisonnement qu’au point (16) ci-dessus condiit=a0,
c'est-a-diref <. g. Autrement dit,<,.m C <um. Linclusion réciprogue est aussi donnée par le
point (6).

(18) <ppp) = Ko = Ttriv €1 Sacymloe O Kasymloc(1+maxa.p [d) = S|o = Rtriv-

(19) Ces points figurent dans les tableaux 3.4 et 3.5.

Codts d’'usage pratique.
« Les programmegoublel etdouble2 (cf. §3.4.2) montrent queloublel %, double2 et doublel
Zmoy-fini double2.

« Lesdeuxfonctiong etg données en exemple du colt moyen presque firj3ct.6) verifientf <iuoy-pfini
g etf Amoy-sni g CArf N'estinférieure & que sur{0}.

« Le méme exemple Verifig <moy-1im f €19 Zmoy-pini f-

« On a, aved singleton(2) & oy-aini (1) MaIS(2) <Sabspp (1)-
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« Soientf etg définies payf(n) = (—1)" etg(n) = (—1)"** pourn € IN, ainsi qu’une taillén| = [n/2].
AlOrs f X oy-asymalob 9, MAISf €t g Ne sont pas comparables Rakoy- pfini-

D.4 Optimisation et optimalité.

Démonstration (proposition 4.1 page 120).

«Si p E ps E py alors L(py) = L(p2)ipomp) €t L(p2) = L(P3)pomp, dONC L(py) =
L(p3) | pom(ps)npom(p) = L(P3)pomp,) €aAr Dom(p;) C Dom(p,), donc p; C ps;, donc C est
transitif. Par ailleursp C p car L(p) = L(p)pomp) donc C est réflexif.

« (=) = (EN3d) estlafermeture symétrique de

e Si py =p ps =p ps alors L(p1)p = L(p2)p = L(ps)p, donc p; =p ps, donc =p est transitif.

« Si q' € Equiv, (q), c.-a-d. ¢ =gq, alors ¢ C q donc ¢' € Equiv,, (q).

Si ¢' € Equiv,,,(q), alorspC ¢C ¢ donc ¢’ € Equiv,,,(p).

« Si p' € Equiv,, (p) et ¢ € Equiv,,(q) et ¢" € Equiv,,,(q) alorsp'=pC g¢=¢ =¢qLC ¢" donc
PPEJ LY.

« Si ¢ € Equiv,,

q € Equivy(p).
Si ¢ € Equivy(p) alors L(q)p = L(p)p donc L(p)pr = L(q')pr car D' C D, donc ¢ €

Equivp, (p).

« Si p; € Equiv,,(p) etp, € Equiv,, (p) et ps € Equiv,(p) alors L(p1)p = L(p2);p = L(ps)p car

Dom(p;) D Dom(p,) = Dom(p) D D C Dom(ps) donc p; =p p» =p ps.
Si L est une injection e’ € Equiv,, (p), alors L(p') = L(p), donc p' =p. O

(p) alors L(p) = L(q) pom(p)s donc L(p)p = L(q);p car D C Dom(p), donc

Démonstration (proposition 4.2 page 120).
« Supposonsp C p', c.-a-d. (L p) = (L p') pom(p)-
- VgeP L(poq) = (Lp)o(Lq)= (L p)pomp ° L q) = L p)o(L Qg 1 (Domp)
(L p') © (L Q)\Dom(poq)) =1L (P' ° q)\Dom(poq))a donc pogq E p’ °gq.
- VgeP L(gop) = (Lqg)o(Lp)=(Lqg)o(L ppomp = (L q) o L ")) (Dom(q) =
L (g0 p") Dom(qopy), dONC gop C qgop'.
«Sip=yp, crad.pCp etpdyp, alorsVgeP g p'og et gopC gop’ et g Idp' oq et
gopdgop' donc pog=p'oq etgop=gqop
e Si(Lp)p= Lp")palors(Lp)polq)rg-py = L") po(Lq) Ly~ (p) carL{q)(L(qg)~ (D)) c D,
donc L (poq)irg-1py =L (p' 0 q) 19— (p)- Dautrepart (L q)o (Lp)p=(Lg)o(Lp')p donc
L(pogp=L(p'oq)p. O

Démonstration (proposition 4.3 page 121).
(1) « Si 2 € Eming(E)N A, c-ad. 2 € A et VyeF y<x a2 = z <y, alorsz € A et
VyeAd y<sae = z<sy car AC E, donc z € Eming(A).
ez € Eming(4) ssi Vyed y<z = z<xy SSi Yyed y£z V <y SSIi YyecA
“(ysez ANxdy) ssi VyeA z ¥y ssi ¢ € Ming(A).
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(2) « Si 2 € (Ming(E)NA), c-a-d.z € A et VyeE 2 <y, alorsz € A et Vyec A 5y car
ACE, donc z € Ming(A).
« Si z € Ming(4), c-ad. z € A et VyeAd z gy alorsVyed y<saz = z <y, donc
z € Eming(A)

(3) « 2 € Minorg <(A) ssize A etVye A o<y ssi z € Ming(4).
e 2 € (AN Minorg (A)) sSizcec A etzec b etVyeAd z <y ssi z € Ming(4).
« Ona Minory ¢(A) = Ming(A4), donc Minorg <(£) = Ming(£) pour A = E, donc
Minorg <(E)ja = Ming(F) 4.

(4) o z €Infy ((A) ssi z€ A et Vyed 2 <y et VzeAd (Vyed z2<5y) = z<z, O Si
VyeA z<y alors z<xa car e € A donc = € Inf, (A) ssi z € A et Vye A =z 5y SSi
x € Ming(A).
oz €Infg(A)s ssSi z€ A etVycA a<xy etVzeFE (VyeAd z2<5y) = z<z, Or Si
Vye A z<y alors zx 2 car e € A donc z € Infg ((A) ssi ¢ € A et Vye A = <y SSi
x € Ming(A).

« Onalnf, ((A) = Ming(A), donc Infg ((F)= Ming(E) pour A= FE, donc Infg ((F) . =
Ming (E)|a.

(5) Soientz; € (Eming(F)NA), 2, € (Ming(E)NA), 23 € Ming(A), 2z, € Eming(A), z; € A. Alors
Vyelr y<z1 = a1 35y et Vyel z, gy et Vyed zas <y et Vyecld yx a2y, = 2, %X v,
donc z, < zi,z3, 74,75 €t T3 X 71,79, 24,75 dONC z, X z, €t z, < z5. Parconséquent
T1 R Ty X3 R Ty O Ty, 25 X 5.

La relation< est totale ssix U = = ~,;,. Onadanscecag = [(£Nx=) = s U ¥ = (
(SUA)N(KU=) = KN(EUE) = SNRLiy = <. Parconséqueriming (A4) = Miny (A)

Démonstration (tableau 4.1 page 122).

Plus petits éléments.
- Relation stricte :z € Min_ (A4) ssi z € A et Vye A z <y. Or z £z, donc Min,(A4) = &.
Inclusion : déduit de l'intersection.
- Intersection : ¢ € Minq,_,<,(A) ssi z € A et Vye A Viel = <,y SSi Viel (z € A et
Vye A z <, y) SSi z €,r Ming,(A4).
— Réunion:z € Min,,_,<,(A) ssiz € AetVycATiclz<;ysiFecl(z€ AetVye Az <;y) SSi
z € Use, Min, (4).
- «ACA »: Onavu(prop. 4.3) que Ming(A')N A = Ming4(A") C Ming(A4), donc Ming(A4) D
Ming(A') et Mingj4(E) = Ming(E) N A C Ming(E) N A’ = Ming 4 (E).
Pour la restriction &4, on a exactement les mémes propriétés«card » se distribue sur l'intersection et la
réunion.

Eléments minimaux.
- Relation stricte : Sif(x) =¥ =0(£Nx=) =< U% alors f(<) = (xNE)ULZN=) = (xN¥E)U
(SU¥)=<xU¥ = f(=%). Or Eming(A4) = Miny(A4) donc Emin_(A4) = Miny(A4) = Eming(4).
- Intersection : Soits = ;.; ;- Ona Eming(A) = Miny,(A). Or ¥#D ), % (tabl. 3.1) donc
Miny(A) D Minn,, ¢, (4) D Nicr Ming, (4) = (;c; Eming (A4).
- « A C A" »: l'argument est identique au casin car Eming(A’) N A = Eming|4(4’) C Eming(A)
(prop. 4.31).
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Pour larestriction &, on a aussiles mémes propriétés«<ard » se distribue sur I'intersection et la réunionl

Démonstration (proposition 4.4 page 123).

(1) p<p et p € Equi Str(p) C P. C’est 'analogue du programme résiduel trivial §£.3.1).

(2) g € Evap™¥(p) ssi g<xp etVgeP g=<q sSiV¢€EP q=<q ssi Vg eP qec Evap(q’) ssi
q € Nyep Evap(q').

(3) ¢ € Evap™(p) ssi q<p et V¢ €P ¢ xp = q=<q SSi q€ Evap(p) et Yq' € Evap(p)

g € Evap(q’) ssi q € Evap(p) N ([’]q,eEvap(p) Evap(q’)). Deplus si Evap(p) # @, c.-a-d.
dgo € P gy < p alors q < qo < p. La conditiong € Evap(p) est donc superflue.

4 qc€ EvapmmF(p) ssigxpetVq eP ¢ Aq ssiq€ Evapp(p) €tVq € P q € Evapp ,(q') SSi
q € Evapp o (p) N (Nyep Evapp,(q))-

(5) q € EvapmmF(p) ssigxpetVgeP ¢ <p = qq sSiqée Evapp_(p) et Vq € Evapp (p)

q € Evappy(¢') ssi ¢ € Evapp (p) N (ﬂq reBvapp, < (v EVaPPy(4)).

(6) Soit ¢ < p. Ona g ¢ Evap™F(p) ssi 3¢€P ¢ < q¢ AN q 4 ¢, donc ¢ < p par
transitivité, donc 3¢ €P ¢ <xp A ¢ <q A qg# ¢, donc ¢q ¢ Evap™™(p). Par conséquent
Evap™™ (p) C Evap™™F (p). Lereste des inclusions estdonné par les points (1) et (2)deposition 4.3
avecF = P et A= Evapp.(p).

Si < est totale Emin est éqUivaIent alin (prop. 4.3), doncEvap™™¥ = Evap

(7) C’est la traduction du point (5) de la proposition 4.3rde@aque~ est transitive, I'ordre des ensembles
dans cette formule est sans importance.

(8) Onsaitquéquiv,,.(p) = {p} (prop. 4.1). On atrivialemente Evap
sont donc saturées.

La section§4.4 recelle quelques exemples d'inclusions strictes.

minF

optF
str

(p) ; lesinclusions du point (6)

Démonstration (tableau 4.2 page 124). Nous donnons uniquement les propriétés de I'évaluation partie
simple. Celles des évaluations partielles optimales etmalds sont déduites du tableau 4.1.

Relation stricte :Evap_(p) = Evapgn(p) = Evap_(p) N (Evapy(p)) C Evap.(p).
Inclusion : elle est déduite de I'intersection.
Intersection :q € Evap, _ . (p) ssi Vi€l g <ip sSi g€ (N, Evapg (p)).
« Réunion:q € Evap, _ . (p) ssi i€l qg<ip SSi g€ (U;er Evapg, (p))-
e« PC P »: g€ Evapp(p) SSi g € P et ¢q X p sSSi g€ P' et g<p et g € P ssi
q € (Evapp: (p) N P).
Soit P un ensemble qui vérifigiquiv,,, (p) = Equiv,,, ( ') C P C Equiv,,,(p) = Equiv,,.(p').
o Evap: si g € Evapp(p) alorsg€ P et ¢ <xp<p donc g € Evapp(p'), etdonc Evap,(p) C
Evapp(p').

« Evap™ : si g € Evaph™(p) alors ge P et g p<p e V¢eP ¢ <xq = ¢g=< ¢ donc
g € Evaps™(p'), etdonc Evapa™(p) C Evap™(p').

o Evap™' : si g € Evap®"(p'), alors g € P et g < p et VgeP ¢ xp = q=<g, oOr

pEP etp=xp', donc g < p. DeplusVqg eP si ¢ < p alors ¢ < p’, donc ¢ < ¢', donc
q € Evap?*(p'), etdonc Evap™(p) C Evap®™(p').

°PiF - Jévaluation partielle optimale forte ne dépend queRi@rop. 4.4), doncEvapP'® (p) =
opfF( ’
p'). O

o Evap
Evap
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Démonstration (proposition 4.6 page 139).

o Soit z € Eming(A4), c'est-a-direxz € A et pour touty € A, si y < = alors z < y. Pour tout
y' € Eming (f'(4)),siy' <" f'(z) alors f(y') < f(f'(xz)) < = doncz < f(y') par hypothese sur.
Par conséqueny(z) <" f'(f(y")) <’ . Autrement dit,f'(z) € Eming (f'(4)).

o f'(Eming4(F)) = f'(Eming(F) N A) C f'(Eming(E£)) N f'(A) C Eming (f'(E)) N f'(4) =
Emin g ) (f'(E))

« Soit z € Ming(A), c'est-a-dire pour touty € A, =z < y. Pour touty’ € Ming (f'(4)), on a en
particulier z < f(y') etdonc f'(z) <" f'(f(y')) <’ v'. Autrement dit,f'(z) € Ming. (f'(4)).

o '(Ming4(E)) = f'(Min(E) 0 A) € Min(f/(E)) 0 f'(A) = Minijp (£/(E)) O

Démonstration (proposition 4.7 page 140). Si P = Equiv,,,(p) et P’ = Equiv,, (T'(p)), alors pour tout
g € P,T'(q) = T'(p) donc,T'(P) C P'. On a de mémd’(P') C P. La situation est identique pour
I'extension paresseuse :Bi= Equiv,, (p) et P’ = Equiv,_ (T"(p)), alors pour touy € P, T"(q) 3 T'(p),
donc T"(P) C P'. De méme, pour touf € P’, T'(¢') 3 T(T'(p)) 2 p, doncT(P’) C P. Ce sont les seules
hypothéses que nous utiliseront $uet P’. Les démonstrations qui suivent utilisent principalemestignes 5
et 7 du tableau 4.2.

« Soit ¢ € Evap,, (p), C’est-a-direq € P et g < p. Alors T'(q) € T'(P) et T'(q) ' T"(p). Autrement
dit, T7"(q) € Evapqpy(T'(p)) C Evapp (T'(p)) car T'(P) C P’ (tabl. 4.2).
(

o EvapP™ (p) = Min|gup,p(P) par définition, doncT’(Evap®'™ (p)) C Min|z(gvap, (o) (T"(P))
d’aprés la proposition 4.6. Of’ (Evap,(p)) C Evapp, (T'(p)) d’aprés le point précédent. On a donc
bien l'inclusion dansMin|g.ap,., () (P') (tabl. 4.2). Et cet ensemble n'est autre doeap '™ (T"(p)).

. Daprés le point (3) de la proposition 4.4, onEvap?* (p) = Evapp(p) N (Nyervap,.(n) Evapp(q)).

Par conséquent” (Evap?®™ (p)) C T'(Evap,(p)) N (Nyervap, T (Evapp(q))) C Evapp, (T'(p)) N
(Ngervap, () Evaprp (T7(q)))-

Pour montrer ensuite qQUE),c gy .y Evarp (T'(9)) C Ny ervap,, () Evapp (¢'), on verifie que
chaque terme présent dans la seconde intersection comiggtnoe présent dans la premiére. Soit donc
q' € Evapp,(T'(p)). Alors le programmeg = T'(¢') appartient akvapy g, (T(T'(p))) C Evapp(p)

car T(P') C P et T(T'(p)) < p (tabl. 4.2), et il vérifie Evap,. (T'(q)) = Evapp (T'(T(q'))) C
Evapp(q')). En résume, on cff’(Evap‘”“f( )) C Evapp (T'(p)) 0 (Mg epvapy. (1)) EVarp (q')) =
Evap?" (T'(p)))-

« Evap™(p) = Emin(Evap,(p)) par définition, don@” (Evap™™(p)) C Emin(T’(Evap,(p))) d’aprés
la proposition 4.6. Oﬂ“’(EvapP( )) C Evapp, (T (p)). Par conséquent, on a donc bien I'inclusion dans
Emin(Evapp, (T'(p))) = Evapp:"(T' (p)).

« T(T"(Evapp(p))) C T(Evapp (T'(p))) C Evapp(T(T'(p)))) C Evapp(p) car T(T'(p)) < p (tabl.
4.2). Le raisonnement est identique pour les évaluatiorntefies optimale forte et minimale. Il y a de
plus égalité pour I'évaluation partielle optimale forte ce est indépendante ge

« En ce qui concerne I'évaluation partielle optimale faibleus avons toujourdEvap®™ (T(T"(p))) =
Evapp(T(T"(p)))NNye mvap . (r((py)) Evapp(g)). Comme nous I'avons déja fait ci-dessus, pour montrer
linclusion de N ¢ gy (7(77 (1)) Evapp(q) dans e gvap () EVapp(q), NOUS verifions que chaque terme
présent dans la seconde intersection contient un terme pdzsenla premiere. Soit dogce Evap(p).
Alors le programmeT’(T"(q)) appartient aEvapp(T(T"(p))) C Evapp(p) car T(T'(p)) < p (tabl.
4.2), et il vérifie Evap .(T(T'(q))) C Evapp(q). Par conséquenEvap®™ (T(T"'(p))) C Evap,(p) N
(Nyevap,. ) Evapp(q)) = Evapi™ (p).

Notons que pour I'évaluation partielle optimale faible, #st pas possible d’utiliser un argument similaire a
I'évaluation partielle optimale forte ou minimale car elle vérifie pas la propriété donnée a $&%5igne du
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tableau 4.2. C’est pourquoi il nous a fallu détailler davgatal

Démonstration (proposition 4.8 page 141). Pour tous programmesetq de’?, onap = g SSi L(p) =

L(q) ssi L'(T'(p)) = L'(T'(q)) ssiT'(p) = T'(q). Le résultat est identique podr. Par ailleurs,L(p) =
L'(T'(p)) = L(T(T'(p))) donc p = T(T'(p)). On a donc bien une connexion de Galois (contractante)
entre(P, =) et(P',=).

D’autre part, pour toutp € P et tous ¢;,9, € Equiv, . (p), on a L(¢;) = L(p) = L(g»), C.-a-d.
L'(T'(g1)) = L'(T"(¢2)). Puisquel’ est injective, on & (¢;) = T"(g2). On a alors trivialement'(7"(q,)) =
w(T'(g2)), et doncT"(¢1) =, T'(¢g») car =< est réflexif. Réciproquement, si,q¢, € Equiv,,(p') pour
p' €P,onal'(q)) =L (p') = L'(¢4), donc ¢} = ¢4 et T'(¢:) =, T'(g»). Enfin, pour tout programmesde
P,onap(T(T'(p))) < ¢ (T"(p)) < p(p), c’est-a-direT(T'(p)) <, p- On a symétriquement le méme résultat
pourP’. Par conséquent”, T') forme bien une correspondance stricte ertet .'.

Pour conclure, nous savons que pour tpte P, on ap' € Evap’®F(p) = {p'} (prop. 4.48). En

str

particulier, pour toutp € P, onaT'(p) € Evap®™" (T"(p)), donc T(T"(p)) € Evap®™ (p) (prop. 4.7). O

D.5 Transformations et correction.

Démonstration (lemme 5.1 page 159). Soit une dérivatiolV ., .00 N = (uru.00)ucey P AVECT, =
(g — Do) etr, = (a, — B.) pouru € U. Par définition, cela signifi&/ /uy = coag, M = Nluy — 0¢0],
et pour toutw € U, N/u = o,,, € P = N[u «— 0,0,].

Par hypothése, pour toute U, r,, ne se superpose pas@enu/u,. Autrement ditu/uy ¢ Occ(ay) 0OU
ag(ufug) € Var(ag) ou {ag/(u/ug),a,} n'estpas unifiable Or uy, < u et o0, = N/u = (M[uy —
oogl)/u = ogog/(ug/u) donc {eg/(u/ug), .} est unifiable. Il ne subsiste queu, ¢ Occ(ey) OU
ag(u/ug) € Var(ay).

Dans chaque cas, puisqug < u, l'occurrenceu/u, pointe sous une variable, de Var(«,) dans
le terme N/u, = oya,. Autrement dit, il existe une occurreneg € Occ,, () telle quewv, < u/uy.
Soit w,, = (u/ug) /v, = u/(u, - v,) ; c'est I'occurrence de la dérivation pay, danso,z,,. Nous avons
ooty /wy, = N/u = o,a,. NotonsXy = {z,, | u € U} 'ensemble des variables dg traversées pal et,
pourz € Xy, U, ={u € U | z, = =} 'ensemble des occurrences dequi traversent dand une variable:
donnée.

1. On cherche a relied/ a P en utilisant les reglegr, ).y avantr,. Pour cela, on suit les traces des
occurrences d& a travers la dérivatiod),. Ces traces ont la propriété d’'étre paralléles entre elles. En
effet, les familles suivantes sont constituées d’occugerlisjointes :

o (u),cp par définition

o (u/ug)uer = (V- Wy )uer CAr uy < U

o (V- Wy)uevm,—0 POUr & € Xy et v € Occ,(ap) €n tant que sous-famille

(Wo)uevw,=» POUr € Xy €t v € Oce, (o) = {v} car o, est linéaire

(v - wy)uevw,—0 POUr z € Xy €t v € Occ, (o) €t v' € Oce,(By)

o (ug V" Wy)uevweoce,, (p) CAr Occx(By) est constitue d'occurrences disjointes

LensembleU’ =,y uo - Occ,, (6o) - w,, €st la trace des occurrencesldelans le termé/. On peut

donc définir une dérivation paralle® = (v',r!,, 0!, )y ey parr., = r, eto!, = o, 0l u est 'unique

y oty Mt

occurrence dé& telle queu’ € u, - Occ,,, (By) - Wy.
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Pourtout' € Occe,.,(Bq), onaM Juy-v' -w, = 0¢fy /v -w,, = ogz,,/w, = o,0,.Onadond +, M’
avecM’ = MJuy - Occ,, (Bo) - wy — 0.0, | u € U]. Notons que sb, est linéaire, alorg’’ contient au
plus|U| occurrences ; ¥, est d’ordre zéro, alor§’ est vide etM’ = M.

2. Soitz € Xy etv’ € Occ,(By), alors le termeM’ /uy - v' = M[uy - Occy, (Bo) - wy — 0,0, | u €
Uljug -v' = (M/uy - v")[w, «— 0,6, |u€ Uz ==z,| =oz[w, — 0,8, | u€ U,] ne dépend que de
z et non dev’ ; nous le notons,,.

Soit 4 la substitution sur les variables dg et g, définie pard(z) = t, Siz € Xy, etd(z) = oy(x) Si
x ¢ (Var(ay) U Var(6y)) \ Xv.

AIOfSP/U(] = N[u — oy 0y | u € U}/uo = (N/uo)[u/ug — 0.4 | = U] = anﬂ[vu CWy — Oyl |
u € U] = O'(]CJZ[][OCCm"(Ol[]) C Wy O-U/Bu | u € U] = GOaO[OCCr(QO) — O-Um[wu — O'uﬂu|u S Uac] |
z € Xy| = 090[Occy () — t, | € Xy| = bay.

D’autre part,M'/uy = (M /ug)[Occ.., (Bo) - w., «— 0,0, | u € Ul = 0¢5a[Occ,, (Bo) - woy — 0,8 |
u € U] = UO/BO[OCCm(/BU) — O'OZE[wu = O-uﬁu|u € Uﬂc] | T € XU] = UO/BU[OCCGE(/BU) o | z €
Xy| = 08,. Par conséquenty’ <, 4, P.

En conclusion, on a bief «5 M' «—,, P avecu, < U'. O

Démonstration (lemme 5.2 page 159). On montreVo,; € Deriv(R,) V0, € Deriv(R,) 30; € Deriv(R;)
305 € Deriv(Ry) ¢+, w9, C =g, <+y  aVeC Roots(Occ(01) U Occ(d,)) = Roots(Occ(d;) U Oce(0;))
par récurrence sub, | + |9, |.

La proposition est triviale dans le cas = @ ou 9, = @. Supposons), # @ etd, # &. Soient
u; € Uy = Oce(;) et U, = Occ(d,). Soit r; la regle associée a, dansd,. La dérivationd, s’écrit
01 = (u1,71) U O1jp,\{u,}- Quatre positions relatives des occurrences sont possible

1. Casqu e U, u = u;. Soitalorsr, = (ay — (,) larégle associée @ dansd,.

1.1. Sir, ne se superpose pas@enc, il existe par application du lemme 5.1 une dérivation patall
0; der, dominée paw telle que—., ., —w.r, C o, —ur, -

1.2. En revanche, si, se superpose & ene, c’est nécessairement une superposition impropre car
Crityo (R, R:) = @. Donca, € X, et par conséquent ne se superpose pasraene. Par
application du lemme 5.1, il existe donc une dérivation peled; der, dominée paw telle que
o urs C ey SO

En tout état de cause, il existe des dérivations paraltglesd, der, etr,, dominées pau, et telles que

Sy, C oy oy avecRoots(0;,05) = {u}.

OrUy \{u} || {u} €tUs \u || {u}, dONCery, =5, = <o [0\ (u} “uiri s 0,0\ {u) T 0,07\ {u}

oL Sl oy U\ {u} T 0 oy | U\ {u} 8 |U\{u} T

On peut appliquer I'hypothése de récurrenc& @, ;.; etdsu,\ (.} Il €xiste donc des deérivatiordty’ €
Deriv(R;) etd; € Deriv(R,) telles quess, u,\{u} *a,|v.\{u} C oy <9y aveCRoots(dy,0y) =
Roots((Uy \ {u}) U (Uy \ {u})) = Roots((U; UU,) \ {u}).

Or 9, etd; sont dominées pat etu || Roots(9y,dy). On peut donc former les dérivations paralléles
0y U 0y etd;, Udy. On a bieney, +y, C ==y 0oy <100 €L Roots(Uy U Us) = Roots(0;,0;) U
Roots(0Y,0y).

2. Sinon, considérons le casids = {u, € U, | us > uy} # &. Puisquel/, est constitué d’occurrences
disjointes, on peut placer les réductions aux occurrehges téte de, : +y, = =g, v, =0, [v,\V,-
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Par application du lemme 5.1, il existe une dérivatijndominée par, telle que«—y, ., +a,1v, C
01 =9, juy - DONC g w9, C <, |7\ {ur} "0, <0, |ur ™ 0a|Us\Va-

D’une partU, est constitué d’occurrences disjointesdeest dominée pat,, doncU, \ {u.} || 9; et
oy |UN\{ua} T8, = AL ey UL\ fun )

D'autre part,u; || (Us \ V). En effet, siu, € U, \ V; vérifie us, < uy alorsu, < vy < vy pour

vy € Vo # @ contredit le fait qud/, est constitué d'occurrences disjointes. De méme, on ne @aut p
avoiru, > u, car le cau, = u, a déja été traité et e€liminé, et le cas> u, contreditu, ¢ V,. Par
CONSEQUENt—g, u, *0,(U,\Va = 20, |Us\Vs <01 [uy -

Par conséquenty-y, o, C  +g; <o, 0, \{u,} *a,|Us\Va —a,]u, - ON peut appliquer I'hypothese de
récurrence & y,\{u,} €t 2yu,\v,. Il €xiste donc des dérivation®’ € Deriv(R;) etd; € Deriv(R,)
telles que—+o, v, \fu,} *a,u\v, C oy <oy, €tdontlesracines verifieRloots (9, 8;) = Roots((U\

{ur}) U (U2 \ V2)).

Oroy || Uy \{ui} etdy || U\ Vs etuy || Uy \{us} etuy || Uy \ Vo. On peut donc former les dériva-
tions parallelesd,,, U 9] etd; U d;. On a bien,, +,, C “aruay ooy €t Roots(U; U U,) =
Roots(uq, 07,05, 0Y).

. Sinon, sidu, € Uy uy < uq, On permute le réle d& etd, et I'on procéde comme au point 2 ci-dessus.

. Il ne reste que le castou; || U,. On peut alors permutef-,, +s, = <o, 10,\[u1} —orjus 0, =

“a, U\ [u} 28, —a,ju, €L appliquer 'hypotheése de récurrencé.a,\;.,; etd.. La conclusion de ce
cas de figure est identique ensuite a celle du poinER.

Démonstration (lemme 5.6 page 162). Soit une dérivationM ., .o.0o N = (ur, .00y P AVECT) =
(ag — By) etr, = (o, — B,) pouru € U. Par définition, cela signifi&/ /u, = opag, M = Nuy — 0],
et pour toutw € U, N/u = 0,0, €&t P = N[u «— 0,3,].

Comme on l'a vu a propos de la démonstration du lemme 5.1, muirut € U l'occurrencew /vy

pointe sous une variabte, de Var(«ay) dans le terméV/u, = o,a,. Autrement dit, il existe une occurrence
v, € Occ,,(ay) telle quev, < u/u,. Soitw,, = (u/uy) /v, = u/(u, - v,,) ; C'estl'occurrence de la dérivation
parr, danso,z,. Nous avong,z, /w, = N/u = o,a,. NotonsXy = {z,, | u € U} I'ensemble des variables
de «, traverseées pav et, pour toutr € X, U, = {u € U | =, = x}, 'ensemble des occurrences dequi
traversent dand’ une variable: donnée.

1. Pour toutz € X et toutu € U,, on notet, = oy(z)[w, — o,8,]. On a alors la famille de

dérivations(cy(z) —u,.r, tu)ucv,- D'apres le lemme 5.5, il existe un termg et des dérivations
concretest, —y, t,)uev,. POUrtoutu € U,, on aoy(z) —{,. .. ,.).v. t,- On choisit nimporte quel
élémentu, € U, # @ pour définirV’' = U, x, wo - Occe(Bo) * ((Wa, s 7w, 0u,); Vu,). On a alors
M —%, M'= MJuy - Occ,(By) — t,, | ¢ € Xy].

Nous avons fait en sorte que, paue X fixé, chacun des termesx sous la variable: de 5, dans
M subisse la méme dérivation. Nous pouvons ainsi former undisuios ¢ sur les variables de,
etp, parf(z) =t/ siz € Xy etf(x) = oy(z) Siz ¢ Xy. On aalordhdp, = 06,[Occ,(6y) «— Oz |
x € Var(fy)] = 000u[Occ,(By) — t, | z € Xy] = M/uy[Occ,(By) — t, | z € Xy] = M'/u,. Par
conséquent)’ — 9 N avecN' = M'[uy — Oay].

U0 ,T0,

. On cherche a atteindr®’ en partant deP = Nug - v, - w, — 0,0, | v € U]. Remarquons que

N'= M'[uy — 0ay] = M[ug — 0ay] = Nug — Oay] = Nug - Occ,(ag) — t, | € Xy]. Or, pour
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toutz € Xy, onaN/ug - Occ, () = og(), etoy () = (o s30): t! pour toutu € U,. On définit
V' =T1lex, %o - (IL.er, vu - V). OnaalorsN «5 P —3, N'.

En conclusion, il existe bied — M' —, N' <%, P. O

D.6 Algorithme et terminaison.

Démonstration (lemme 6.2 page 184). On démontre cette propriété par récurrence structurelle stir,
suivant les deux cas possibles pour la conditicn ¢.

« Si s <, alors |s| < [t;| par hypothése de récurrence,|of < Y7 _, [tx| = |t| — 1, donc |s| < [¢].
« SiVjen] s; Qt;, alors|s;| < [t;;| par hypothése de récurrence,|or| < >, [tz| = [t| — 1, donc
Vji€ln] |s;| < [t| —1,donc|s| —1 < 37, [s;] < [t| — 1, donc|s| < [¢].
Si ¢ est un sous-terme propre de alors |s| € |t|. On a doncs € ¢t par contraposition de la proposition
précédente. Cette propriété est vrai également pour la hawtstednes, pour les méme raisons.
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Annexe N

Notations, Définitions et Propositions
Usuelles

Nous donnons ici les notations, définitions et propositiongellss que nous ne rappelons pas explicitement
dans le texte. Pour plus de détails, on peut consulter parma¢hiO80, Wir90] pour les algébres, [Hue80] pour
les occurrences, [Cou83] pour les arbres, [GTWW?77] poualgébres initiales et continues, [Der87, Rao89]
pour les ensembles (pré)ordonnés, [GS90] pour les ensemblesnés complets, [Hue76, Ede85] pour les
substitutions, [Hue80] pour les notions de réduction et délgence, et [HO80, DJ90] pour les systéemes de
réécriture.

N.1 Ensembles.

Soit £ un ensemble.
« ‘B(F) estl'ensemble des parties de
o B*=U,en E”
« BT = Unemy (o) B"
« LpA = E\ A estle complémentaire dédansE (on omet souvent l'indice)
. |E| estle cardinal dé”
. La notation informellgz,, . .., z,) désigne une suite deéléments, vide dans le cas= 0

e Va,b€IN [a..b] ={z € IN|a <z <b}, [ab]={z € IN|a <z <b}, [b] =][1.b], [a.. + co[=
{z €IN|a< 2}

° |R+ = [O, +OO[
« Vz€IR |z| estla partie entiere de

N.2 Relations.

Soit <1 une relation suf.
« Pourtoutd, B C FonnoteA < B ssi Yac A YbeB a<b
o <1<, estlarelation définie parvz,z€ E z (<1<3) 2z SSI JYeEE = <1y <y 2
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N.3 Fonctions.

SoientE et F des ensembles.
« E — F (resp.F'P) est I'ensemble des fonctions (resp. applicationspdéans#
« On noteDom( f) est le domaine d’une fonctiofiet Im(f) son image.
- fia estlarestriction d’'une fonctiofi a un ensemblel : Dom(f4) = Dom(f)N A et Vo € Dom(f|4)
flalz) = f(=)
. B2 F estl'ensemble des fonctions dedans?, de domaine fini
« Idg : E — F estlafonction identité (I'indice est omis en pratique)
Si E a un élément particulier, not&(I'élément nul),
« Une famille(z;);c; de ET estpresque nullessi {i € I | z; # 0} est fini.
« E estl'ensemble des familles finies

N.4 Algébre et magma.
Le terme deF-magma ainsi que la notatiod/ (F'), est fréequemment employé dans le cadre des schémas de
programme. Les termes plus couranttlalgebreou de F-algebreen sont d’exacts synonymes.
- Un ensemble deortesest un ensemble fiifi.
« L'ensemble desypes du premier ordreurS estS™.
— Untypes € 8! est untype de constantd’arité nulle.
- Untype(sy,...,s,,s) € S"! est untype d’opérateud’arité n, notés, x --- x s,, — s.
. UneS-signatureest un couplé F, 7).
- F estun ensemble deoms d'opérateur
- 7: F — ST est undonction de typage

La notation(F, ) est abrégée ef, et expansée efif : 7(f) | f € F'}. LensembleF,, désigne le
sous-ensemble des opérateursRid’arité n. Pour toutf € F, on définite(f) = s pour 7(f) =
81 X -+ X 8, — 8.

« La notation abrégéé : s* — s’ définit une famille( f,,),.cin d’opérateurs typés(f,) = s — s.
« Une F'-algébre(ou F-magma est une structurd? = ((M,).cs, (fm) rer)-
- (M,),es est une famille d’ensembles indexés gar
- Pour toutf € F detypes; x --- x s,, — s, far €St une application d&/,, x --- x M, — M,.

. Une F’-algébreM’ est uneextensiord’'une F-algébreM ssi:
~ScS etVseS M =M,
- FCF etVfeF fu=1fu

Nous omettons souvent I'indication des sortes afin d'allégenbtations.

N.5 Occurrence.

. L'ensemble des occurrencesestOcc = (IN'\ {0})* ; c’est une séquence finie d’entiers strictement
positifs.
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N.6

L’ occurrence videst notée.
La concaténatiordes occurrences etv est notée:-v (ouuwv lorsque le contexte l'autorise).
SiU etV sont des ensembles d’occurrendésy’ = {u-v | u € U,v € V'}
(Occ, -, €) forme un monoide.
Occ est partiellement ordonné par la relationdignination< suivante.
- u<wv sSi Jw v =wuw. Onnote alorsgw = v/u et I'on dit queu est au dessus de
~u<wv SSi ugv etu#v
~u<V ssivweV u<g<v et ULy sSiVuelU u<Lv et ULV ssiVueU YwevV
u <.
Deux occurrences etv sontdisjointes(ou paralléleg, notéu || v, ssi u L v et v £ u.
Une occurrence est disjointe d’'un ensemble d’'occurrendésnotéw | V, ssi Vo eV || V.
Deux ensembles d’occurrencEsetV sontparalléles notéU || V, ssi YVueU YveV u | v.
L'ensemblel est un ensemble d’occurrences disjointes/sst U Vu' €U u#u' = u || u'.

Arbre.

Un arbre ¢ sur la signature” est une fonction d&®cc — F' dont le domaine est udomaine d’arbre
(voir [Cou83]). On notef (¢4, ... ,t,) 'arbret de nceud qui a pour fils lesous-arbres,, ..., t,. Il est
de sorter(t) = s ssSiT(f) = s; X -+ x s, — s. |l estbien forméssit,, ..., t, sont bien formés et de
sorte respective,, ..., s,.

Dom(t) est ledomainede I'arbret ; c’est un ensemble d’occurrences. Larbrestfini ssiDom(t) est
fini. Il estinfini dans le cas contraire.

t(u) est le symbole dé" a I'occurrenceu de l'arbret.

t/u est le sous-arbre dea I'occurrenceu.

t{u « t'] est l'arbret ot I'on a remplacé & 'occurrencele sous-arbre/u par I'arbret.
t[u <« O] est uncontexte fonction qui &' associe|u — t'].

t[zy/t1,...,2z,/t,] estl'arbret ou I'on a remplacé le sous-arbeepar I'arbret; a chaque occurrence du
symbolez;, pour tout: € [n].

La taille d’'un arbret est le cardinal de son domaing|:= |Dom(t)|. C’est aussi son nombre de nceuds.
On a égalementf (ty,...,tn)| =1+ |t1] + - - + [t,].
Occ,(t) est I'ensemble des occurrences du symbad@ns I'arbret et Oce (t) = U, Occy (1)

Roots(U) = Emin (U) ={u € U | VveU v <u = u < v} estl'ensemble des racines d'un
ensemble d’occurrencés.

M,(F) est'ensemble des arbres finis de sarur F'.

M(F) = U,.s M,(F) estl'ensemble des arbres finis gur On note aussi/ (F') = (M,(F))secs.
M>(F) estI'ensemble de tous les arbres (finis ou infinis)Bur
Ma(F)=M(FUQ)ouf={Q, : s}ses €st une signature disjointe de

MF(F) = M>(FUQ).

Lorsque nous omettons l'indication des sorteglésigne aussi I'un des symbol@s.

Lemme de Ko&nig : tout arbre infini tel que chaque nceud n’a qu’umhbme fini de fils contient un chemin
(une branche) infini.
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N.7 Algebre des termes.

Soit F' une signature.

o« M(F) est laF-algébre des termes du premier ordeonstituée des domaingd/,(F'))..s et des
fonctions de construction d’arbres associées.

o« X = (X,).es €stune famille d’ensembles #gariables
« M(F,X)= M(F U X) estlaF-algébre libreengendrée pak .
. Var(t) est'ensemble des variables dequi apparaissent dans le terme

« Un termet estlinéaire ssi chaque variable de Var(t¢) n’a qu’'une occurrence dansll estd’ordre zéro
s’il n’a aucune occurrence de variable.

N.8 Algebre initiale.

« Une F-algébreM estinitiale dans une classe d’algebre ssi pour tautaelgebreM '’ dans cette classe il
existe un unigue homomorphisreealy, : M — M'.

. L'algebre M (F) des termes du premier ordre est initiale. Pour talitalgebre M, on notety, =
evaly(t) '€lément deM dénoté par le terme

e VtE M(F,X) tq Var(t) C X, = (x1,...,2,), On notetx,  la fonction deM” — M tq

tx, m(mi,...,m,) =tz /my, ...,z /m,]m.

N.9 Ensemble muni d’'une relation.

Soit £ un ensemble muni d’'une relatiep (dont on note la réciproqug).

« Larelation stricte< associée & est définie pavz,yc £ =z <y SSi z 5y etz ¥y

. Larelationx estbien fondéessi il n’existe pas dang& de suite infinie strictement décroissante (payr
Soit A une partie dev.

. L'ensemble degléments minimaux dé estEming(4) ={z € A |Vye 4A y<z = z <y}

. L'ensemble degplus petits éléments déest Ming(A) ={z € A |Vye A = <y}

. Lensemble desninorants ded dansE estMinorg <(A4) ={z € E |Vye A z <y}

« L'ensemble debornes inférieures dd dansE estInfp 4 (A) = Maxy(Minorg <(4)) =
{reF|VyecA 2y etVzeE (VyecA z<xy) = z<z} avec Maxy(A) = Min, (4)

On définit de méme (en considérant la relation réciproquedléaents maximaulesplus grands éléments
lesmajorants et lesbornes supérieure€es définitions s’emploient en fait le plus souvent pour déerdres
(= est transitive et réflexive) ou des ordresdst de plus antisymétrique).

N.10 Ensemble préordonné.

Soit(F, <) un ensemble préordonné.
. Larelationx est unbeau préordressi
~ V(zu)pen € BN Fi<jeEIN z; % z;

. Larelation< est unbon préordre(well-quasi-order) ssi c’est un beau préordre total.
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« Leplongemenkl, de < dans les séquences (embedding) est défini par :
- Vn<meIN Vai,...,20,y1,.. Y €E  (21,...,2,) < (Y15, Ym) SSI
1< < - <ty <m Vj€E[m] z;, Sy,
. Lemme de Higman [Hig52, NW63] : le plongement est un beau préordre ssiest un beau préordre.
« Le plongement homéomorphe, (homeomorphic embedding) d’'une signatutedans les arbres fi-
nis M (F') est défini par :
- Vs, te M(F) s= f(s1,...,8m) g g(ts,...,t,) =1t SSi
(Fie[m] s;B>gt) ou (f g et Fiy,...,i, €IN 1 <4 <+ <4, <m tq Vj€E|n]
si; B tj)
Lorsque la relationg est I'égalité, on parle de plongement homéomorphe pur (puresbarorphic
embedding).

« Théoréme de Kruskal [Kru60, NW63] : le plongement homéomorphest un beau préordre siif (f)
ssi< est un beau préordre shr.

Par exemple, la relation d’ordre usuelle sur les entiensrakst est un bon ordre.

N.11 Ensemble ordonné.

Soient( ¥, <) un ensemble ordonné dtC F

« S’il existe uneborne inférieurgresp.supérieurg, elle est unique et notéef(A) (resp.sup(A4))

« Onnotel 5 = inf(E) (resp.T g = sup(FE) le plus petit (resp. plus grand) élémentiddorsqu’il existe.
A la différence de la terminologie anglaise, la relatiom’est pas nécessairement totale ; pour insister sur ce
point, on parle d¢nsemble partiellement ordonné

N.12 Ensemble ordonné complet.

. Unensemble partiellement ordonfgoset) est un ensembl2 muni d’'une relation d'ordre partiellg.

« Lordre < estplat ssi Vd,d'e D d<d & d=4d VvV d= 1p.0n construit urdomaine primitif
(D, <) sur un ensembl& quelconque en lui ajoutant un nouvel élémengt en définissarg comme
un ordre plat. Onnot® = £, = EU {L}.

« Un sous-ensemblA de D estdirigé (directed) ssi chague sous-ensemble fini propré\dedmet une
borne supérieure.

« Un ensemble partiellement ordonii®, <) estcomplet(cpo) ssi tout sous-ensemble dirige de D
admet une borne supérieure. Nous supposons égalemefibgge admet un plus petit élément (voir
[GTWWT77] pour différentes notions de complétude). On dit agse (D, <) est undomaine(voir
néanmoins [GS90]).

. Soient(D, <) et(D’, <') deux cpos et ung application deD — D’.
- festmonotone ssi Vz,ye D z<y = f(z)< f(y)
- f estcontinuessi pour tout sous-ensemble dirigéde D, f(sup(A)) = sup(f(A)).
« Si(D;, <;)icpn) €St une famille d'ensembles partiellement ordonnés, liabde produitD = D x - - - X
D,, est partiellement ordonné paottire partiel produit< défini ainsi :
- V(@i)ictnl, Yi)iem] €D (21, 520) < (Y1,--+,Yn) SSI Vi€ ([n] z; <y
Siles(D;, <;) sont complets, alorgD, <) I'est aussi.
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« Proposition : SIE' est un ensemble quelconque, alg¥y E), C) est un ensemble partiellement ordonné
complet : pour toutd € P(E), inf(A) = Nges B, sup(4) =Upea B, L =2 etT = P(FE). De plus,
la réunion et I'intersection sont continues @&( ), C)? dans(B(F), C).

« Théoréme du point fixe : Siest une fonction continue sur un ensemble partiellemeinore compleD,
alors f admet urplus petit point fix&fp(f) = sup,, .y (f"(L)), que I'on trouve parfois aussi nofEw.

N.13 Algebre continue.

« Une F'-algebre ordonnéd = ((D;)scs, (<s)sess (Ls)ses, (fp)rer) €St telle que :
~ ((Ds)ses, (fp)ser) €St Uner’-algebre.
- Pourtouts € S, (D,, <,) estun ensemble partiellement ordonné de plus petit élément
- Les fonctions(fp) e » SONt Monotones.

. Une F-algébre ordonnée esbntinuessi
— Pour touts € S, 'ensemble partiellement ordonrd,, <) est complet.
- Les fonctions(fp) s » SONt continues.
Une algébraliscreteest telle que tous ses ordres sont plats ; c’est un cas pemtidialgébre continue.

e Mo(F) = (Mq(F),(<s)ses, (Qs)ses, (fm) rerun) €st laF-algébre ordonnée initiale les (<;)ses
sont définis précisément comme les plus petits ordres teld3fy(d') forme une algebre ordonnée (voir
[Cou86, Cou90al).

« Mo(F,X)= Mqy(FU X) estlaF-algébre ordonnée librengendrée pak.

« M5 (F,X) estlaF-algebre continue librengendrée pak .

« Une F’-algébre continud/’ est uneextensiord’'une F'-algébre continuéM ssi :

-ScS8 etvsesS (ML, L) =(M,,<,,1L,)

_ FCF etVfeF fu=/fu

N.14 Schémas de programme récursifs.

Les définitions et propositions relatives aux schémas de progeasont données explicitement dans le texte a
la sectiong2.5.2. Elles sont complétées a la sec§bri.2 pour les questions liées aux classes d'interprétation,
a la comparaison de schémas, aux classes équationnellesa ebadction des transformations. Elles sont
suivies a la sectiof5.2.1 de la définition des transformations usuelles basées gliage et le dépliage. La
section§5.5.1 donne également les définitions qui concernent les inesnauxiliaires.

N.15 Reéduction et confluence.

Soit — une relation sur un ensemhbie diterelation de réduction
« = ' ={(z,y) € E|y— =z} estlarelation réciproque
. La composition des réductions; et—, est—; —, = {(z,2) € B | W€ E © — y —, 2}
o« =" ={(z,2) € F |z € E} estl'égalité

e ="l =" pournelN
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o =" =U,en —" estlafermeture réflexive-transitive de
o =7 =U,em oy —" estlafermeture transitive de
« < = — U« estlafermeture symétrique de

« Unedérivationfinie est une suite finie de réductioag — ... — z,. Une dérivation infinie est une suite
infinie de réductions.

. Larelation— estconfluente ssi Vz,y,z€ F z "2z ="y = HEFE ="ty

N.16 Substitution.

En matiére de substitutions, on rencontre plus souvent &ionf” pour 'ensemble des variables, ici no¥é

« Une substitutionest une applicatiomr : X — M (F,X) telle que 'ensembldom(c) = {z € X |
o(z) # «} soit fini ; Dom(o) est ledomainede 0. Nous notongz, /4, ...,z,/t,} la substitutions ;
lesz; sont les éléments d@om(o) et les termes; = o(x;) forment limagelm(o).

. Lasubstitution identitéou vide) est notée.

« Les substitutions sont étendues par morphismé(@, X) : o(f(t1,...,t,)) = f(o(t1),...,0(t,)). Si
T est un ensemble de termes, on not&) = {o(t) | t € T'}.

« Lacompositiord o o de deux substitution$ et o est notédo.

« OnnoteSubst(F, X) I'ensemble des substitutiomMduni de la composition et de la substitution identité,
il forme un monaoide non-commutatif.

« La restriction o[V de o a un sous-ensemble de variablesC X est définie panc[V)(z) = si
x € V alorso(z) sinon z. C'est aussi une substitution.

« Un renommagdou permutation n est une substitution qui envoy€ sur X de maniére bijective. On
note Ren(X ) 'ensemble des renommages.

« Soit < la relation (subsumption quasi-ordering) sur les termes idéfiart < ¢ ssi il existe une
substitutions telle quet’ = o(t). C'est un préordre sub/ (F, X). Si une telles existe, la substitution
o|Var(t) est unique ; on la notg + ¢.

« Soit= la relation sur les termes définie paz t' ssit < t' ett > t'. C’est une relation d’équivalence
surM (F, X). Elle vérifiet = ¢’ ssi il existe une permutationtelle quet = n(t').

« Une substitutiory estplus généralegu’une substitutiorr, notéd < o, ssi il existe une substitution
telle queyf# = . La relation< est un préordre suubst(F, X).

. Soit.S un ensemble de termes. Wnificateurde S est une substitutiof telle qued(S) est un singleton.
On dit alors ques estunifiable et que I'élément dé(.S) est uneunificationde S. Un unificateurd est
un unificateur principalde S ssi pour tout unificateus de S, < o. On noteMgu(S) 'ensemble des
unificateurs principaux d&. Nous avons les propositions suivantes.

- Si S admet un unificateur, alors il admet un unificateur principal.

- Sif € Mgu(S), alorsMgu(S) = Ren(X)#6.

N.17 Systéme de réécriture.

Dans le cadre des systemes de réécriture, les termes sontsootési/, N, P, @ plutdt quet.
« Un systeme de réécritur® est un sous-ensemble de paitesg) de M (F, X) x M(F, X), appelées
regleset notées = (o — 3). On noter ! = (B — «) la regle réciproqueet R~! le systeme de
réécriture{(8 — «a) | (&« — B) € R}.
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« Uneréduction deM enN a I'occurrenceu par la régler au moyen de la substitutianest un quintuplet
(M,u,r,o,N),notée M —,.,., N telqueM/u = oca et N = [u — of]. Larelation de réduction-»
sur les termes est définie pdf — 5 N ssi il existe une réductiod —,, ., N.

« u estl'occurrence d'unexpression réductibléedex) deR dans le termé/ ssiu € Occ(M ) et il existe
unerégle = (o — () deRtelle quen < M /u. Elle détermine une unique réduction pas= (M /u)+a
et N = M[u < o(f)]. Cette définition n’a vraiment de sens que pdur(«) D Var(S).

« Un systeme de réécriture disteaire (resp. d’ordre zérod gauchgresp.a droite) ssi pour toufa — ()
de R, le termea (resp.3) est linéaire (resp. d’ordre zér&)gauche(resp.a droite). Il estlinéaire ssi il
est linéaire a gauche et a droite.

ATinstar de [Cou86, DJ90, Cou90a], et au contraire de [Hy¢8080], nous n’imposons pas dans la définition
dessystemes de réécritugeie les réglesa — ) vérifient Var(«) D Var((). Cette contrainte n’'intervient que
pour assurer le déterminisme d’'une réduction étant donnéegglesat une occurrence ; elle est indispensable
lorsque le systéme de réécriture sert précisément a modéliserlauh déaterministe, comme celui de la
sémantique des schémas de programme, des définitions de ferpiimitives récursives, etc. La sectigih3
nécessite quelques définitions supplémentaires (dérivatioagbas, superposition, paire critique) qui ne sont
données qu'a ce moment-la.
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schéma de programme, 63
sémantique naturelle, 49
sémantique opérationnelle, 45
modele de colt/6
dynamique80
équivalence, 76
produit, 79
produit lexicographique, 79
statique 88
modéle de performance, 80, 89
dynamique80
modeéle intermédiaire, 135
motif, 20

norme monotone98

optimalité, 119, 121, 123
optimisation, 9, 32, 119,21, 146
optimum local, 135

ordre de simplification, 183

paire critique, 158
impropre,158
propre,158
performance, 9, 75
machine, 81
schémas de programme, 86
sémantique naturelle, 82
pliage, 13, 16, 22, 32154
correction, 16
pliage/dépliage, 64, 165
restreint, 154
systéme univoquedbs5
plongement dans les séquences, 133
plongement homéomorphe, 188
pur, 183
plus grand élément,21
plus petit élément] 21
primitives, 21
problématique de I'évaluation partielle, 9, 122
procédé de contruction de codts statiques, 90
procédure principale, 37
produit, voir« co(t produits
produit lexicographique, voi¢ cot produit lexico-
graphique»
programmation dynamique, 149
programme, 6, 36
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composablel06

équivalence, 8, 9

incrémental, 15, 147

résiduel 10

résiduel trivial, 10, 13
projection, 19
projections de Futamura, 11-12, 15
propagation des constantes, 13, 14, 147
propagation des contraintes de motif, 23, 27
propriétés des relations de codts, veicolt, pro-

priétés»

pseudo-déterminisme, 49

gualité d'une relation de co(t, vaircolt, qualités

recherche de motif, 15
recherche exhaustive, 134
redémarrage généralisé, 17, 22, 25, 32, 174,
réduction, 156

concrete 156
réécriture, 15

suivant les lois algébrique$54
regle sémantique, 154
regle validée par une interprétation, 54
regles de simplification, 54

étenduess5
relation de codt, voik colt, comparaisorn
ressource, 76
résultat, 6, 36

schéma de programme, 32, 51
algébrique 52, 64, 185
conversion, 65, 71

définitions, 52
équivalent, 152
interprétation, 51, 53
machine d’exécution, 62
modele d’exécution, 63
performance, 86
régulier,52, 64, 185
sémantique, 553
opérationnelle, 5%4
plus petit point fixe, 5253
solution,53
spécifications3, 55
syntaxe, 51
trace d'exécution, 63
sélecteur de données, 20, 23
sémantique, 6, 36

déclarative, 6
opérationnelle
modéle d’exécution, 45
opératoire, 6, 37
sémantique dénotationnelle, 65
sémantique naturelle, 46
machine d'exécution, 47
modele d’exécution, 49
performance, 82
trace d’exécution, 49
sémantique opérationnelle structurelle, 46
séquence de transformatioi$9
séquent46
simplification sémantique, 27, 28
SML, voir « STANDARD ML »
solution d'un schéma de programme, 53
sous-systéme d’'équations, 53, 167
spécialisation, 10, 147
algorithme, 16
analyse, 15
applications, 15
correction, 16
critere d’arrét, 17
extensions, 19
gain, 18
langage, 15
monovariante, 14
objet des transformations, 17
« offline », 17
«onlines, 16
polyvariante, 14
principes, 10
puissance comparée, 30
terminaison, 17
transformations, 16
triviale, 13
spécialiseurl0
spécification53
algébrique, 130
sémantique, 7, 45
stabilité, 104, 126
STANDARD ML, 13, 36, 136
stratégie de réduction, 568
correction,61
structure de contrdle, 32, 146
style de programmation, 9, 18, 33
définition clausale, 20, 23
passage a la continuation, 18, 19
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primitives, 21 monotone, 135

sélecteur de données, 20, 23 paresseuse, 16, 18, 23
sujet,46 pliage/dépliagel54
supercompilation, 17, 19, 147, 184 séquencel 69

algorithme, 25 valide, 8

analyse, 22 treillis normé, 98

applications, 21 tri topologique, 143

correction, 25 -~ ]

exemples, 20 unificateur rationnel, 166

Ian_gage, 22 . valeur calculée par une stratégie de réduction, 58,

objet des transformations, 26 59

puissance comparée, 30
terminaison, 25
transformations, 22
superoptimiseur, 134
superposition158
impropre,158

valeur conditionellement statique, 19, 148
valeur partiellement statique, 19

valeur statique, 14

variable algébrique, 185

variable sémantique, 65

variable syntaxique, 65, 185

propre,158 visibilité (scope), 53, 64
support,89, 120, 122
fini, 89, 93, 99, 101, 111 ZML, 135

syntaxe abstraite, 36, 38, 54, 56, 66
syntaxe algébrique, 56
syntaxe concréte, 36
systeme d’équations, 5%2
univoques, 155
systeme de calcul formel, 26
systeme de preuve formelle, 21, 26
systeme de réécriture, 179
commutativité, 159, 161
confluence, 161
linéarité a droite, 165
linéarité a gauche, 159, 163, 165

taille, 17, 18, 81100, 181
temps, 76, 79, 80, 147
terminaison, 9, 179, 193
test de boucle (loop checking), 17, 182, 184
trace d’exécution37, 42, 49, 63, 83, 86
élémentaire44
traduction, 8, 37, 56, 68
transformation, 8, 153
automatisée, 9
compléte, 8
composée, 9, 179
correcte, 8, 9, 16, 15453
élémentaire, 8, 179
globale, 8
locale, 8, 106



