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Vers une Formalisation de l’Évaluation Partielle
Résumé.

Cette thèse propose une formalisation de l’évaluation partielle. Elle fournit par ailleurs quelques outils d’aide
à la construction d’évaluateurs partiels (correction des transformations, algorithme, terminaison). Elle est
motivée par le constat de lacunes dans des fondements théoriques et dans des mises en œuvre pratiques.
L’une, notamment, tient au caractère informel de la problématique de l’évaluation partielle :< déterminer des
programmes qui sont à la fois équivalents et plus performantsqu’un programme donné>.

Afin de modéliser précisément la performance d’un programme, nous proposons tout d’abord un cadre
général qui permet de représenter le processus d’exécution (paropposition à la sémantique pure). Nous
indiquons ensuite comment attribuer un coût à une exécution etétudions plusieurs mesures d’efficacité. Cette
présentation débouche sur une définition formelle de l’évaluation partielle en termes d’optimisation. Elle met
également en évidence plusieurs notions d’évaluation partielle optimale. Cette approche est illustrée d’exemples
qui reposent sur la sémantique naturelle et les schémas de programmes récursifs.

Nous employons ces mêmes schémas pour étudier formellement la correction des transformations de
pliage/dépliage, transformations majeures de l’évaluationpartielle. En particulier, nous établissons quelques
lemmes de commutativité sur les systèmes de réécriture afin d’étendre le champ d’application des conditions
de correction du dépliage/pliage faible. D’autre part, nousdonnons une définition formelle à l’algorithme de
redémarrage généralisé, montrons rigoureusement sa terminaison, et examinons quels bons critères d’arrêt
peuvent l’équiper.

Nous concluons notre étude sur une analyse des limites à l’optimisation par évaluation partielle.

Mots-clés :évaluation partielle, mesure de performance, optimalité, schémas de programme, pliage/dépliage,
réécriture, redémarrage généralisé, terminaison.

Towards a Formalization of Partial Evaluation
Abstract.

This thesis proposes a formalization of partial evaluation. Moreover, it provides some tools for the construction
of a partial evaluator (with discussions of correction of transformations, algorithms, and termination). It is
motivated by deficiencies in some theoretical foundations and some practical implementations. One notable
point relates to the informal status of the partial evaluation problem: “to determine programs which are both
equivalent and more efficient than a given program.”

In order to precisely model the performance of a program, we first give a general setting for representing
the process of execution. We then show how to assign a cost to an execution and study several measurements
of efficiency. This presentation leads to a formal definition ofpartial evaluation in optimization terms. It
also brings out several notions of optimal partial evaluation. It is illustrated with examples built on structural
operational semantics and recursive program schemes.

Those schemes are also used to formally study the correctionof fold/unfold transformations, the main
transformations of partial evaluation. In particular, we state some lemmas about commutativity and rewriting
in order to extend the applications of correction conditions for weak unfold/fold transformations. Moreover,
we give a formal definition to the generalized restart algorithm, show rigorously its termination, and investigate
which good termination criterion it may use.

As a conclusion, we analyze the limits of optimization by partial evaluation.

Keywords : partial evaluation, performance measurement, optimality, program schemes, fold/unfold, rewrit-
ing, generalized restart, termination.



vi



Table des Matières

Résumé - Abstract v

Avant-propos xv

Introduction 1
Organisation du document: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

Plan de lecture: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

Conventions et notations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

1 Tour d’horizon de l’évaluation partielle 5
1.1 Langages et transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

1.1.1 Langage de programmation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

1.1.2 Évaluateur: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

1.1.3 Formalisme sémantique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

1.1.4 Équivalence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8

1.1.5 Transformations de programmes: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8

1.2 Problématique de l’évaluation partielle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9

1.3 Spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

1.3.1 Principes de la spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

1.3.2 Exemples de spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13

1.3.3 Applications de la spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

1.3.4 Analyse de la spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

Langage et sémantique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

Transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

Correction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

Algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

Terminaison : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

Objet des transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17

Conseils et heuristiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

1.3.5 Étendre la spécialisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

Valeurs partiellement statiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

Valeurs conditionellement statiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

Évaluation partielle paramétrable: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

vii



viii TABLE DES MATIÈRES

1.4 Supercompilation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 19

1.4.1 Exemples de supercompilation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

Style< sélecteur de données> : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

Style< définition clausale> : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

Style< primitives> : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

1.4.2 Applications de la supercompilation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21

1.4.3 Analyse de la supercompilation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

Langage et sémantique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

Transformations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

Correction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

Algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

Terminaison : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

Objet des transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

1.5 Évaluation partielle généralisée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

1.5.1 Principes de l’évaluation partielle généralisée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

1.5.2 Exemples d’évaluation partielle généralisée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

1.5.3 Analyse de l’évaluation partielle généralisée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

Langages et sémantiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

Transformations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

Correction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

Algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

Terminaison : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

Objet des transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

1.6 Bilan comparatif: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

1.6.1 Puissance comparée des évaluations partielles: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

Évaluation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

Spécialisation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

Supercompilation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30

Évaluation partielle généralisée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

1.6.2 Analyse comparative des évaluations partielles: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31

2 Sémantique et exécution 35
2.1 Formalisation de l’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

2.1.1 Sémantique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

2.1.2 Modèle d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37

2.1.3 Exécution compilée: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37

2.2 Compilation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38

2.2.1 Syntaxe : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38

2.2.2 Compilation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39

2.2.3 Machine d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41

2.2.4 Modèle d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42

2.3 Modèles d’exécution pratiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42



TABLE DES MATIÈRES ix

2.3.1 Fidélité: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42

Machine concrète : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42

Machine abstraite : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

Compilation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

Compromis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44

2.3.2 Abstraction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45

2.3.3 Une sémantique opérationnelle comme modèle d’exécution: : : : : : : : : : : : : : 45

2.4 Sémantique naturelle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46

2.4.1 Valeurs: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46

2.4.2 Sémantique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

2.4.3 Machine d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

2.4.4 Modèle d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49

2.5 Schémas de programme: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

2.5.1 Aperçu: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51

2.5.2 Définition et sémantiques des schémas de programme: : : : : : : : : : : : : : : : : 52

2.5.3 Spécification: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55

2.5.4 Stratégies et réductions: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57

Stratégie de réduction: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57

Dérivations finies : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

Exemples : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60

Correction des stratégies de réduction: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

2.5.5 Machine d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62

2.5.6 Modèle d’exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

Trace d’exécution : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

Trace d’exécution des variables: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

2.5.7 Schéma algébrique contre schéma régulier: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

2.5.8 Conversion d’un schéma algébrique en schéma régulier avecenvironnement implicite 65

Procédé de conversion: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65

Exemple de conversion: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68

Réécritures sémantiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

2.5.9 Conversion d’un schéma algébrique en schéma régulier avecenvironnement explicite 71

Procédé de conversion: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71

Exemple de conversion: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72

3 Mesure de performance 75
3.1 Modèle de coût : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76

3.1.1 Domaine et mesure de coût: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76

3.1.2 Coûts additifs : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77

3.1.3 Combinaison de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

Conjonction, disjonction: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

Coût produit : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

Coût produit lexicographique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 79



x TABLE DES MATIÈRES

Coût produit spécifique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 79

3.2 Coût dynamique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

3.2.1 Modèle de performance dynamique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

3.2.2 Temps et espace: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

3.2.3 Performance d’une machine concrète ou abstraite: : : : : : : : : : : : : : : : : : : 81

3.2.4 Performance d’un langage compilé: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82

3.2.5 Performance en sémantique naturelle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82

Interprétation additive: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 82

Coût synthétisé: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 83

Implémentation formelle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 83

Implémentation informelle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 84

Domaine de coût abstrait: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 85

Domaine de coût concret: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

3.2.6 Performance dans les schémas de programme: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

Règles de réécriture: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

Interprétation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 86

3.3 Coût statique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

3.3.1 Modèle de coût statique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88

3.3.2 Procédés de construction de coûts statiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90

Coût statique déduit d’un coût dynamique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90

Coût statique déduit d’un coût statique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 90

Coût statique déduit d’un coût statique général: : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

Combinaison de coûts statiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

3.4 Constructions de coûts statiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

3.4.1 Coût absolu : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 91

3.4.2 Coût presque partout: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92

3.4.3 Coût selon une distribution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 93

3.4.4 Coût moyen: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 94

3.4.5 Coût fini : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 96

3.4.6 Coût presque fini: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97

3.4.7 Coût limite: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 97

3.4.8 Coût maximum : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 99

3.4.9 Coûts asymptotiques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100

3.4.10 Coûts majorés: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 101

3.5 Qualités d’une relation de coût statique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103

3.5.1 Stabilité : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 104

3.5.2 Discrimination: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 104

Coût permuté : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105

3.5.3 Compatibilité avec la restriction du support: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105

3.5.4 Compatibilité avec la fusion des supports: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 105

3.5.5 Composabilité: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 106

3.5.6 Compatibilité avec les constructions de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 107



TABLE DES MATIÈRES xi

3.5.7 Corrélations entre propriétés: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 108

3.6 Propriétés des relations de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 108

3.6.1 Identités des combinaisons de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 109

3.6.2 Propriétés des combinaisons de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 109

3.6.3 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts dynamiques: : : : : : : 109

3.6.4 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques généraux: : : 110

3.6.5 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques : : : : : : : : 110

3.6.6 Graduation des coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 110

4 Optimisation et optimalité 119
4.1 Programmes et équivalence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120

4.2 Optimalité : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121

4.3 Optimisation et évaluations partielles: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121

4.3.1 Évaluation partielle : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 122

4.3.2 Meilleures évaluations partielles: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 123

4.4 Évaluation partielle et mesure de coût: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 124

4.4.1 Évaluation partielle et coût absolu: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 125

4.4.2 Évaluation partielle et coût moyen: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 127

4.4.3 Évaluation partielle et coût maximum: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 128

4.5 Difficultés intrinsèques de l’évaluation partielle optimale : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129

4.5.1 Conditions d’inexistence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129

Évaluation partielle optimale: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129

Évaluation partielle minimale: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130

Spécifications algébriques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 130

4.5.2 Conditions d’existence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 131

Évaluation partielle optimale: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 131

Évaluation partielle minimale: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 131

Existence pour les domaines finis: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132

4.5.3 Méthodes d’obtention: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 133

Échec de la construction par composition: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 134

Méthode par énumération: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 134

Transformations monotones: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135

4.6 Modèle intermédiaire: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135

4.6.1 Motivation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 135

4.6.2 Théorie : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 139

4.6.3 Application : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 142

4.7 Évaluation partielle et compilation optimale: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 145

4.8 Essence des optimisations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146

4.8.1 Les principes: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 146

4.8.2 Le compromis espace/temps: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 147

4.8.3 Optimiser un ensemble d’exécutions: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 148

Optimisation statique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 148



xii TABLE DES MATIÈRES

Optimisation dynamique: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 149

5 Transformations et correction 151

5.1 Correction d’une transformation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152

5.1.1 Aperçu: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 152

5.1.2 Définitions: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 153

5.2 Principales transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 153

5.2.1 Transformations fondamentales: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 154

5.2.2 Pliage/dépliage restreint: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 154

5.2.3 Pliage/dépliage de systèmes univoques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 155

5.2.4 Dépliage/pliage faible: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 155

5.3 Lemmes de commutativité: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 156

5.3.1 Dérivations et superposition: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 156

5.3.2 Commutativité et linéarité à gauche: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159

5.3.3 Commutativité et confluence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 161

5.3.4 Retour sur la linéarité à gauche: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 163

5.4 Applications aux transformations de pliage/dépliage: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 165

5.4.1 Règles sémantiques linéaires à gauche ou linéaires à droite : : : : : : : : : : : : : : 165

5.4.2 Cas non-linéaire: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 166

5.5 Composer des transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167

5.5.1 Création de fonctions auxiliaires: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167

Inconnues auxiliaires: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 167

Introduction de nouvelles définitions: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 168

5.5.2 Dérivation de schémas: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 169

5.5.3 Séquence de transformations: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 169

6 Algorithme et terminaison 173

6.1 Redémarrage généralisé: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 174

6.1.1 Aperçu: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 174

6.1.2 L’algorithme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 175

6.1.3 Fonction de généralisation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 178

6.2 Terminaison et critère d’arrêt: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 179

6.2.1 Critère d’arrêt : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 180

6.2.2 Nature des critères: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181

6.2.3 Qualités d’un critère d’arrêt: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182

6.2.4 Un bon critère d’arrêt: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 183

Critère intrinsèque: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 184

Permissivité : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 186

Promptitude : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 187

Coût d’évaluation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 187



TABLE DES MATIÈRES xiii

Conclusion 189
Chemin parcouru: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 189

Perspectives: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 190

Limites à l’optimisation par évaluation partielle: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 192

Limites pratiques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 192

Limites factuelles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 192

Limites intrinsèques: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 193

Extrême et conciliation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 194

D Démonstrations auxiliaires 195
D.2 Sémantique et exécution: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 195

D.3 Mesure de performance: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 195

D.3.6 Propriétés des relations de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 198

D.3.6.2 Propriétés des combinaisons de coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : 198

D.3.6.3 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts dynamiques 200

D.3.6.4 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques
généraux : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201

D.3.6.5 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques: 205

D.3.6.6 Graduation des coûts: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 208

D.4 Optimisation et optimalité: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 210

D.5 Transformations et correction: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 214

D.6 Algorithme et terminaison: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 217

N Notations, définitions et propositions usuelles 219
N.1 Ensembles: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 219

N.2 Relations : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 219

N.3 Fonctions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 220

N.4 Algèbre et magma: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 220

N.5 Occurrence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 220

N.6 Arbre : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 221

N.7 Algèbre des termes: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 222

N.8 Algèbre initiale : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 222

N.9 Ensemble muni d’une relation: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 222

N.10 Ensemble préordonné: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 222

N.11 Ensemble ordonné: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 223

N.12 Ensemble ordonné complet: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 223

N.13 Algèbre continue : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 224

N.14 Schémas de programme récursifs: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 224

N.15 Réduction et confluence: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 224

N.16 Substitution : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 225

N.17 Système de réécriture: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 225

Références bibliographiques 227



xiv TABLE DES MATIÈRES

Index des figures 238

Index des tableaux 241

Index des définitions 243

Index des propositions, lemmes et théorèmes 245

Index des symboles et des termes 247



Avant-propos

Le théatre.

Grâce aux développements de l’ingénierie logicielle et aux progrès rapides de l’électronique, indispensable
support matériel, l’informatique s’est imposée comme technologie. Elle n’a cependant pu exister en tant que
science qu’une fois établies les bases rigoureuses de la calculabilité1.

À l’orée du siècle, le mathématicien David Hilbert lance un programme de recherche afin de trouver une
méthode générale pour déterminer si une proposition mathématique quelconque est vraie ou fausse. L’ambition
est grande, et le sujet, fertile. Mais la réponse tombe en 1931, implacable. Kurt Gödel démontre par son théorème
d’incomplétude qu’une telle méthode ne peut exister. On cherche alors à cerner le concept, encore imprécis,
de fonction calculable. Ainsi naissent dans les années 30 lessystèmes équationnels de Herbrand-Gödel, le�-calcul de Church, les fonctions partielles récursives de Kleene, la machine de Turing et les systèmes de Post.
La thèse de Church va ensuite démontrer que toutes ces formulations sont équivalentes. Aujourd’hui encore,
tout ce que l’on sait réellement calculer tient là.<Définir n’est pas calculer> est la leçon fondamentale de Gödel. En particulier, il existedes problèmes dont
on sait pertinemment qu’ils ont des solutions, mais qu’aucune construction ne permet pourtant d’atteindre2. Il
faut donc clairement distinguer une définition constructive,qui repose sur un procédé effectif, d’une définition
non-constructive, qui se contente de décrire sans donner de moyen explicite d’accéder aux objets.

Vues sous l’angle de la programmation, les fonctions calculables sont la description de séquences d’opéra-
tions élementaires qui transforment un ensemble de données enun résultat. Une difficulté majeure complique
leur étude et fait aussi leur richesse : on ne sait généralement pas garantir que ces séquences ont bien une fin.
Même si l’on reste en deçà de cette limite de décidabilité, certaines méthodes, bien que mathématiquement
correctes, sont impraticables car elles mettent en jeu des calculs astronomiques à l’échelle de l’homme.

La pièce.

C’est pourquoi, aujourd’hui encore, la programmation reste un< art>. Pourtant, l’essor de l’informatique dans
des secteurs critiques demande une rigueur nouvelle, qui nese satisfait pas de recettes et d’incertitudes.

L’évaluation partielle se pose le problème à deux niveaux. Tout d’abord, elle prend un programme (sup-
posons qu’il fonctionne) et en fabrique un autre qui lui est équivalent. Ensuite, elle prétend que ce second
programme est meilleur que le précédent.1Cet avant-propos est inspiré de textes moissonnés dans [Gri91, HU79, BDG88, Sav82, Liv78, Lee90].2On peut en avoir une idée intuitive en réalisant qu’il existe beaucoup plus de fonctions que de fonctions calculables. En effet,
l’ensemble des fonctions calculables, par définition consitué de fonctions décrites par unénoncé fini, est nécessairement dénombrable.
Il ne pourra donc jamais contenir un ensemble aussi insignifiant que celui des fonctions deIN dansf0;1g, pourtant comparable àIR.
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Le premier point est crucial. Si l’on ne peut pas garantir quele nouveau programme est équivalent, il
est extrêmement dangereux de le substituer à l’ancien car, non seulement les nouveaux calculs peuvent être
erronés, mais de plus, rien ne signale un possible comportement différent.

Le second, a priori simple question de confort, est en fait riche en conséquences. Il ne veut pas seulement
dire que le programme va donner ses résultats plus rapidement, ou en consommant moins de ressources ;
lorsque l’on peut garantir le gain de performance, il encourage aussi les programmeurs à penser en termes
de spécifications plutôt que d’implémentations, et à écrire du code plus naturel avec moins de préoccupations
d’optimisation en tête3. Par ailleurs, des calculs humainement trop longs, ou nécessitant une mémoire trop
importante, peuvent devenir possibles.

L’enjeu est important. L’industriel est satisfait par une rentabilité accrue (programmes plus sûrs, écrits plus
vite, plus efficaces et plus faciles à maintenir). Le programmeur est satisfait parce qu’il fait dans de meilleures
conditions une tâche plus gratifiante car de plus haut niveau.

Évidemment, nous en sommes encore loin, et cette thèse, qui s’interroge sur la validité des garanties
d’équivalence et d’efficacité, ne met qu’une touche hâtive au tableau avant de passer la main.

Les protagonistes.

Il n’aurait pas été humainement possible d’écrire ce documentau nombreux signes cabalistiques sans TEX,
LATEX et EMACS, chacun honteusement< hacké>.

La préparation physique et psychologique, outre les interventions avisées de ma famille et de mes amis,
a été assurée par le café Lavazza< Expresso>, l’aspirine tamponnée effervescente Oberlin, et les variations
Goldberg de Jean-Sébastien Bach interprétées par Glenn Gould (1981).

On ne livre pas de guerre sans une bonne intendance. Je suis admiratif devant les moyens humains et
matériels que j’ai trouvé à l’INRIA et à l’Université d’Édimbourg ; ils m’ont permis de poursuivre mes
recherches dans des conditions exceptionnelles. J’ai également reçu l’aide de l’UNSA en la personne de
Danielle Gérin pour l’organisation de la soutenance. Je remercie par ailleurs l’École polytechnique et l’INRIA,
qui m’ont accordé une bourse afin que je puisse réaliser ce travail, ainsi que le LFCS et Simulog, qui m’ont
donné les moyens matériels de l’achever après mon départ de Sophia.

Pour le soutien qu’ils m’ont apporté, notamment sur le plan scientifique et technique, je suis reconnaissant
à Yves Bertot, Laurent Hascoet, André Hirschowitz, Ian Jacobs, Thierry Le Sergent, Kevin Mitchell, Francis
Montagnac, Vincent Prunet, Christophe Raffalli, Benoit Rottembourg, Jean-Bernard Saint, Bruno Salvy, Jean-
Marc Steyaert, Laurent Thery, Paul Zimmermann. À ceux-là, ilfaut également ajouter la voix désincarnée des< news>, insondable puits d’informations, et les minettes du service de documentation, mariage de charme et
d’efficacité.

Je remercie Jean-Claude Raoult pour sa lecture très (trop) attentive, ainsi que Laurent Kott, qui a accepté la
double charge de rapporteur et de président du jury. Je remercie également Paul Franchi-Zannettacci, Philippe
Devienne et Jacques Chazarain de s’être intéressés à ce travail.

Je rends hommage au projet CROAP, mon projet d’accueil à l’INRIA Sophia Antipolis, pour ses bonnes
attentions et pour son courage à supporter stoïquement mes facéties.3C’est notamment l’idée contenue dans l’élimination des niveaux d’interprétation (voirchap. 1). Dans ce contexte, écrire à un niveau< méta> n’est pas pénalisant.
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Enfin, je tiens tout particulièrement à mentionner Gilles Kahn, mon directeur de thèse< de facto>, pour
son soutien constant, tant sur le plan humain que scientifique. Je crois que peu en auraient fait autant.

— We have not decided yet the existence of God, and you want to eat!
Henry Miller, Plexus.

— Cette leçon vaut bien un fromage, sans doute.
La Fontaine,Fables.





Introduction

L’objectif principal de cette thèse est de proposer uneformalisationde l’évaluation partielle.

Ce terme d’évaluation partielle regroupe un ensemble de techniques d’optimisation de programmes dont la
popularité est allée croissante au cours des quinze dernièresannées. Si de nombreuses applications concrètes
ont d’ores et déjà montré l’intérêt pratique de ces techniques,il reste à notre avis quelques lacunes dans les
fondements théoriques, qui entachent certaines mises en œuvre et donnent matière à notre étude.

Notre formalisation pose rigoureusement la problématique de l’évaluation partielle. Elle propose un cadre
général pour exprimer la performance d’un programme et pour réaliser des transformations.

Nous fournissons également quelques outils d’aide à la construction d’évaluateurs partiels : correction des
transformations, algorithme, terminaison. En revanche, nous ne proposons pas un système< clés en main> qui
résoud le problème pour un langage donné. Néanmoins, nous avons une approche algébrique basée en grande
partie sur le formalisme des schémas de programme récursifs, que nous pensons suffisamment général pour
pouvoir se plier aux spécificités de langages particuliers.

Organisation du document.

Ce document comporte trois parties. La première présente une vue analytique et synthétique des développements
actuels de l’évaluation partielle.

1. Tour d’horizon de l’évaluation partielle. Après quelques généralités sur les langages de program-
mation, nous donnons dans le chapitre 1 une première approchede laproblématiquede l’évaluation
partielle : il s’agit de déterminer des programmes qui sont à la fois équivalents et plus performants
qu’un programme donné. Nous analysons ensuite méthodiquement les courants majeurs :spécialisation,
supercompilation, etévaluation partielle généralisée. Le chapitre se conclut sur un bilan comparatif des
trois approches. Les déficiences rencontrées motivent le développement des chapitres suivants.

La seconde partie se consacre à la formalisation du problème de l’évaluation partielle.

2. Sémantique et exécution.Partant du constat que la performance d’un programme n’est pas intrinsèque
mais liée au mode de calcul de ses résultats, nous définissons au chapitre 2 unmodèle d’exécutionafin de
spécifier le contenu opératoire d’un programme. Pour être à la fois fidèles à des implémentations réelles,
et suffisament abstraits pour pouvoir raisonner, nous fondons notre modélisation sur des sémantiques
opérationnelles. Nous proposons notamment l’emploi de lasémantique naturelleet du formalisme des
schémas de programmes récursifs. Un petit langage illustre ces différentes approches.
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2 INTRODUCTION

3. Mesure de performance. À l’aide d’un modèle d’exécution, nous indiquons au chapitre 3comment
associer unemesure de performanceà l’exécution d’un programme. Nous examinons en particulierle
cas de la sémantique naturelle et des schémas de programme récursifs, que nous mettons en pratique sur
le petit langage défini au chapitre précédent.

Nous définissons ensuite divers critères pour comparer les performances de deux programmes. Nous
examinons minutieusement leurs propriétés et comment ils sont corrélés.

4. Optimisation et optimalité. Muni ainsi d’un modèle de performance, nous définissons formellement
au chapitre 4 la notion d’évaluation partielle. Parce qu’il nous semble raisonnable de chercher des
améliorations optimales pour des classes de programmes relativement simples, et de nous contenter
de modestes< mieux> pour les classes plus complexes, nous définissons également plusieurs notions
d’évaluationpartielle optimale. Nous illustrons ces définitions à l’aide d’exemples tirés des deux chapitres
précédents.

Nous étudions ensuite des conditions d’existence et de inexistence d’évaluation partielle optimale.
Nous définissons un cadre qui permet de transporter des évaluations partielles d’un langage dans un autre,
et montrons comment il permet aussi de construire explicitement des programmes optimaux. Enfin, nous
disons quel sens donner à l’optimisation d’un ensemble d’exécution et examinons informellement et
qualitativement quelques sources d’optimisation.

La troisième partie fournit des outils pour construire un système automatique de transformation de programme.

5. Transformations et correction. Nous étudions dans le chapitre 5 la correction des transformations qui
combinent pliages et dépliages. Nous puisons dans la littérature plusieurs conditions correctes. L’une
d’elles, ledépliage/pliage faible, s’applique aux transformations générales de pliage/dépliage pourvu
que les règles sémantiques des lois algébriques soient linéaires. Nous donnons quelques propositions sur
la commutativité des systèmes de réécriture afin d’affaiblir cette condition en une linéarité à gauche ou
à droite.

Nous définissons ensuite uneséquence de transformationscomme une suite quelconque de transfor-
mations élémentaires constituées de pliages, de dépliages, de réécritures selon les lois algébriques, ou de
définitions de fonctions auxiliaires. Nous montrons qu’elle peut toujours se ramener à une forme normale
qui peut être traitée par les outils présentés précédemment.

6. Algorithme et terminaison. Nous étudions enfin l’algorithme deredémarrage généralisé, qui permet
de piloter une séquence de transformations. Sa terminaison,que nous présentons dans un cadre formel à
l’aide d’un bon préordre et d’un ordre bien fondé, n’avait pas jusqu’à lors été rigoureusement démontrée.
Enfin, nous analysons quels bonscritères d’arrêtpeuvent équiper un tel algorithme d’évaluation partielle.

Après un bilan de notre approche, nous donnons dans laConclusionquelques perspectives et commentons les
limites de l’évaluation partielle. Suivent quelques annexes.

D. Démonstrations auxiliaires.Nous avons rassemblé dans l’annexe D la démonstration de la plupart
des propositions élémentaires ; fastidieuses, elles n’apportent pas de compréhension supplémentaire
des phénomènes et encombrent inutilement le texte. Nous y avons aussi placé certaines démonstrations< techniques>, ainsi que les justifications de quelques affirmations mineures, évoquées dans le texte hors
du cadre d’une proposition formelle.

N. Notations, définitions et propositions usuelles.Nous nous sommes efforcés d’employer dans chaque
domaine la terminologie et les notations les plus répandues.Avec cela comme excuse, n’avons pas
rappelé les définitions courantes dans le texte-même ; celles-ci sont regroupées dans l’annexe N.
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Plan de lecture.

Afin de guider une lecture partielle ou discontinue, nous recensons les dépendances entre les différents cha-
pitres ou parties.

Panorama (chap. 1). La lecture du chapitre 1 n’est pas indispensable pour aborder ceux qui suivent ; elle
leur sert néanmoins de motivations. Un lecteur étranger au domaine pourra consulter tout d’abord les
exemples des sectionsx1.3.2,x1.4.1 etx1.5.2 afin d’avoir une première idée des tenants et aboutissants.

Formalisation (chap. 2, 3, 4). Les chapitres 2, 3 et 4 forment une suite logique qui permet deconstruire
progressivement une formalisation de l’évaluation partielle ; ils doivent être lus l’un après l’autre. Les
seuls renvois au chapitre 1 le sont vers des exemples.

Outils (chap. 5, 6). Bien qu’ils s’enchaînent logiquement, les chapitres 5 et 6 sont indépendants entre eux et
peuvent être lus séparément.

Conclusion. La conclusion doit être intelligible à un lecteur familier dudomaine qui n’aurait pas lu l’ensemble
du document. Elle en résume d’ailleurs le contenu avant d’ouvrir quelques perspectives et de discuter les
limites de l’évaluation partielle.

Annexes (ann. D, N).L’annexe D peut être omise dans une première lecture, et réservéeà un renvoi occasion-
nel. L’annexe N n’est à consulter que lorsqu’une notation ouune définition est inconnue.

Conventions et notations.

Les notations les plus courantes sont données à l’annexe N. Les autres sont précisées au fil du texte ou en tête
de chapitre. À l’heure où nous mettons sous presse, les termes et les notations de l’annexe N n’ont pas tous
encore été reportés dans l’index.

Lorsqu’un terme est d’un usage peu fréquent en français, nous indiquons entre parenthèses son équivalent
anglais ; nous l’indiquons aussi lorsque les traductions sont éloignées ou pour permettre une meilleure lecture
des ouvrages cités.

D’autre part, lorsqu’une démonstration ne suit pas immédiatement une proposition, un lemme ou un
théorème, cela signifie qu’elle a été placée dans l’annexe D afin d’alléger le texte. Nous n’indiquons pas
explicitement au lecteur qu’il peut s’y reporter.

Certaines définitions sont suivies (éventuellement en annexe)d’une démonstration. C’est soit parce qu’elles
sont de nature algorithmique et qu’elles font intervenir uncalcul qui doit être justifié, soit parce qu’elles
contiennent une proposition, qui a été mise là pour des raisons de comodité (faible importance, seule proposition
concernant la définition).
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Chapitre 1

Tour d’Horizon de l’Évaluation Partielle

La spécialisationest une technique d’optimisation de programmes employée lorsque l’on connait à l’avance
une partie des données. Son principe est d’effectuer le maximum de calculs immédiatement réalisables sur ces
données connues afin de réduire la tâche finale, lorsque les données manquantes seront fournies. Elle sert de
base àl’évaluation partielle, qui s’intéresse plus généralement à l’ensemble desoptimisations de haut niveau.

Nous présentons dans ce chapitre une vue analytique et synthétique développements actuels de l’évaluation
partielle. En particulier, nous examinons avecune même méthodologieles spécificités et les points communs des
principaux axes de l’évaluation partielle : spécialisation,supercompilation, et évaluation partielle généralisée.

Cette étude fait apparaître, dans un bilan final qui compare ces trois approches, plusieurs déficiences
auxquelles nous tentons de trouver des remèdes dans les chapitres suivants.

Organisation du chapitre.x1.1 Afin de fixer les notations et le vocabulaire de base, nous donnons tout d’abord quelques généralités sur
les langages de programmationet lestransformations de programmes. Nous employons pour cela un
formalisme général et intuitif que nous conservons dans toutela suite du document.x1.2 Nous définissons ensuite, encore de manière informelle, laproblématiquede l’évaluation partielle, et
donnons quelques points de repères historiques.x1.3 Une fois ce cadre posé, nous présentons la théorie et la pratique de laspécialisation, courant majeur de
l’évaluation partielle.x1.4 Des transformations plus générales que celles employées enspécialisation, mais aussi plus difficiles à
mettre en œuvre, conduisent à lasupercompilation.x1.5 Enfin, l’évaluation partielle généraliséeexploite l’ensemble des informations d’ordre sémantique pour
étendre le champ des transformations de simplifications.x1.6 Ce panorama se conclut sur unbilan comparatifdes différentes approches, qui motive les développements
des chapitres suivants.

Notre objectif, dans ces chapitres, est d’offrir à la fois une formalisationet desoutilspour l’évaluation partielle.
Nous ouvrons le chapitre 2 sur quelques bases en matière de programmation : sémantique et exécution.
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6 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’ÉVALUATION PARTIELLE

1.1 Langages et transformations.

La présentation qui suit est écrite dans un stylefonctionnel: un programme représente une fonction qui prend
en argument une donnée et retourne un résultat. Néanmoins, elleest transposable en termesimpératifs, grâce
à des fonctions qui opèrent sur une mémoire ou un environnement, ou bien en termesrelationnelsavec des
fonctions qui retournent des booléens ou des ensembles de solutions. Au lieu defonction, il faut alors entendre
procédureouprédicat. Nous ne rappelons pas les notions liées à la calculabilité età la complexité [HU79], que
nous ne faisons qu’effleurer.

1.1.1 Langage de programmation.

Un langage de programmationL comprend un ensembleP deprogrammes, un ensembleD dedonnéeset un
ensembleR derésultats. Il est caractérisé par sasémantique, une fonctionL : P �D ! R, qui établit un lien
entre un programmep, une donnéed et un résultatr : L(p; d) = r. Il revient au même de considérer la fonctionL̂ : P ! (D ! R) ; un programmep deP répresente alors la fonction mathématiqueL̂(p) : D ! R. Ces
deux représentations isomorphes (curryfication) sont reliéespar (L̂(p))(d) = L(p; d). Par abus de langage,
nous omettons souvent l’accent circonflexe et, suivant que nous désirons accentuer l’une ou l’autre formulation,
nous notons simplementL(p; d) = r ou L p d = r
La fonctionL n’est pas nécessairement totale ; elle est définie sur undomaine de définitionDom(L) � P �D.Dom(L) = f(p; d) 2 P �D j 9r2R L p d = rg
Il en va de même de lafonctionL(p) attachée à unprogrammep.Dom(p) = Dom(L(p)) = fd 2 D j 9r2R L p d = rg
Les raisons pratiques qui font queL p d n’est pas défini sont la non-terminaison et les erreurs de typage. À
la différence d’un langage de spécification, la sémantiqueL d’un langage de programmationest une fonction
calculable. Une sémantiqueopératoireindiqueexplicitementcomment un programmep permet d’obtenir un
résultatr à partir d’une donnéed. Elle s’oppose en cela à une sémantiquedéclarativequi spécifier sans donner
nécessairement un moyen de le calculer. L’évaluation, ou l’exécution, désigne le processus de calcul der selon
une sémantique opératoire.

1.1.2 Évaluateur.

LorsqueD comporte des produits cartésiens, nous notons(d1; d2) une donnée composée de deux partiesd1
etd2. L’évaluation s’écrit alorsL p (d1; d2) = r.

Un interprètepour lelangage sourceLs : Ps �Ds ! Rs, écrit dans un langageL : P � D ! R, est un
programmeinterp deP qui simule la sémantique deLs. Pour tout programmeps dePs, et toute donnéeds
deDs, il vérifie : L interp (ps; ds) = Ls ps ds
En réalité, un programmeps 2 Ps et une donnéeds 2 Ds ne sont pas nécessairement homogènes à des données
deD, pas plus que le résultatrs = Ls ps ds 2 Rs n’est homogène à un résultat deR. Il faut donc donner des
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fonctions de codage, qui permettent d’interpréter des objets deLs comme des objets deL, et réciproquement.
Ce sont des applications calculablesTPs : Ps ! D1, TDs : Ds ! D2 et TR : R ! Rs. Pour Ls = LISP

et L = SML , on peut distinguer par exemple un programmeps = (lambda(x) x) d’une donnéed =TPs(ps) = LIST[ATOM "lambda", LIST[ATOM "x"], ATOM "x"] construite à l’aide de constructeurs
de types de données. L’interprèteinterp vérifie alors la relationTR(L interp (TPs(ps); TDs(ds))) = Ls ps ds.
Elle correspond au diagramme suivant. Ps � Ds Ls- Rsfinterpg � (D1TPs ? � D2 )TDs ? L- R6TR
Pour plus de lisibilité, nous omettons le plus souvent la mention des fonctions de codage.

Un compilateurest un programmecomp, écrit dans un langageL, qui traduit des programmesps écrits dans
un langage sourceLs : Ps�Ds ! Rs vers des programmespc écrits dans unlangage cibleLc : Pc�Dc !Rc.
Aux fonctions de codage près,comp vérifie pour toute donnéeds deDs :pc = L comp psLc (L comp ps) ds = Ls ps ds
Si l’on rétablit les fonctions de codage, la compilation correspond au diagramme suivant.Ps � Ds Ls - RsAAAAAAAATDsUfcompg � DTPs ? L- RPcTR ? � Dc Lc- Rc6TRc
Un évaluateurpour le langageLs est un interprète pourLs ou un compilateur deLs dans un langageLc. Il
permet de calculer effectivement la sémantique deLs.
1.1.3 Formalisme sémantique.

L’évaluation partielle est un procédé constructif qui étend lanotion d’évaluation. À ce titre, elle demande une
sémantique qui ne soit pas purement déclarative (cf.x1.1.1). Cette sémantique peut être elle-même décrite dans
le cadre d’unformalisme sémantiqueF : S � (P � D) ! R où S désigne un ensemble despécificationde
langages de programmation.

Une spécification sémantiquepour le langageL : P � D ! R, écrite dans le formalismeF , est une
spécifications deS qui exprime la signification deL. Pour tout programmep deP et toute donnéed deD,F s (p; d) = L p d
Autrement dit,L = F (s). D’autre part, si l’on peut exprimer le formalisme sémantiqueF comme un langage
de programmation, on reconnaît alors dans la spécification sémantiques un interprète du langageL, écrit enF
(cf. x1.1.2).
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1.1.4 Équivalence.

Deux programmesp et q sont strictement équivalentssi l’on ne peut les distinguer parL, c’est-à-dire si,
appliqués aux mêmes données, ils produisent un même résultat.p � q ssi Dom(p) = Dom(q) et L p d = L q d pour toutd2Dom(p)
Cette équivalence stricte signifie que les deux résultatsL p d etL q d sont simultanément ou bien indéfinis,
ou bien définis et égaux entre eux, c’est-à-dire que les fonctionsL(p) et L(q) de D ! R sont égales.
Plus généralement, la comparaisonv du comportement opérationnelglobal des programmes (ouextension
paresseuse de l’équivalence) s’exprime ainsi :p v q ssi Dom(p) � Dom(q) et L p d = L q d pour toutd2Dom(p)
La relationp v q signifieL(p) = L(q)jDom(p), c’est-à-dire queL p d est indéfini (L q d peut être défini ou non),
ou bien qu’il est défini et égal àL q d (en ce cas nécessairement défini). De sorte que l’équivalence stricte entre
programmes s’écrit aussi : p � q ssi p v q et p w q
Pour comparer deux programmesp et p0 écrits dans deux langages différentsL : P � D ! R et L0 :P 0�D0 !R0, il faut donner une correspondance entre les données deD etD0, et entre les résultat deR etR0.
Il s’agit de fonctions de codageTD : D ! D0 et TR0 : R0 ! R (cf. x1.1.2). Une fois ces fonctions fixées, la
comparaison du comportement opérationnel global des programmesp etp0 s’exprime ainsi :p v p0 ssi TD(Dom(p)) � Dom(p0) et L p d = TR0(L0 p0 TD(d)) pour toutd2Dom(p)
Cette relation signifie quep0 codep partout où p est défini.

1.1.5 Transformations de programmes.

Une transformation de programmesest une applicationT : P ! P 0 qui envoie les programmesp d’un
langageL sur les programmesT (p) d’un langageL0. En pratique, les programmesp etT (p) ont comportement
opérationnel similaire : une transformation estvalide(en anglais< sound>) si elle transforme tout programmep en un programmmeT (p) de caractérisation moins fine :T (p) v p ; en d’autres termes, elle n’introduit
pas d’incohérence. Elle estcomplètelorsqueT (p) contient toute la caractérisation dep : p v T (p). Enfin,
une transformation estcorrectelorsqu’elle est valide et complète :T (p) � p ; on ne peut distinguer les deux
programmes par l’observationv.

L’étude d’une transformation de programmesT : P ! P 0 comporte les étapes suivantes :

Langage et sémantique : L’observation opérationnellev est précisée par la donnée dessémantiquesdes
langagesL etL0.

Transformations : Une transformation élémentaire localep0 = T (p) substitue une partie du texte dep par
un texte qui lui est équivalent ; il est nécessaire pour cela queL = L0. A l’opposé, unetransformation
élémentaire globalenécessite un parcours itératif dep (par exemple pour le calcul d’un point fixe) ; dans
ce cas, les langagesL etL0 ne sont pas nécessairement égaux. SiL 6= L0, la transformationT : P ! P 0
est unetraductiondes programmes deP en programmes deP 0.
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Correction : Une transformation correcte fabrique des programmes équivalents : p � p0. Dans des cas
reconnus, on admet — et même souhaite parfois — des programmesdavantage définis :p v p0. On évite
par contre les situations où p0 v p car dans ce casp0 est défini moins souvent quep ; il a en quelque sorte
perdu de l’information.

Lorsque la transformation est automatisée, il faut égalementspécifier les points suivants.

Algorithme : Un algorithmespécifie unetransformation composée, suite de transformations choisies dans
une gamme de transformations élémentaires. Sans propriété deconfluence, si plusieurs transformations
élémentaires sontapplicablesà diverses étapes, on explicite ou non un choix déterministe parmi ces
diverses transformations.

Terminaison : On ne dispose réellement d’un algorithme que lorsque l’on peut garantir laterminaisonde
cette suite de transformations. On atteint un programmefinal, en forme normale, lorsqu’aucune des
transformations élémentaires n’est applicable au programmecourant.

Enfin, il faut justifier l’intérêt de la transformation.

Objet des transformations : L’optimisation a pour but de rendre les programmes plus efficaces. Il faut donc
expliciter uncritère de performanceet montrer que les transformations effectivement améliorent les
programmes au sens de ce critère.

Conseils et heuristiques : On préconise parfois un style de programmation ou des heuristiques afin d’obtenir
de meilleurs résultats. Des paramètres permettent d’ajusterles conditions de terminaison.

C’est la liste des points que nous considèrerons un à un pour analyser les différentes approches de l’évaluation
partielle.

1.2 Problématique de l’évaluation partielle.

Dans sa formulation la plus générale, leproblème de l’évaluation partiellepour un langageL : P�D ! R est,
pour toutp 2 P, de savoir trouver desp0 2 P équivalents àp, qui vérifient un certain critère de performance. Ce
critère est généralement lié à l’espace mémoire consommé et/ou au temps d’exécution ; en de rares occasions,
ce critère exprime quep0 est sous une forme canonique. Unévaluateur partielest un programme qui calcule
unesolution d’un problème d’évaluation partielle.

L’évaluation partielle partage certains des objectifs de lacompilation. En effet, celle-ci poursuit un double
but de traduction et d’optimisation : elle transforme un programmep deL en un programme équivalentp0 deL0, choisi pour son efficacité. Dans un certain sens, l’évaluationpartielle est un cas particulier de compilation
où langage source et langage cible coïncident. Àl’inverse, on peut considérer la compilation comme une
traduction< pure>, précédée ou suivie d’une phase d’optimisation par évaluation partielle. Il est donc naturel
de voir les deux domaines s’échanger vocabulaire et techniques.
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Il est plaisant de faire remonter l’évaluation partielle1 au théorème de curryfication récursive (dit théo-
rème Smn ) de Kleene [Kle52]. En pratique, ce n’est qu’au début des années 60 que Lombardi et Raphael réalisent
le premier évaluateur partiel, basé sur LISP. Les années 70 sont marquées par les projections de Futamura et
les premières applications importantes à l’optimisation. Les premiers évaluateurs partiels auto-applicables et
l’analyse de temps de liaison doivent attendre les années 80 ;c’est le triomphe de la spécialisation. Nouvelles
techniques et applications foisonnent en ce début des années 90, sans qu’émergent véritablement d’idée phare ;
nous sommes dans une phase de maturation.

La bibliographie annotée [SZ88] donne les références essentielles de cette rapide chronologie. Consel et
Danvy donnent dans [CD93] un aperçu des avancées récentes, avecun accent particulier sur la spécialisation.
Nous citons quelques autres références dans les sections suivantes, qui sont consacrées respectivement à la
spécialisation, à la supercompilation, et à l’évaluation partielle généralisée.

1.3 Spécialisation.

L’évaluation partielle doit beaucoup à l’< école danoise>, menée par Neil Jones, qui a non seulement défriché
et mis en œuvre de nombreux aspects de laspécialisation, mais a aussi eu de multiples actions de popularisation
[BEJ88, EBF88, PEP93, JGS93]. Une partie de la présentation qui suit est d’ailleurs inspirée de certains de ses
travaux [JSS85, Mog89a].

La sectionx1.3.1 suivante, qui présente les grands principes de la spécialisation, est relativement aride pour
un lecteur qui n’est pas un habitué du domaine. Il aura intérêt àse référer aux exemples et aux explications des
sectionsx1.3.2 etx1.3.3.

1.3.1 Principes de la spécialisation.

La spécialisation repose sur l’isomorphisme entreP � D ! R etP ! (D ! R), et sur l’identification entre
programmes et données. Unprogramme résidueld’un programmep deL, par rapport à la donnée partielled1,
est un programmepd1 deL tel que pour toute donnéed2 complétantd1 end = (d1; d2), on ait :L pd1 d2 = L p (d1; d2)
On dit quepd1 estspécialisépar rapport à la donnéestatiqued1 ; la donnéed2 est qualifiée dedynamique. Bien
que le domaine depd1 soit différent de celui dep, il est conceptuellement équivalent àp sur les donnéesd qui
comportent la donnée partielled1. Le programme résiduel n’est pas unique. Il existe unprogramme résiduel
trivial q défini par :q d = p (d1; d) ; il < attend> en quelque sorte qu’on lui fournisse la donnéed2 pour
exécuter le programme d’originep sur les données(d1; d2). Plus généralement, dans le cas où le programmep prendn arguments, les donnéesd1; : : : ; dn sont scindées en deux ensembles disjoints, données statiqueset
données dynamiques.

Un spécialiseurest un programmemix 2 écrit dans un langageL0 qui produit des programmes résiduelspd1
à partir de programmesp et de donnéesd1 écrits dans un langageL. Autrement dit, pour tout programmep et1Le terme d’évaluationa pour origine les premiers langages abordés, qui s’appuyaient sur une sémantique purement procédurale. En
programmation logique, on distingue à présent l’évaluation partiellepour PROLOG-procéduralet ladéduction partiellepour PROLOG-
déclaratif. Laspécialisation, à l’origine de la discipline, a laissé le qualificatifpartielle, car elle étudie les programmes dont les données
sontpartiellementconnues.2Cette dénomination provient de la notion demixed computation[Ers78].
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toutes données(d1; d2), mix vérifie les équations :L0 mix (p; d1) = pd1L (L0 mix (p; d1)) d2 = L p (d1; d2)
Le spécialiseur trivialest celui qui< calcule> le programme résiduel trivial. Si l’on rétablit les fonctionsde
codage (cf.x1.1.2), cette équation correspond au diagrame suivant (Id désigne l’application identité).P � (D1 � D2 ) L - RAAAAAAAAIdUfmixg � (D01TP ? � D02 )TD1? L0- R0PTR0 ? � D2 L- R6Id

Soit interp un interprète, écrit enL, d’un langage sourceLs : Ps � Ds ! Rs. Par définition, il vérifieL interp (ps; ds) = Ls ps ds. Appliquons la définition demix à p = interp et d1 = ps 2 Ps. On peut
calculerinterpps = L0 mix (interp; ps). Ce programmeinterpps vérifie pour toute donnéeds deDs l’équationL interpps ds = Ls ps ds. On y reconnait le résultat de la compilation deLs vers le langage cibleLc = L :pc = L0 mix (interp; ps)
Cette équation porte le nom depremière projection de Futamura[Fut71]. Elle indique commentmix permet
de compiler deLs versL si l’on connait un interprèteinterp deLs écrit enL.Ps � Ds Ls - Rsfinterpg � (D1TPs ? � D2 )?TDs L - R6TRAAAAAAAAIdUfmixg � (finterp0gTP ? � D02 )TD1? L0- R0PTR0 ? � D2 L- R6Id
On peut également remarquer quepc = L0 mix (interp; ps) = L0 mix interp ps.

Supposons à présent que les langagesL etL0 sont égaux. Nous définissons un programmecomp deL = L0
de la manière suivante. comp = mix interp = L mix (mix ; interp)
Cette nouvelle équation est ladeuxième projection de Futamura. Elle décrit commentmix permet de fabriquer
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un compilateurcomp deLs versL si l’on connait un interprèteinterp deLs écrit enL, carpc = L comp ps.Ps � Ds Ls - Rsfinterpg � (D1TPs ? � D2 )?TDs L - R6TR	���TP BBBBBBBBBBBBId Nfmixg � (fmixg� finterp0g) L- fcompgfcomp0gTR0 ? � D1?Id L - PPTR0 ? � D2 L- R
6Id

Notons enfin quecomp = L mix (mix; interp) = L mixmix interp et posons :cogen = mixmix = L mix (mix ;mix)
Cette dernière équation s’appelle latroisième projection de Futamura. Elle exprime commentmix permet de
construire un générateur de compilateurscogen deLs versL si l’on connait un interprèteinterp deLs écrit
enL, carcomp = L cogen interp. Ps � Ds Ls - Rsfmixg � (fmixg� fmixg) L- fcogeng finterpg � (D1TPs ? � D2 )?TDs L - R6TR	���TR0 	���TP BBBBBBBBBBBBId Nfcogen 0g � finterp0g L- fcompgfcomp0gTR0 ? � D1?Id L - PPTR0 ? � D2 L- R

6Id
La possibilité d’appliquermix à lui-même est appeléeauto-application. Dû aux techniques employées, il
peut être avantageux parfois d’écrirecogen directement, plutôt quemix , afin d’éliminer des redondances qui
détériorent la performance de l’évaluateur partiel [BW93] (mais pas de l’évaluation partielle calculée).

Il faut noter qu’un spécialiseurmix deL écrit enL et un interprèteinterp deLs également écrit enL ne
suffisent passeulsà fabriquer leurs équivalents dansLs. Aucune équation ne fournitmix s (spécialiseur pour
le langageLs écrit enLs), ni interps (interprète deLs écrit enLs).
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1.3.2 Exemples de spécialisation.

Voici quelques exemples élémentaires de spécialisation pour le langage STANDARD ML3. Nous conservons
dans cette section le style proche de LISP (avec des primitives, sans motifs ni définitions clausales) employé
dans [Mog89a], dont ces exemples sont tirés. Nous examinons diverses spécialisations de la fonctionappend
suivante, qui réalise la concaténation des listes :fun append(x,y) = if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y)
Nous supposons donc connu l’un ou l’autre des deux argumentsdeappend, et nous examinons quels types
d’optimisation on peut réaliser quand on dispose de cette information.

Spécialisation triviale. La spécialisation la plus simple consiste à ne rien faire, c’est-à-dire à attendre
l’arrivée des données manquantes. Elle est analogue auxfermeturesutilisées pour la curryfication dans les
langages fonctionnels. La fonctionappend_y12 suivante est laspécialisation triviale(cf. x1.3.1) deappend
par rapport à un second argumenty égal à la liste[1,2].fun append_y12(x) = append(x,[1,2])
Propagation des constantes. Si une fonction définie parf(x1; : : : ; xn) = exp est toujours appelée avec
un même argumentxi = c, on peut remplacer chaque apparition dexi dansexp par c, et ôterxi de la
liste (x1; : : : ; xn) des paramètres def . En pratique, on suit les étapes suivantes (les parties importantes qui
interviennent dans la transformation sont soulignées).0) fun append_y12(x) = append(x,[1,2])1) fun append_y12(x) =if (null x) then [1,2] else (hd x)::append(tl x,[1,2])2) fun append_y12(x) =if (null x) then [1,2] else (hd x)::append_y12(tl x)
L’étape (1) est undépliagede la fonctionappend : on a remplacé l’appel deappend dans l’expressionappend(x,[1,2]) par le corps de sa définition où la variabley a été remplacée par l’expression[1,2]. Plus
généralement, si une fonction est définie parf(x1; : : : ; xn) = exp, le dépliage def consiste à remplacer
une expressionf(exp1; : : : ; expn) parexp[x1=exp1; : : : ; xn=expn], terme qui désigne l’expressionexp où les
variablesx1; : : : ; xn ont été remplacées respectivement parexp1; : : : ; expn.

L’étape (2) correspond à unpliage de append_y12 ; c’est l’opération inverse du dépliage, qui consiste
à reconnaître le corps instancié de la définition d’une fonctionet à le remplacer par l’appel fonctionnel qui
lui correspond. Autrement dit, si l’on dispose d’une fonction définie parf(x1; : : : ; xn) = exp, le pliage
de f dans une expression qui s’écritexp[x1=exp1; : : : ; xn=expn] consiste à la remplacer par l’expressionf(exp1; : : : ; expn).

Le gain de cette opération est ici simplement la réduction du nombre d’arguments et du nombre d’accès
à certaines variables. Plus généralement, le but de la propagation des constantes est de faire apparaître des3STANDARD ML, abrégé en SML, est un langage fonctionnel fortement typé. Les fonctionsnil, :: (notée de manière infixe),hd, tl,null et correspondent respectivement aux fonctionsnil, cons, car, cdr etnull de LISP. L’abstraction(lambda (x) exp) s’écritfn x => exp . Pour plus de détails, on peut consulter par exemple [Pau91, MTH90].
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expressionsstatiques, c’est-à-dire des expressions qui ne comportent pas de variables, qui sont donc indépen-
dantes de la valeur des paramètres d’appel et qui par conséquent peuvent être immédiatement évaluées. C’est
le cas dans l’exemple suivant. En revanche, pour évaluer une expressiondynamique, il faut connaître la valeur
des paramètres d’appel.

Propagation des constantes avec dépliage.Spécialisons à présentappend par rapport à unpremierargu-
mentx = [1,2]. On peut dérouler certains calculs sur les objets statiques :0) fun append_x12(y) = append([1,2],y)1) fun append_x12(y) =if (null [1,2]) then y else (hd [1,2])::append(tl [1,2],y)2) fun append_x12(y) = 1::append([2],y)3) fun append_x12(y) =1::(if (null [2]) then y else (hd [2])::append(tl [2],y))4) fun append_x12(y) = 1::2::append([],y)5) fun append_x12(y) =1::2::(if (null []) then y else (hd [])::append(tl [],y))6) fun append_x12(y) = 1::2::y
Le dépliage de la définition deappend en (1) fait apparaître des expressions statiques qui sont ensuite évaluées
en (2). On réitère deux fois le même procédé pour atteindre finalement la spécialisation (6). La fonctionappend_x12 résultante est plus efficace parce qu’un certain nombre de tests et d’appels de primitives ont été
réalisées à l’avance ; il n’y a plus d’appels fonctionnels dérivés deappend.

Spécialisation polyvariante. Une spécialisationmonovariantene permet de fabriquer qu’une seuleversion
spécialisée de la fonction originale. En revanche, une spécialisationpolyvariante[Bul84] autorise plusieurs
instances : un spécialiseur peut construire au cours de la mêmesession plusieurs spécialisationsfd1; : : : ; fdn
d’une même fonctionf . Soit par exempleack la fonction de Ackermann :fun ack(x,y) = if x=0 then y+1else if y=0 then ack(x-1,1)else ack(x-1,ack(x,y-1))
Sa spécialisation polyvarianteack2 par rapport àx = 2 conduit àfun ack0 y = y+1fun ack1 y = if y=0 then 2 else ack0(ack1(y-1))fun ack2 y = if y=0 then 3 else ack1(ack2(y-1))
L’appel deack2(y) est plus efficace que celui deack(2,y) pour des raisons identiques aux cas précédents.
Une spécialisation monovariante n’aurait produit que :fun ack2 y = if y=0 then 3 else ack(1,(ack2(y-1)))
où les appelsack(0,y) et ack(1,y) n’ont pas été spécialisés. Toutefois, la distinction entre spécialisation
monovariante et spécialisation polyvariante est purement technique et due principalement à l’analyse de temps
de liaison(cf. x1.3.4, algorithme), dont le modèle d’origine a dû être étendu afinde permettre plusieurs variantes
spécialisées d’une même fonction.
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1.3.3 Applications de la spécialisation.

L’essence de la spécialisation est de supprimer leséléments interprétésd’un programme. Ses applications sont
contenues dans les trois projections de Futamura. On peut entrouver des exemples variés dans [BEJ88, EBF88,
PEP91, PEP92, PEP93]. Certaines sont à la frontière d’un emploi industriel. Voici les plus communes.

L’analyse lexicale est un des domaines de prédilection de la spécialisation, dont on ne sait s’il est un cas
d’école spectaculaire ou une preuve tangible de bien-fondé. Soit analex(reg; str) un programme d’un langageL qui décide si une chaîne de caractèresstr est dans le langage engendré par une expression régulièrereg.
Pour une expression régulièrereg fixée, un programme résiduelanalexreg(str) décide de manière équivalente
si la chaînestr appartient ou non àreg. Des spécialiseursmix parviennent à produire un programme résiduelanalexreg = L mix (analex; reg) qui a la forme d’un automate fini, et qui est donc particulièrement efficace.
De plus,L mix (mix ; analex) = mixanalex est un compilateur d’expressions régulières similiaire à LEX sous
UNIX . En effet,mix analex(reg) = analexreg . L’analyse syntaxique (parsing) est traitée à l’avenant.

Dans un domaine voisin, on trouve également la compilation derecherche de motif (pattern matching)
[Dan91, QG92]. Des spécialiseurs< redécouvrent> l’algorithme de Knuth-Morris-Pratt, de complexitéO(m+n) où m est la taille du motif etn celle du texte, en partant de l’algorithme naïf de complexitéO(mn)
[CD89, Smi91].

Dans le domaine des langages de programmation, la spécialisation s’applique, grâce aux projections de
Futamura, à la compilation et à la génération de compilateurs àpartir d’interprètes [JSS89, CK91b, CD91b].
Elle permet par exemple de compiler l’instrumentation (debugging, profiling, etc.) [Con91] et l’héritage dans
les langages orientés-objet [KS91, HM92]. Elle peut aussi déterminer des informations liées à la notion de
paresse [HG91, Jør92].

Elle s’applique également à la construction de programmes incrémentaux [Sun91], à l’optimisation de
techniques de réécriture [Bon88, SSD91], et à certains calculs numériques [Ber90, BW90, Mog86].

Par ailleurs, compiler, puis exécuter le progamme compilé, prend souvent moins de tempsau totalqu’inter-
préter le programme original. Un résultat similaire s’observe en évaluation partielle. Connaissant l’ensemble
des données d’un programme, calculer le programme résiduel sur une portion< choisie> de ces données,
puis l’exécuter sur les données restantes, prend parfois globalement moins de temps qu’exécuter le programme
initial sur l’ensemble des données.

1.3.4 Analyse de la spécialisation.

Nous analysons à présent la spécialisation suivant le modèle proposé à la sectionx1.1.5.

Langage et sémantique.

De nombreux langages ont désormais leur spécialiseurs : des langages fonctionnels d’ordre supérieur comme
SCHEME [Bon91, Con90a], des langages de programmation logique comme PROLOG [Has88, Sah91a] ou avec
des contraintes [FOF88, HS91], des langages impératifs comme PASCAL [Mey91] ou C [And92], des langages
fortement typés comme ML [Lau91b, BW93].
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Les spécialiseurs ne travaillent parfois que sur un sous-ensemble de langages réels, encore trop complexes.
Du fait de leur relative simplicité, SCHEME et PROLOGsont les plus populaires, notamment en ce qui concerne
l’auto-application.

Transformations.

Les transformations de base de la spécialisation sont l’introduction de nouvelles définitions(instances d’ap-
pels de fonctions déjà existantes), ledépliage(en anglais, unfold), l’évaluation d’expressions statiqueset le
pliage (fold) des nouvelles définitions. Ce sont toutes des transformations locales. S’y ajoutent parfois des
transformations paresseusescomme< hd(x::l)! x >4, également locales.

Correction.

Les transformations de dépliage et de pliage ne sont pas correctes (cf.x1.1.5). Cependant, le dépliage est
complet et le pliage valide. Soient par exemple les fonctions SML suivantes.fun incr(x) = x+1fun loop() = 1::loop()fun foo(x,y) = incr(y)
Alors que l’évaluation de l’expressionfoo(loop(),2) ne se termine pas (elleboucle), le dépliage defoo
construit l’expressionincr(2), qui s’évalue bien en3. le dépliage n’est donc pas une transformation valide. De
même, si l’on replie la fonctionincr sur elle-même, on fabrique une fonction< fun incr(x) = incr(x) >,
dont l’évaluation ne se termine jamais. Le pliage n’est donc pas complet.

Néanmoins, si l’on évite l’effacement d’expressions par dépliage, et si l’on se restreint au pliage des nou-
velles définitions (après dépliage dans le cas du corps d’une nouvelle définition elle-même), ces transformations
sont alors correctes ; elles fabriquent des programmes strictement équivalents aux programmes originaux. Les
spécificités de PROLOG traduisent ces condition ainsi : il est toujours correct de plier un prédicat qui n’est défini
que par une clause unique, à condition que toutes les variables qui apparaissent dans le corps de cette définition
apparaissent également dans la tête et qu’on ne le replie pas sur lui-même. Ces conditions peuvent être affinées
[TS84, GS91, PP91a].

Les transformations paresseuses sont par définition uniquement complètes ; elles peuvent produire des
programmes de domaine de définition plus large. Par exemple, l’évaluation de l’expressionhd(1+2::loop())
boucle. En revanche, après l’application de la transformation paresseuse< hd(x::l) ! x >, l’expression
résultante1+2 s’évalue en3.

Algorithme.

La spécialisation est totalement assujetie aux données connues. Une première stratégie, dite< online>, consiste
à simuler dynamiquement d’évaluation du programme, afin de déterminer au fur et à mesure les transformations
à lui appliquer [WCRS91]. Plus coûteuse, mais intrinsèquement plus puissante, elle a eu la réputation arbitraire
de produire de gros programmes, lents et peu spécialisés.4Cette transformation estparesseuseparce qu’elle élimine l’évaluation de la listel.
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C’est pourquoi beaucoup lui préfèrent encore une stratégie< offline >, qui précède la spécialisation
d’une phase d’analyse de temps de liaison(binding time analysis, abrégé en BTA). Connaissant la répartition
statique/dynamique des données, celle-ci annote et distingue les parties du programme qui seront connues au
moment de la spécialisation proprement dite, et sur lesquelles s’appliqueront les transformations, des parties
dynamiques qui resteront inconnues et inchangées. Cette phase d’interprétation abstraite préliminaire a pu
conduire à des spécialiseurs auto-applicables efficaces, tant par leur vitesse que par la qualité des programmes
spécialisés produits [Bon93, Con90b]. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur par exemple à [Mog89a].

Terminaison.

Le problème de la terminaison est souvent éludé par les spécialiseurs [Bon93], qui fondent l’arrêt sur la fin du
traitement des données statiques. Même lorsque qu’un critère garantit un nombre fini de dépliages — et c’est
une propriété rare [WCRS91] — le principe consistant à complètement évaluer toute expression totalement
statique compromet la terminaison du processus de spécialisation : un tel spécialiseur peut< boucler>. Si cela
se produit dans des parties du code qui ne sont jamais atteintes, il y a conflit radical entre un programme résiduel
théorique qui se termine quelles que soient les données dynamiques fournies et un spécialiseur qui boucle sans
produire de programme spécialisé.

Ce sont jusqu’ici les spécialiseurs< online> qui offrent le plus souvent de réelles garanties de terminaison
car ils conservent davantage d’information que les spécialiseurs< offline >, bâtis pour la vitesse. Ils mettent
pour cela des bornes à la profondeur de spécialisation, en examinant éventuellement l’historique des dépliages.
Par exemple, Sahlin [Sah91b] borne pour PROLOG le nombre d’appel d’un même prédicat sans qu’il y ait
décroissance de taille des arguments, la profondeur jusqu’àlaquelle les termes sont comparés pour le test de
boucle, et l’intervalle de variation sûr des entiers, en dehors duquel on considère qu’il y a risque de boucle. Ce
dernier point correspond en fait au cas particulier d’une fonction dont les arguments varient dans un ensemble
fini ; lorsque cet ensemble est infini, comme c’est le cas des entiers, on donne une relation d’équivalence d’index
fini afin d’obtenir la même propriété : par exemple, la relation< n � m ssi n = m ou jnj; jmj > 2 > considère
les entiers comme l’ensemble finif�2;�1; 0; 1; 2; autresg. Toujours pour PROLOG, Prestwich [Pre92] limite
la taille des termes et le nombre d’instances différentes d’une même fonction spécialisée. Il existe des études
générales sur letest de boucle(loop checking) [BAK91] qui cherchent à établir non seulement les cas où un
programme ne boucle pas, mais aussi les cas où il boucle avec certitude. Ce type de test est utilisé pour la
sémantique déclarative de PROLOGnon seulement pour assurer la terminaison de l’algorithme de transformation,
mais aussi pour simplifier les programmes résultants [Bol91].

Lorsqu’un critère d’arrêt est atteint, on stoppe les dépliageset l’on construit, faute de mieux, un appel
aux fonctions non spécialisées. Certains spécialiseurs [WCRS91] emploient un mécanisme deredémarrage
généralisé(cf. x1.4.3), emprunté à la supercompilation. C’est une opérationplus courante chez les spécialiseurs
PROLOG [Has88, Sah91a].

Objet des transformations.

La spécialisation vise avant tout à réduire le temps d’exécution des programmes. En règle générale, l’évaluation
d’expressions statiques élimine des calculs, le dépliage élimine des coûts d’appel de procédure, et le pliage
des définitions spécialisées réduit le nombre d’arguments à transmettre. Néanmoins, des transformations de
dépliage peuvent dupliquer des calculs. Considérons par exemple [JSS85] la fonctionfdéfinie par le programme
suivant.
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Elle ne doit pas être dépliée en :fun f'(n) = if n = 0 then 1 else f'(n-1) + f'(n-1)
En effet, la fonctionf d’origine est linéaire ; après transformation, elle devient exponentielle. La relation entre
les deux formesf et f' est de même nature qu’entre les versions linéaire et exponentielle de la fonction de
Fibonaci.

Très peu d’études cependant, aussi bien spécifiques que générales,formalisent ou simplement s’intéressent
au gain obtenu par spécialisation.

Si on limite les transformations au pliage, au dépliage et à l’évaluation d’expressions statiques, Andersen et
Gomard montrent [AG92] pour un petit langage impératif, maisavec une méthode assez générale, que le gain
est au plus linéaire. Par contre, des transformations paresseuses et l’élimination d’expressions répétées, comme
par exemple< exp*exp ! let val x = exp in x*x end > peuvent conduire à des gains supralinéaires.
C’est la situation inverse du dépliage de la fonctiong dans la définition def ci-dessus.

Amtoft donne un résultat similaire à propos de la programmation logique [Amt91], avec une étude com-
plémentaire du cas particulier de plusieurs niveaux d’interprétations. Les hypothèses sont toutefois assez fortes
car la quantité mesurée est le nombre d’inférences logiques, ce qui revient à considérer l’unification comme
une opération de temps constant, assomption notable.

Dans le cadre du�-calcul, Nielson compare des programmes résiduels en termesde réductions, au moyen
d’un système de types qui représente l’information de temps deliaison [Nie88]. Il reste cependant éloigné de
l’aspect pratique des implémentations.

Malmkjær vérifie a posteriori que les< éléments> qui constituent les données statiques ont bien disparu du
programme résiduel [Mal92]. Ces éléments sont déterminés automatiquement par une interprétation abstraite
du programme et des données statiques. Le résultat de cette analyse est une grammaire qui reflète les conditions
syntaxiques que doit vérifier le programme résiduel.

Conseils et heuristiques.

La qualité de la spécialisation est très sensible au style de programmation. Afin d’obtenir de bons résultats, une
discipline rigoureuse est parfois préconisée. Ces recommandations se ramènent en pratique à séparer au mieux
les parties statiques des parties dynamiques. Dans le cas d’un langage fonctionnel, l’usage d’un< style de
passage à la continuation> (continuation passing style) est également conseillé, notamment en ce qui concerne
la représentation d’environnements et le retour de résultatsmultiples [Bon93].

Les spécialiseurs ne garantissent pas une optimisation systématique. Ils obtiennent toutefois des améliora-
tions notables pour un grand nombre d’exemples non-triviaux [Sah91a]. Avec ces systèmes, sont montrés sur
des exemples de cas de perte de performance ou des risques de croissance démesurée du code. Des paramètres
ajustables bornent des tailles pour la terminaison (lorsqu’elle est garantie) et l’explosion de code.
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1.3.5 Étendre la spécialisation.

Les développements de la spécialisation portent en grande partie sur des extensions de l’analyse de temps de
liaison et sur quelques nouvelles transformations. En voici quelques unes.

Valeurs partiellement statiques.

Tout ce qui est dynamique est obstacle à la spécialisation ; onne déroule les calculs que lorsque l’on dispose
d’expressions totalement statiques. Or il est fréquent que des données structurées ne soient que partiellement
connues. On< déstructure> ces valeurs grâce à une représentation de leur répartition statique/dynamique :
grammaires d’arbre [Mog89a], projections [Lau91a], accroissement d’arité [Rom88, Mog89a]. Puisque l’arité
des fonctions peut augmenter, le pliage des fonctions spécialisées n’apporte pas un gain systématique.

Valeurs conditionellement statiques.

Certaines valeurs sont conditionnellement statiques. C’est le cas par exemple d’une expression commef(if a then b else c) où b et c sont statiques, eta dynamique. Il est plus avantageux [Mog89a] de la
récrire ainsi : f(if a then b else c) ! if a then (f b) else (f c)
On peut désormais évaluer statiquement(f b) et(f c). Cette transformation est en fait un cas particulier du
drivingutilisé en supercompilation (cf.x1.4.3). On peut obtenir un résultat analogue en réécrivant le programme
original dans un style de passage à la continuation [CD91a] ;l’expression initiale devient :f(if a then b else c) ! fn x => if a then (f b x) else (f c x)
Évaluation partielle paramétrable.

L’ interprétation abstraitepermet de connaître des renseignements d’ordre général sur lesvaleurs d’un pro-
gramme, comme par exemple le signe ou l’intervalle de variation d’expressions numériques. L’évaluation
partielle paramétrable< online> [CK91a] utilise ces informations pour optimiser le programme original en
simplifiant les expressions dont les propriétés abstraites suffisent à connaître la valeur. Par exemple, si l’on sait
qu’une variable est strictement positive, tester son égalité à zéro retourne toujours la valeurfalse. C’est en fait
un cas particulier d’évaluation partielle généralisée (cf.x1.5).

Il existe une version< offline > [CK91a] de l’évaluation partielle paramétrable. Elle étend l’analyse de
temps de liaison en uneanalyse de facettes. Connaissant les propriétés abstraites des données connues, les
expressions abstraites simplifiables sont marquées statiques. Le spécialiseur se charge ensuite, au moyen de
ces annotations, d’effectuer les transformations nécessaires.

1.4 Supercompilation.

Au lieu de spécialiser les fonctions par rapport à des valeurs, V. Turchin propose une spécialisation par
rapport à des motifs d’expressions quelconques, desconfigurations; il lui donne le nom desupercompilation
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[Tur85, Tur86]. Dans ce modèle, les données statiques ne sont qu’un cas particulier, traité au même titre que le
reste du programme.

1.4.1 Exemples de supercompilation.

A titre d’exemple, nous indiquons comment la configurationappend(append(x,y),z) est transformée par
supercompilation en une fonction qui incarne en substance l’appelappend(x,append(y,z)). La configuration
résultante est plus efficace (en temps comme en espace) que l’expression initiale car elle ne copie qu’une fois
la listex au lieu de deux. En pratique, on transforme la fonctionappend3 suivante :fun append3(x,y,z) = append(append(x,y),z)
Les spécificités du langage dictent différentsstylesde supercompilation, suivant qu’elles privilégient les
sélecteurs de données, lesdéfinitions clausalesou lesprimitives.

Style< sélecteur de données>.

Les motifs (patterns) et sélecteurs de données (data structure selectors) de SML sont bâtis au moyen de la
constructioncase (et égalementif).fun append(x,y) = case x of nil => y | h::t => h::append(t,y)
Le corps de la fonctionappend3 subit les transformations suivantes.s0) append(append(x,y),z)s1) append(case x of nil => y| h::t => h::append(t,y),z)s2) case x of nil => append(y,z)| h::t => append(h::append(t,y),z)s3) case x of nil => append(y,z)| h::t => case (h::append(t,y)) of nil => z| h'::t' => h'::append(t',z)s4) case x of nil => append(y,z)| h::t => h::append(append(t,y),z)s5) case x of nil => append(y,z)| h::t => h::append3(t,y,z)
L’étape (s1) correspond au dépliage de l’occurrence interne de la fonctionappend. L’étape suivante (s2)
est typique de la supercompilation : on remonte la conditionnelle case à l’extérieur de l’appel fonctionnelappend ; cette transformation porte le nom de< driving > (cf. x1.4.3). On peut ensuite (s3) déplier le second
appel deappend. Il apparaît ainsi un test surh::append(t,y), que l’on peut résoudre immédiatement par
une transformation paresseuse (s4). Enfin un pliage un peu plus général que celui employé en spécialisation
conduit à la version finale (s5).

Style< définition clausale>.

On peut suivre sensiblement le même schéma si l’on utilise des définitions clausales. Dans ce style de pro-
grammation, la fonctionappend s’écrit ainsi :
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La définition deappend3 est transformée ainsi :c0) fun append3(x,y,z) = append(append(x,y),z)c1) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)| append3(h::t,y,z) = append(h::append(t,y),z)c2) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)| append3(h::t,y,z) = h::append(append(t,y),z)c3) fun append3(nil ,y,z) = append(y,z)| append3(h::t,y,z) = h::append3(t,y,z)
Le dépliage de la définition duappend le plus interne dans (c0) propage des clauses dans la définition(c1) deappend3 : dépliage et driving sont simultanés. Le dépliage du secondappend et la transformation paresseuse
sont également simultanés (c2). Le résultat final est la forme clausale de la définition précédente (s5), que l’on
atteint en un peu moins d’étapes qu’avec les simplescase.

Style< primitives >.

A l’opposé, conserver un style LISPien, en ayant recours à des primitives plutôt qu’à des sélecteurs de données,
augmente un peu le nombre de transformations intermédiaires. Nous n’explicitons ici que les points importants
des transformations du corps deappend3.fun append(x,y) = if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y)p0) append(append(x,y),z)p1) append(if (null x) then y else (hd x)::append(tl x,y),z)p2) if (null x) then append(y,z) else append((hd x)::append(tl x,y),z)p3) if ... else ( if null((hd x)::append(tl x,y)) then ... else ... )p4) if ... else ( if false then ... else hd(...)::append(tl(...),z) )p5) if ... else hd(hd x::append(tl x,y))::append(tl(hd x::append(tl x,y)),z)p6) if ... else (hd x)::append(append(tl x,y),z)p7) if (null x) then append(y,z) else (hd x)::append3(tl x,y,z)
En (p1) on a déplié leappend le plus interne de (p0). L’étape (p2) correspond au driving. En (p3) leappend
externe dans la brancheelse a été déplié. L’expression résultante est simplifiée en (p4,p5,p6)par évaluation,
paresseuse ou non. La configuration deappend3 est finalement repliée en (p7). Au style près, le résultat est
identique aux précédents : la listex est copiée en tête deappend(y,z).

1.4.2 Applications de la supercompilation.

La supercompilation a pour premier objectif l’optimisation. Turchin envisage également [Tur86] des applica-
tions pour les bases de données et les systèmes experts. Il considère en fait la supercompilation comme un outil
de résolution de problèmes et de preuve de théorème. Les techniques de la supercompilation ont également été
employées pour l’inversion de fonctions [Rom91].
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1.4.3 Analyse de la supercompilation.

Langage et sémantique.

La supercompilation a été initalement présentée dans le cadre d’un langage fonctionnel peu commun, REFAL5
[Tur86]. Comme le suggère les exemples ci-dessus, il est généralement plus simple, mais pas indispensable,
de faire de la supercompilation dans un langage qui dispose de motifs et de définitions clausales. Parce
que la programmation logique est dotée d’un mécanisme voisin et que les évaluateurs partiels pour PROLOG

[Has88, Sah91a] font usage du redémarrage généralisé (voir plus bas) en jouant sur l’ambiguïté entre variable
logique et variable représentant un objet dynamique inconnu, ils se situent à une position intermédiaire entre
spécialisation et supercompilation.

Comme le remarque Mogensen [Mog89a], ladéforestation[Wal88] est une instance de supercompilation
sur un langage plus simple, ce qui facilite par ailleurs le problème de la terminaison des transformations.

Transformations.

Comme la spécialisation, la supercompilation utilise dépliage (étapes s1, s3, p1, p3 de la section 1.4.1) et
évaluation (p5). Son pliage est en revanche étendu à tout type d’expression (s5, c3, p7) grâce à la transformation
degénéralisation. Elle fait un emploi indispensable de transformations paresseuses (s4, c2, p4, p6) et introduit
de plus la notion de transformation pardriving (s2, c1, p2).

Pliage, dépliage et généralisation. Les possibilités de pliage et de dépliage sont peu nuancées en spécialisa-
tion de base. Une expression commef(a,b,c+g(v)) où a, b etc sont des constantes,g une fonction, etv une
variabledynamique, n’offre que deux éventualités : soit un pliagefa;b(c+g(v)) sur une fonction spécialiséefa;b, soit un dépliage de la définition def. On peut faire apparaître ces alternatives comme deux manières
différentes d’écrire6 l’expression initiale :f(a,b,c+g(v)) = �z:f(a,b,z) (c+g(v)) = �xyz:f(x,y,z) (a; b; c+g(v))
La première permet l’identification àfa;b, et la seconde àf.

La généralisationn’est pas une transformation proprement dite. C’est elle qui énumère toute la gamme des
appels fonctionnels qui sont à la fois plus généraux quef(a,b,c+g(v)) et plus particuliers quef(x,y,z).
Entre ces deux extrêmes, on trouve par exemplefa = �yz:f(a,y,z) et fb = �xz:f(x,b,z), qui peuvent
être utilisés pour des spécialisations moins fines quefa;b. Les autres configurations sont spécifiques à la
supercompilation, qui ne fait pas de distinction entre constantes et expressions dynamiques, et autorise le
pliage de tout type d’expression. Par exemple, la configuration f(x,b,z1+z2) permet de plier l’expressionf(a,b,c+g(v)) en h(b,c,g(v)) à l’aide de la fonction spécialiséeh = �xz1z2:f(x,b,z1+z2). Au total,
l’ensemble des configurations possibles correspond aux choix indépendants (x ou a), (y ou b) et (z ou z1+z2
ouc+z2 ou z1+g(z2) ouc+g(z)).5Comme en HOPEou en ML, une fonction REFAL a une définition clausale. Cependant, au lieu d’un simple recouvrement (pattern
matching), appliquer une fonction demande l’unificationavec une des têtes de clause. Le type de donnée essentiel de REFAL repose sur
des listes associatives ; les motifs sont linéaires, et à certaines variables peut correspondre une sous-liste.6Dans l’ensemble de ce document, nous employons la notation< � > uniquement comme une facilité d’écriture des fonctions.
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La généralisation est notamment utilisée pour assurer la terminaison de l’algorithme de supercompilation,
car toute expression n’a qu’un nombre fini d’expressions plusgénérales. C’est elle également qui précède
l’introduction des nouvelles définitions.

Dès lors que le pliage n’est plus restreint aux seules fonctions spécialisées sur des constantes, il devient
l’exact opposé du dépliage. Il permet ainsi de conclure dans chacun des exemples (s5, c3, p7). Toutes ces
transformations sont locales.

Driving. Le driving consiste à propager à travers le programme les sélecteurs de structure de données. Par
exemple, pour lecase de SML,f(case e of p1 => e1 | : : : | pn => en) ! case e of p1 => f(e1) | : : : | pn => f(en)
Son but est d’amener des sélecteurs de données au contact de contructeurs de données afin qu’ils puissent
être annulés par transformation paresseuse, à la manière des étapes (s4, c2, p4, p6) de la section 1.4.1. Si
l’on utilise des définitions clausales, dépliage et driving sont simultanés, comme le sont également dépliage et
transformations paresseuses. Cela explique la propension, en supercompilation, pour les langages comportant
des définitions clausales.

Nous avons en fait déjà rencontré cette transformation7 dans une des extensions de la spécialisation, à
des valeurs conditionellement statiques :f(if a then b else c) ! if a then f(b) else f(c) (cf.x1.3.5). C’est également une forme de driving que l’on utilisedans la compilation de motifs (patterns), afin
d’aplatir les conditionnelles emboitées [Car84, Aug85] :if (if x then y else z) then a else b !if x then (if y then a else b) else (if z then a else b).
Propagation des contraintes de motif. Le driving de clauses procède par unification. Dans l’exemple (c1),
nous avons unifiéappend(x,y)avec, successivement,append(nil,y)etappend(h::t,y). Les substitutions
résultantes ont ensuite été appliquées à l’ensemble de la définition deappend3. C’est pourquoi le driving de
clauses est plus puissant que le driving de sélecteurs de données dans le cas de fonctions non-linéaires.

Par exemple, dans la fonctionlminmax suivante, qui calcule la paire constituée du plus petit et du plus
grand élément d’une liste, la variablel apparaît plusieurs fois (les variablesx, y etz n’apparaissent qu’une fois
dans la définition deappend3).fun lminmax(l,(a,b)) = ( lmin(l,a) , lmax(l,b) )
Les valeursa etb sont les valeurs retournées dans le cas où l est vide.

Considérons une définition clausale des fonctionslmin etlmax, qui calculent respectivement lemin et lemax
d’une liste.fun lmin([],a) = a | lmin(x::l,a) = lmin(l,min(a,x))fun lmax([],b) = a | lmax(x::l,b) = lmax(l,max(b,x))
La supercompilation delminmax se traduit par :7La constructionif est un cas particulier decase sur les expressions booléennes :< if exp1 then exp2 else exp3 > est
équivalent à< case exp1 of true => exp2 | false => exp3 >.



24 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’ÉVALUATION PARTIELLEpc0) fun lminmax(l,(a,b)) = ( lmin(l,a) , lmax(l,b) )pc1) fun lminmax([],(a,b)) = ( a , lmax([],b) )| lminmax(x::l,(a,b)) = ( lmin(l,min(a,x)),lmax(x::l,b) )pc2) fun lminmax([],(a,b)) = ( a , b )| lminmax(x::l,(a,b)) = ( lmin(l,min(a,x)) , lmax(l,max(b,x)) )pc3) fun lminmax([],(a,b)) = ( a , b )| lminmax(x::l,(a,b)) = lminmax(l,(min(a,x),max(b,x)))
En (pc1), on a dépliélmin ; le driving est simultané : les substitutionsfl 7! nilg et fl 7! x::lg sont
appliquées dans chaque clause au corps delminmax. En (pc2), on a évalué paresseusement chaque branche,
avec dépliage et driving delmax. En (pc3), on a effectué un pliage selon la définition initiale delminmax. La
fonctionlminmax résultante est meilleure car elle ne parcourt qu’une fois la listel au lieu de deux.

En revanche, si les fonctionslmin etlmax sont définies par des sélecteurs de données,fun lmin(l,a) = case l of [] => a | x::l => lmin(l,min(a,x))fun lmax(l,b) = case l of [] => b | x::l => lmax(l,max(b,x))
la supercompilation conduit à :ps0) fun lminmax(l,(a,b)) = ( lmin(l,a) , lmax(l,b) )ps1) fun lminmax(l,(a,b)) =( case l of [] => a | x1::l1 => lmin(l1,min(a,x1)) ,case l of [] => b | x2::l2 => lmax(l2,max(b,x2)))ps2) fun lminmax(l,(a,b)) = case l of[] =>(case l of [] => ( a , b )| x2::l2 => ( a , lmax(l2,max(b,x2))) )| x1::l1 =>(case l of [] => ( lmin(l1,min(a,x1)) , b )| x2::l2 => ( lmin(l1,min(a,x1)) , lmax(l2,max(b,x2))) )
En (ps1) on a déplié les fonctionslmin et lmax. En (ps2), les sélecteurscase ont été sortis par driving de la
construction de la paire résultat. Non seulement il subsistedes tests inutiles (la même recherche de motif est
appliquée successivement deux fois sur la variablel), mais surtout on n’a pas pu replier la définition (ps0) delminmax parce que les variablesl1 et l2 sont a priori différentes. La fonctionlminmax résultante parcourt
deux fois la listel.

Si un sélecteur de données opère sur une variable, comme c’est lecas ci-dessus pourl, la propaga-
tion des contraintes de motifspermet d’obtenir un résultat similaire au cas d’une définition clausale. Elle
consiste à appliquer alors dans chaque branche du sélecteur les substitutions issues de la recherche de mo-
tif (pattern matching) : dans l’expressioncase var of motif => exp , la recherche de motif entrevar etmotif produit la substitutionfvar 7! motif g, que l’on applique àexp pour former la nouvelle expressioncase var of motif => exp[var=motif ]. Dans le cas de (ps2) ci-dessus, la variablevar correspondante est
le l le plus à l’extérieur, et les motifs sont[] etx1::l1.ps3) fun lminmax(l,(a,b)) = case l of[] =>(case [] of [] => (a,b)| x2::l2 => (a,lmax(l2,max(b,x2))))



1.4 SUPERCOMPILATION 25| x1::l1 =>(case x1::l1 of [] => (lmin(l1,min(a,x1)),b)| x2::l2 => (lmin(l1,min(a,x1)),lmax(l1,max(b,x1))))ps4) fun lminmax(l,(a,b)) = case l of[] => (a,b)| x2::l2 => lminmax(l2,(min(a,x2),max(b,x2)))
En (ps3) on a appliqué les substitutionsfl 7! nilg etfl 7! x1::l1g dans chaque branche, puis à nouveau la
substitutionfx2 7! x1; l2 7! l1g. Après évaluation et pliage delminmax, désormais possible, on obtient en
(ps4) une fonction similaire à celle obtenue en (pc3), qui neparcourt qu’une seule fois la listel.

Notons que le driving de définitions clausales est a fortiori également plus puissant que le driving de
conditionelles dans un style< primitives>, puisque leif est un cas particulier de sélecteur de données. Pour
obtenir un résultat analogue, il faut en ce cas avoir recours àl’évaluation partielle généralisée (cf.x1.5.2).

Correction.

Comme en spécialisation, on limite souvent l’emploi du pliage aux nouvelles définitions afin de garantir sa
correction. Alors que les transformations paresseuses quile motivent sont complètes, le driving lui-même
est une transformation valide. Il est complet si les fonctions à travers lesquelles on remonte les sélecteurs
de données sont strictes (si elles sont indéfinies lorsque l’un de leurs arguments l’est aussi). En revanche, la
généralisation est toujours correcte.

Algorithme.

Afin d’assurer la terminaison, la supercompilation utilise un mécanisme deredémarrage généralisé(generalized
restart). Il simule l’évaluation du programme en faisant descalculs explicites lorsque les données sont connues,
et propage les sélecteurs de données lorsqu’elles sont inconnues. Un historique de chaque étape est conservé
et un test strict garantit que cet historique reste fini. Il compare pour cela l’expression courante à chacune
des expressions considérées lors des étapes précédentes. En cas de risque de boucle par rapport à l’une des
étapes antérieures, on reprend totalement le calcul à ce niveau, avec une configuration plus générale. Un ordre
bien fondé relie ces configurations de généralité croissante etassure la finitude du nombre de configurations
énumérées. Cet algorithme est repris plus en détail dans le chapitre 6.

Comparé aux algorithmes de spécialisation ordinaires, le mécanisme de redémarrage généralisé est puissant
mais aussi plus coûteux en espace et en temps. Bien qu’il ne soit pas spécifiquement lié à la supercompilation,
il est plus rare en spécialisation [Has88, Sah91a, WCRS91]. L’objectif reste d’obtenir les versions les plus
spécialisées possibles des fonctions du programme, c’est-à-dire les moins générales. En PROLOG, l’expression
courante est un atome et la configuration de généralité minimaleest obtenue en calculant une anti-unification
[Plo70] de cet atome avec l’atome correspondant à l’étape antérieure [Has88, Sah91a, WCRS91]. L’anti-
unification s’étend aux listes associatives de REFAL [Tur88].

Terminaison.

Comme en spécialisation, un moyen simple d’assurer la terminaison est de borner le nombre d’appels récursifs
d’une même fonction et d’imposer une décroissance de taille des termes (cf.x1.3.4). Seul le supercompilateur
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pour REFAL de Turchin utilise un test original. Toutefois, la présentation de ce critère d’arrêt dans [Tur88] est
étroitement lié à l’algorithme de supercompilation et à la nature du langage.

Par ailleurs, les démonstrations de la terminaison de l’algorithme de redémarrage généralisé [Tur88, Has88,
Sah91a, WCRS91] semblent négliger des explications sur la nature des redémarrages possibles. En effet, la
justification de la terminaison se ramène à ceci :< toute expression n’a qu’un nombre fini d’expressions plus
générales, donc l’algorithme se termine>. Ce raisonnement semble faire l’hypothèse implicitequ’une fois qu’un
redémarrage à eu lieu à une certaine étape, tous les redémarrages suivants le sont aussi relativement à cette même
étape. Or ce n’est pas nécessairement le cas. Nous pourrions avoir une suite infinie de redémarrage successifs
à des étapes d’indices croissants. Rien n’interdit non plus un second redémarrage à une étape antérieure. Cette
justification incomplète sera reprise à la sectionx6.1, où nous démontrerons plus rigoureusement la terminaison
de l’algorithme.

Objet des transformations.

Outre son usage pour la terminaison, la généralisation permetde donner toute leur puissance au pliage,
au dépliage, et à l’introduction de nouvelles définitions, qui seuls expriment le gain en performance de la
transformation.

De la même manière, le driving n’influe pas directement sur la performance des programmes ; son intérêt
est dans les transformations paresseuses qu’il rend possibles.

1.5 Évaluation partielle généralisée.

Futamura et Nogi ont proposé la notion d’évaluation partielle généralisée(generalized partial computation,
ou GPC) [FN88, Fut88, FNT91], dont le principe est d’exploiter au maximum la sémantique et la structure
logique des programmes. L’optimisation est assistée par unsystème de preuve formelle(theorem prover) ou de
calcul formel(computer algebra) qui axiomatise les types de données abstraits et les propriétés des fonctions
primitives.

1.5.1 Principes de l’évaluation partielle généralisée.

L’ évaluation partielle généraliséeconserve intégralement la trace des résultats conditionnelssous forme d’une
information qui est propagée dans chaque branche de la condition. Par exemple, dans le cas d’une expressionif c then x else y, l’information � progagée dans les branchesx et y est respectivementc et :c. Cette
information est utilisée pour décider statiquement de la valeur d’expressions contenues dansxety, et notamment
celles d’autres conditions : un système de preuve formelle tente de valider� ` c0 et � ` :c0, où� est lecontexte
d’évaluationdu testc0 , et� ` c0 l’expressionque les hypothèses�permettent de prouver la proposition logiquec0 .
Le système de preuve peut échouer, soit par manque d’information si les données ne sont pas suffisantes, soit
du fait de la difficulté intrinsèque des preuves de� ` c0 et� ` :c0.

À la différence d’un environnement, qui contient ordinairement les valeurs des variables et est réduit à
de simples liaisons commefx 7! 3g, le contexte� comporte des formules logiques portant sur toutes les
constructions du langage, comme par exemplefx = 3 ; y > 5 ;:null(z)^null(cdr(z))g ; dans un tel contexte,
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le test y - x > 4 est par exemple toujours vrai. Nous avons rencontré ce type d’analyse dans l’évaluation
partielle paramétrable, extension de la spécialisation (cf.x1.3.5).

L’évaluation partielle généralisée ne s’intéresse pas uniquement aux tests, c’est-à-dire aux expressions à
valeur booléenne, mais à toutes les expressions du langage, types de données comme expressions numériques.
La logique sous-jacente(underlying logic) opère alors sur l’ensemble de la sémantique, depuis les axiomes des
types abstraits aux propriétés algébriques des fonctions primitives. Par exemple, il est possible de substituer
la constante4 à l’expressionx*x dans l’environnementfx = 2 _ x = �2g. Dans le cas d’expressions
numériques, c’est davantage unsystème de calcul formelqu’un système de preuve formelle qui réalise les
simplifications sémantiques.

Même sans propagation de contraintes, l’évaluation partielle généralisée peut conclure là où la spécialisation
et la supercompilation ordinaire échouent : une expression statique commeor(x,not(x)) est simplifiée entrue.

1.5.2 Exemples d’évaluation partielle généralisée.

L’évaluation partielle généralisée permet par exemple l’optimisation suivante.if x > 2 then (if 3*x < 5 then A else B) else C ! if x > 2 then B else C
La contraintex > 2 est telle que la condition3*x < 5 est toujours fausse. Le texte brut d’un tel programme
peut sembler rare en pratique ; il faut imaginer que les contraintes se propagent dans les appels fonctionnels.
Le cheval de bataille de l’évaluation partielle généralisée — ilfut aussi celui de l’interprétation abstraite — est
la fonction 91de McCarthy.fun MC91 x = if (x > 100) then x-10 else MC91(MC91(x+11))
Elle est simplifiée après dépliage et propagation des contraintes [FN88, FOF88] enfun MC91 x = if (x > 100) then x-10 else 91
Cet exemple, relativement spectaculaire, est en fait très spécifique.

Nous pouvons reprendre l’exemple delminmax donné comme illustration de la propagation des contraintes
de motif (cf.x1.4.3). Supposonslmin etlmax définies à l’aide de primitives :fun lmin(l,a) = if null(l) then a else lmin(tl(l),min(a,hd(l)))fun lmax(l,b) = if null(l) then b else lmax(tl(l),max(b,hd(l)))
Par dépliage (pp1), driving (pp2), et pliage (pp3), on construit :pp0) fun lminmax(l,(a,b)) = ( lmin(l,a) , lmax(l,b) )pp1) fun lminmax(l,(a,b)) =( if null(l) then a else lmin(tl(l),min(a,hd(l))) ,if null(l) then b else lmax(tl(l),max(b,hd(l))))pp2) fun lminmax(l,(a,b)) =if null(l) thenif null(l) then ( a , b ) else ( a , lmax(tl(l),max(b,hd(l))) )else



28 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’ÉVALUATION PARTIELLEif null(l) then( lmin(tl(l),min(a,hd(l))) , b )else( lmin(tl(l),min(a,hd(l))) , lmax(tl(l),max(b,hd(l))) )pp3) fun lminmax(l,(a,b)) =if null(l) thenif null(l) then ( a , b ) else ( a , lmax(tl(l),max(b,hd(l))) )elseif null(l) then( lmin(tl(l),min(a,hd(l))) , b )elselminmax(tl(l),(min(a,hd(l)),max(b,hd(l))))
Même si la fonctionlminmax a pu être repliée, il subsiste, comme dans le cas des sélecteurs de données (cf.x1.4.3), des tests inutiles. Mais sans recherche de motif, iln’y a pas de substitution applicable à chaque branche
des conditionnelles afin de propager les contraintes de motif. Grâce à l’évaluation partielle généralisée, on
propage dans ces branches les informationsfnull(l)g et f:null(l)g ; les testsnull(l) suivants peuvent être
résolus et l’on obtient (pp4).pp4) fun lminmax(l,(a,b)) =if null(l) then( a , b )elselminmax(tl(l),(min(a,hd(l)),max(b,hd(l))))
La fonctionlminmax en (pp4) a, au style près, un comportement similaire aux fonctions obtenues en (pc3) et
en (ps4).

1.5.3 Analyse de l’évaluation partielle généralisée.

Langages et sémantiques.

L’évaluation partielle généralisée a été présentée à l’origine surun noyau LISP [FN88, Fut88, FNT91]. La
méthode a ensuite été appliquée à la programmation logique aveccontraintes, qui intègre naturellement
programmes, contraintes et preuves : clauses de Horn avec garde (guarded Horn clauses) [FOF88] et contraintes
booléennes [HS91]. Dans le cas fonctionnel, elle a été étendue àl’évaluation paresseuse [Tak91].

Il existe encore peu d’implémentations d’évaluateur partielgénéralisé ; les systèmes de preuve formelle
et l’axiomatisation des types de données abstraits et des propriétés des fonctions primitives sont souvent
hypothétiques. Ce problème ne se pose pas pour la programmation logique avec contrainte, qui contient en
quelque sorte son propre résolveur (CLP(BOOL), etc.) [FOF88].

Transformations.

La propagation du contexte d’évaluation n’est pas une transformation en soi. La seule opération sur les
programmes de l’évaluation partielle généralisée est lasimplification sémantique, qui étend l’évaluation d’ex-
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pressions statiques car elle opère sur des expressions qui nesont pas nécessairement connnues en totalité. Bien
que l’information se propage dans tout le programme, la transformation elle-même est locale.

Correction.

La correction de la résolution des formules logiques et sémantiques repose totalement sur l’axiomatisation
fournie aux systèmes de preuve et de calcul formel, qui doit être compatibleavec la sémantique du langage
[FN88]. De plus, il ne doit pas être possible de prouver des< théorèmes paresseux>. Par exemple, si la
fonction f est définie parfun f(x) = 3+abs(f(x)), et donc boucle sur toute donnée d’entrée, on ne doit
pas substituertrue à l’expressionf(x) > 1 sous prétexte que3 + jxj > 1 pour tout réelx.

Algorithme.

À ses débuts, l’évaluation partielle généralisée s’est préoccupéeprincipalement des problèmes de propagation
et de résolution de contraintes. Pas d’algorithme donc, mais< a highly nondeterministic procedure> [FN88,x5].
Les études suivantes ont proposé des algorithmes dictés enpartie par la nature du langage [FOF88, Tak91, HS91].

Terminaison.

L’évaluation partielle généralisée n’apporte ni problème nouveau, ni solution nouvelle, en matière de terminai-
son :< finding practical methods for automatic termination is an interesting research problem> [FN88, x3].
Elle emploie donc les mêmes techniques de décroissance que celles utilisées en spécialisation et en supercom-
pilation. Certains< algorithmes> avouent ne pas toujours terminer [Tak91]. D’autres permettent à l’utilisateur
de spécifier abstraitement un critère d’arrêt [FOF88, HS91].

Objet des transformations.

Le gain de la simplification sémantique est du même type que celuide l’évaluation d’expression statique. On
économise des calculs dynamiques en les réalisant statiquement. De plus, à l’image du driving, cette simplifi-
cation crée de nouvelles expressions réductibles (redices) qui permettent de faire davantage d’optimisations.
La puissance de la simplification sémantique réside dans celle du système de preuve ou de calcul formel, et
dans l’axiomatisation des types de données abstraits et des propriétés des fonctions primitives.

L’automatisation de l’évaluation partielle généralisée est liée dans une certaine mesure aux résultats de
démonstration automatique. Par exemple, la décision du calcul propositionnel permet systématiquement de
simplifier ou non une classe de conditions booléennes.

1.6 Bilan comparatif.

Nous dressons à présent un bilancomparatif de ces approches,d’une part en terme de puissance des optimisations
(quelles transformations sont ou ne sont pas pas possibles), et d’autre part en suivant à nouveau la méthodologie
proposée à la sectionx1.1.5. Ce bilan motive les sujets abordés dans les chapitres suivants.



30 CHAPITRE 1. TOUR D’HORIZON DE L’ÉVALUATION PARTIELLE

1.6.1 Puissance comparée des évaluations partielles.

Nous examinons sur une même expression la puissance des évaluations partielles décrites dans les sections
précédentes, et plus précisément l’emploi qu’elles font des informations d’ordre sémantique disponibles.

Évaluation.

Notonseval [[exp]] � l’ évaluationde l’expressionexp dans l’environnement�. Cet environnement contient
les valeurs courantes des variables, connues ou inconnues (une valeur indéfinie est notée?). Considérons
l’expression conditionelle< if c then x else y > :eval [[if c then x else y]] � =

si eval [[c]] � = true alors eval [[x]] �
si eval [[c]] � = false alors eval [[y]] �
si eval [[c]] � = ? alors ?

L’évaluation pure (< totale> par opposition à< partielle>) n’est définie que sur les termes entierement connus.

Spécialisation.

Au lieu de rester bloqué sur les parties inconnues, laspécialisationspec[[exp]] � effectue les calculs sur les
expressions statiques et laisse le reste inchangé.spec[[if c then x else y]] � =

si spec[[c]] � = true alors spec[[x]] �
si spec[[c]] � = false alors spec[[y]] �
sinon if (spec[[c]] �) then (spec[[x]] �) else (spec[[y]] �)

Cependant, toutes les informations disponibles ne sont pasexploitées. Dans les deux branches duif résultant,spec[[x]] � et spec[[y]] �, on ne relève pas trace du fait que la conditionc est respectivement vraie ou fausse.

Supercompilation.

Dans le cas particulier où le test est fait sur une variable, lasupercompilationpar propagation des contraintes
de motif d’un selecteur de données, ou par driving d’une définition sous forme fonctionnelle clausale, diffuse
sous forme d’une substitution une information booléenne le long de ces branches (cf.x1.4.3).scomp[[if var then x else y]] � =

si �(var) = true alors scomp[[x]] �
si �(var) = false alors scomp[[y]] �
sinon if var then (scomp[[x:fvar 7! trueg]] �) else (scomp[[y:fvar 7! falseg]] �)



1.6 BILAN COMPARATIF 31

Plus généralement, elle propage des contraintes de constructeurs de types de données dans chaque branche d’uncase en substituant les occurrences de la variable par le motif associé. La supercompilation dispose également
d’un pliage plus puissant que celui de la spécialisation, et peut évaluer davantage d’expressions statiques grâce
au driving.

Évaluation partielle généralisée.

Alors que la supercompilation peut propager une information structurelle (syntaxique), et ce uniquement dans
le cas d’un test sur une variable, l’évaluation partielle généraliséeepg [[exp]] � propage pout tout test une
information d’ordre sémantique. Dans le cas d’une conditionnelle, le contexte� est enrichi dans chacune des
deux branches des informations respectivesc et:c.epg [[if c then x else y]] � =

si � ` c alors epg [[x]] �
si � ` :c alors epg [[y]] �
sinon if (epg [[c]] �) then (epg [[x]] (� ^ c)) else (epg [[y]] (� ^ :c))

La notation � ` c signifie que l’on peut prouverc à partir des informations�. Le cas< sinon> correspond à
un échec du système de preuve, qui n’a pu décider la vérité dec.

Notons que la supercompilation peut parfois modéliser des contraintes sémantiques. Par exemple, la
contrainten < 2 peut être représentée à l’aide constructeurs de données parn = S(S(S(m))) (représentation
unaire des entiers positifs), contraintes qu’elle exploite ensuite par recherche de motifs. Néanmoins, elle reste
impuissante devant d’une contrainte plus complexe commepremier(n).
1.6.2 Analyse comparative des évaluations partielles.

Malgré leurs différences, toutes ces méthodes tendent vers unmême procédé. Les extensions de la spécialisation
empiètent sur la supercompilation (cf.x1.3.5) et l’évaluation partielle généralisée (cf.x1.3.5). La supercompi-
lation développe les transformations de spécialisation et annonce l’évaluation partielle généralisée (cf.x1.4.3),
qui elle même ne peut exister sans les précédentes (cf.x1.5.3).

Le bilan qui suit regroupe les concepts et motive les sujets que nous abordons dans les chapitres suivants.

Langages et sémantiques. Peu de langages sont traités dans leur totalité lorsqu’ils ont des sémantiques
complexes. C’est vraisemblablement parce qu’ils sont simples, uniformes et non-typés que les langages SCHEME

et PROLOG sont les plus courtisés. Ils sont purement opérationnels dansle sens où ils ne comportent pas de
déclarations ; ils ne nécessitent pas non plus l’écriture d’un analyseur syntaxique (parser) spécifique ; ils peuvent
naturellement manipuler leurs propres programmes au même niveau que les données, ce qui facilite beaucoup
l’auto-application [Lau91b].

Bien que se dégagent des idées générales, les spécificités des langages de programmation sont souvent
trop marquées pour formuler des résultats universels. C’est pourquoi, à de rares exceptions près, les diverses
méthodes se résument à des illustrations circonstanciées sur des langages représentatifs.
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Pour être aussi général que possible, malgré ces spécificités, nousrestons dans une large mesure au niveau
de formalismes sémantiques. Nous employons pour cela lasémantique naturelle[Kah87] et lesschémas de
programme récursifs[Cou90a] (chap. 2). Nous donnons aussi des exemples concrets sur des petits langages.

Transformations. Les langages de programmation sont généralement bâtis autour de deux pôles : données
et structures de contrôle. L’évaluation d’expressions statiques, le driving et la simplification sémantique sont
des transformations spécifiques qui opèrent principalement sur les données ou les constructeurs de données. Au
contraire, le pliage et le dépliage sont des transformationsrelativement universelles qui jouent sur les structures
de contrôle.

Introduites initialement par Burstall et Darlington [BD77], pliage et dépliage ont fait l’objet d’études
systématiques dans le cadre des schémas de programme récursifs[Cou90a]. Parce que leur formulation est
algébrique et qu’ils dissocient clairement données et contrôle, les schémas de programme permettent d’établir
des résultats généraux. C’est en grande partie ce formalisme que nous adoptons dans notre approche (chap. 5).

Correction. Des conditions d’utilisation précises garantissent la correction des programmes transformés.
Seul le pliage semble souffrir de la plus sévère restriction ; il est limité à un emploi restreint des nouvelles
définitions.

Dans le cadre des schémas de programme récursifs, Courcelle [Cou79, Cou86, Cou90a] et Kott [Kot85]
donnent des conditions plus générales. Nous examinons comment étendre certains de ces résultats, pour un
plus large emploi en évaluation partielle (chap. 5).

Algorithme. L’analyse de temps de liaison (BTA) est propre à la spécialisation. Insuffisante en supercompi-
lation, elle pourrait toutefois accélérer le traitement du cas particulier des expressions statiques. En revanche,
l’algorithme de redémarrage généralisé, assez peu spécifique, convient à toutes les formes d’évaluation partielle.

Nous en donnons une formalisation abstraite plus générale (x6.1), qui permet en outre d’établir clairement
sa terminaison. Par ailleurs, elle permet également d’expliquer pourquoi les preuves de sa terminaison sont
parfois hâtives.

Terminaison. En l’absence d’un critère d’arrêt spécifique, la terminaison repose principalement sur une borne
du nombre d’appel d’une même fonction ou d’une même configuration sans qu’il y ait décroissance de taille
des arguments. Les paramètres de ces bornes sont, dans une certaine mesure, empiriques.

Afin de faire le point de ces critères, nous en étudions la nature et les qualités (x6.2). Par ailleurs, nous
proposons et justifions l’emploi d’un critère de terminaison particulier, voisin de celui employé par Turchin
dans la supercompilation. Algébrique, il s’intègre de manièrenaturelle dans le formalisme des schémas de
programmes.

Objet des transformations. Il n’y a pas de formulation explicite du gain des diverses transformations. En
toute rigueur, on ne garantit donc pas uneoptimisation. En pratique cependant, les cas de détérioration de
performance sont rares.
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Nous proposons un modèle formel de performance qui permet de comparer les programmes et ainsi de
justifier le gain d’une transformation (chap. 3). Grâce à ce modèle, nous pouvons formaliser une définition
abstraite de l’évaluation partielle(chap. 4).

Conseils et heuristiques. Dans la mesure où la qualité des résultats dépend souvent du style de programma-
tion, il est avantageux de connaître les mécanismes de base desévaluateurs partiels. Un examen a posteriori du
résultat n’est pas facile car le code généré est souvent peu lisible — ce n’est pas un reproche : on ne demande
pas à un compilateur de produire du binaire compréhensible.

Il faut néanmoins noter que beaucoup de recommandations sur le style de programmation pallient en fait
des carences reconnues et momentanées. Les systèmes d’évaluation partielle en question projettent d’effectuer
automatiquement les transformations que suggèrent informellement les recommandations.

Conclusion du chapitre.

Nous avons présenté une étude systématique et synthétique des courants majeurs de l’évaluation partielle :
spécialisation (x1.3), supercompilation (x1.4), et évaluation partielle généralisée (x1.5). Nous avons mis en
évidence leurs caractéristiques distinctives (transformations caractéristiques, types d’information sémantique
exploités), leurs points communs (transformations communes, problèmes de correction, de terminaison), et
l’écart entre les modèles et les implémentations existantes (correction, terminaison). Nous avons montré qu’à
travers leurs extensions elles tendaient toutes vers un mêmeprocédé (x1.6).

Nous avons indiqué certaines faiblesses (x1.6.2), qui motivent les développements des chapitres suivants :
modèle d’exécution (chap. 2), nature des optimisations (chap. 3 et 4), correction des transformations (chap. 5),
algorithme et terminaison (chap. 6).
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Chapitre 2

Sémantique et Exécution

La performance d’un programme n’est pas intrinsèque ; elle est liée au mode de calcul du résultat. C’est sur
une descriptionopératoiredu comportement d’un programme, unmodèle d’exécution, que l’on base, ensuite,
un modèle de performance.

Parce que l’évaluation partielle traite d’optimisations dehaut niveau, un modèle d’exécution est un com-
promis entre une implémentation concrète et une spécification abstraite. Pour approcher le détail des implé-
mentations réelles, tout en restant dans un cadre formel de haut niveau, nous fondons notre approche, naïve et
pragmatique, sur dessémantiques opérationnelles1. Nous prenons comme exemples lasémantique naturelle
et lesschémas de programme récursifs, qui permettent de graduer la fidélité d’un modèle d’exécution grâce à
leurs facettes déclarative et opérationnelle.

Un petit langage illustre des exemples de modèles d’exécution(compilation, spécifications en sémantique
naturelle et dans les schémas de programme). Il sera égalementle support d’exemples de mesure de performance
et d’optimisation dans les chapitres qui suivent.

Organisation du chapitre.x2.1 Nous définissons une notion abstraite demodèle d’exécutionqui explicite les opérations effectuées par
unemachine d’exécutionafin, au chapitre suivant, d’attribuer une performance à une exécution.x2.2 Ces définitions sont illustrées à l’aide d’une implémentation (une compilation).x2.3 Un modèle d’exécution n’est jamais qu’un< modèle> de la réalité. La complexité pratique des implé-
mentations impose des compromis sur lafidélité et ledegré d’abstractionde ce modèle.x2.4 En tenant compte de ces contraintes, nous définissons une classe de modèles d’exécution au moyen du
formalisme desémantique naturelle.x2.5 Une classe similaire de modèles d’exécution est définie à l’aide du formalisme desschémas de programme
récursifs.

Le chapitre suivant s’appuye sur la notion de modèle d’exécution pour formuler une notion demodèle de
performance(chap. 3).1Parsémantique opérationnelle, nous entendons ici une sémantique qui a unesignificationopératoire, par opposition notamment à une
sémantiquedéclarative. Il ne faut pas confondre cette notion avec lasémantique opérationnelle structurelle, traduction de< structural
operational semantics> [Plo81], plus couramment appelée en françaissémantique naturelle[Kah87], que nous rencontrerons à la
sectionx2.4.

35
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Conventions et notations. Les notations et définitions mathématiques usuelles, que nous ne rappelons pas
toujours dans le texte, sont données dans l’annexe N. Les notations en matière de programmation et de
sémantique sont inspirées de la définition formelle de STANDARD ML [MTH90] :� Des fontes de famille différente distinguent dans nos exemples les textes de programmes, comme< append([1,2*3],4::nil)>, les objets algébriques de syntaxe abstraite, comme< apply(::; 4; nil) >,

et les valeurs et objets sémantiques, comme< 1::6::4::nil >. Cela s’applique également aux identifica-
teurs :X, X, X. De même, les inconnues des schémas de programme apparaissentcomme< append >, et
les variables algébriques, éventuellement converties en minuscule, comme< x >.� Nous notons en minuscules italiques, par exemple< exp >, les éléments d’un ensemble (classe syntaxique
ou sémantique)< Exp >.� Nous n’explicitons pas lasyntaxe abstraitedes programmes. Elle reste néanmoins conceptuellement
derrière notre discours auquel, pour plus de lisibilité, nouspréférons donner l’apparence de lasyntaxe
concrète. Par exemple,< let dec in exp end > dénote le terme véritable< let(dec,exp) >.� Dans lesrègles grammaticaleset sémantiques, nous notons entre crochetsh: : :i les termes (simultané-
ment) optionnels, là où nous aurions dû écrire deux règles. Nous faisons de même pour les équations.
Dans tout autre contexte, ces mêmes crochets sont employés pour délimiter des suites d’objets, finies ou
infinies, ou bien des n-uplets.

Afin de ne pas encombrer inutilement le texte, les démonstrations des propositions élémentaires sont rejetées
en annexe,xD.2.

2.1 Formalisation de l’exécution.

La sémantiqued’un langage de programmationL est représentée par une fonctionL : P � D ! R (cf.x1.1.1, 1.1.3). La fonction mathématiquêL(p) : D ! R que dénote le texte d’un programmep 2 P est
un objet statique, indépendant de toute notion d’exécution. Les caractéristiques dynamiques (et notamment la
nature algorithmique) du programme sont seules liées à la machine (après compilation) ou à l’interprète qui
réalise effectivement les calculs.

Un modèle d’exécutionest l’observation d’un procédé d’exécutiondes programmes. De la même manière
que Berry et Curien [Ber81, BC82] opposent lesalgorithmesaux fonctionsqu’ils représentent, un modèle
d’exécution distingue les programmes non pas selon leurextension, c’est-à-dire leurcomportement opérationnel
(le résultat net de l’exécution), mais selon lamanièredont les résultats sont calculés. Il va à l’opposédu problème
d’abstraction totale[Plo81, Sto88] qui recherche précisément des modèles où dénotationset comportement
opérationnelcoïncident.

Cette section contient des définitions formelles qui ne serontillustrées qu’à la section suivante, sur un
exemple d’implémentation (cf.x2.2).

2.1.1 Sémantique.

Définition 2.1. ( Langage de programmation )
Un langage de programmationL est donné par sasémantique, une fonctionL : P � D ! R qui relie les
programmesp 2 P, les donnéesd 2 D et les résultatsr 2 R parL p d = r. Pour toutp 2 P, on note :� Dom(p) = Dom(L(p)) = fd 2 D j 9r2R L p d = rg est ledomaine de définitiondep.



2.1 FORMALISATION DE L’EXÉCUTION 37� Im(p) = L(p;Dom(p)) est l’imagedep.� p(d) est l’objetsyntaxiquereprésentant le programmep appliqué à la donnéed.

Un langageL est dedomaines finisssiDom(p) est fini pour toutp 2 P.

Au sens propre, cette définition suppose qu’un programme, qui définit généralement plusieurs sous-
programmes, a une notion de procédureprincipale, soit implicite à la manière deprogram en PASCAL ou
demain en C, soit explicite avec le nommagef d’une fonction particulière dep. Si p n’est pas ambigu, on
abrègep(d)enf(d). Lorsqu’un programmepprend plusieurs arguments, la donnéedest un n-uplet(d1 ; : : : ; dn).

La déclaration d’un ensemble (une bibliothèque) de fonctionsest modélisée par un n-upletp = (p1; : : : ; pn)
de sous-programmespi qui définissent chacun une fonction de nomfi. Une donnéed = (fi; di) appliquée à
un tel programme comporte deux parties, l’une permettant desélectionner unpi dep, l’autre étant la donnée
proprement dite ; le résultat est celui depi(di).
2.1.2 Modèle d’exécution.

Unmodèle d’exécutionpour un langageL reflète une sémantiqueopératoiredeLet donne un sens à l’algorithme
dénoté par un programme. Il n’est pas spécifique au langage mais au choix d’unemachine d’exécution.

Peuvent être considérées comme machines d’exécution : une machine concrète (microprocesseur, réseau
de processeurs, etc.) ou abstraite (machine de Turing, machine SECD, WAM, etc.), un interprète de code octet
ou un interprète de haut niveau, la composition d’une compilation avec une machine d’exécution (par exemplecc, suivi de l’exécution du binaire).

Un modèle caractérise une exécution par satrace, signature abstraite ducomportement dynamiquedu
programme (par opposition aucomportement opérationnel, qui est la simple observation du résultat). Dans le
cas d’une machine concrète ou abstraite, cette trace est par exemple la séquence des instructions ou opérations
élémentaires effectuées au cours de l’exécution.

Définition 2.2. ( Modèle d’exécution )
Un modèle d’exécutionM d’un langageL : P �D ! R est donné par :� un ensemble detraces d’exécutionT� uneobservation de l’exécutionM : P �D ! T tq Dom(M) = Dom(L)
Si p n’est pas ambigu et définit une fonctionL(p) de nomf , on note aussiM(f(d)) une tracet =M p d.

Bien que cette formalisation puisse s’appliquer à des langages non-détermistes (L p d = r est alors
l’ensemble des résultats dep(d), et M p d = t l’ensemble des trace d’exécution), nous ne considérons en
pratique que des langages séquentiels et déterministes.

2.1.3 Exécution compilée.

Si l’on dispose d’unetraductiondes programmes d’un langage sourceLs vers un langage cibleLc et d’un
modèle d’exécution deLc, on en déduit unmodèle d’exécution deLs compilé.
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Définition 2.3. ( Compilation )
Unecompilation(TP ; TD; TR) du langageLs : Ps �Ds !Rs dans le langageLc : Pc �Dc ! Rc est :� une applicationTP : Ps ! Pc� une applicationTD : Ds !Dc� une applicationTR : Rc !Rs
telles queLs = TR � Lc � (TP ; TD).
La compilation correspond au diagramme suivant (voir aussila sectionx1.1.2) :Ps � Ds Ls- RsPcTP ?� DcTD ? Lc- Rc6TR
Définition 2.4. ( Modèle d’exécution d’un langage compilé )
Soient(TP ; TD; TR) une compilation deLs dansLc, etMc : Pc � Dc ! Tc un modèle d’exécution deLc.
Le modèle d’exécution deLs compiléest la fonctionMs : Ps �Ds ! Tc définie parMs =Mc � (TP ; TD).

C’est bien un modèle d’exécution deLs carDom(Ms) = Dom(Ls) (cf. xD.2). Notons que les traces
d’exécution parMs sont à valeur dansTc et non dans un ensemble de tracesTs spécifique àLs.
2.2 Compilation.

Voici un exemple de modèle d’exécution dont la machine d’exécution est une machine physique (concrète).
C’est uneimplémentationde BOOL, petit< langage jouet>, volontairement réduit afin de fournir par la suite
des exemples simples d’évaluation partielleoptimale. Syntaxe et sémantique font en sorte que BOOL est un
sous-ensemble de STANDARD ML. Les sectionsx2.4 etx2.5 donnent deux autres modèles d’exécution de ce
même langage.

2.2.1 Syntaxe.

Un programme dans le langageBool : Dec� (Fun� BoolVal�)! BoolVal consiste en un ensembledec de
définitions fonctionnelles mutuellement récursives. Une donnée est composée (cf.x2.1.1) d’un nom de fonctionfun définie dansdec et d’un n-uplet de valeurs booléennesv1; : : : ; vn 2 BoolVal = ftrue; falseg. Un résultat
est également un booléen deBoolVal. BOOL est un langage de domaines finis (déf. 2.1).

Les expressions de BOOL sont constituées des booléens, de variables, de la conditionelle if et de l’appel
fonctionnel. Quelques exemples accompagnent la grammaire, figure 2.1. En accord avec les conventions
données en début de chapitre, lasyntaxe abstraiteest simplement sous-entendue.

Pour simplifier, nous supposons de plus que les programmes sont < bien formés>. Pour toute définition de
fonctions fun fun1(var1;1, : : : ,var1;n1) = exp1 and : : : and funk(vark;1, : : : ,vark;nk) = expk,� tous les identificateurs de fonctionfuni sont différents deux à deux,



2.2 COMPILATION 39bool ::= true truefalse falseexp ::= bool true; falsevar X; Y; Z : : :if exp1 then exp2 else exp3 if X then false else Yfun(hexp1, : : : ,expni) or(hop(),not(X))funbind ::= fun(hvar1, : : :,varni) = exp not(X) = if X then false else truefunbinds ::= funbind hand funbindsi id(X) = X and nor(X,Y) = not(or(X,Y))dec ::= fun funbinds fun not(X) = if X then false else true
Figure 2.1 : Syntaxe de BOOL� aucun identificateur de variablevar i;j ne porte le même nom qu’un identificateur de fonctionfuni,� les variables qui apparaissent dans les expressionsexpi sont parmivar i;1; : : : ; var i;ni ,� les identificateurs de fonctions qui apparaissent dansexp1; : : : ; expk sont parmifun1; : : : ; funk.

Lorsquedec n’est pas ambigu, nous abrégeonsBool(dec; (fun; (v1; : : : ; vn))) enBool(fun(v1; : : : ; vn)).
2.2.2 Compilation.

La figure 2.2 donne2 une compilation très simple de BOOL vers une machineMach comportant un indicateur
conditionnelZF et quatre registres : un accumulateurAX, un registre auxiliaireBP, un pointeur de pileSP et un
pointeur d’instructionsIP (ce pourrait presque être l’INTEL 8086 [DG82]).

La mémoire est divisée en une zone pour le code et une zone pour lapile. Cette pile est employée pour
stocker des données (les arguments des fonctions) ainsi que des adresses (les adresses de retour des fonctions
appelées). Elle croît vers les adresses inférieures. Une adresse tient sur deux emplacements mémoire, ceci afin
d’imiter le 8086 et de donner un parfum de< cas réel>.

Voici une description informelle desinstructionsde cettemachine d’exécution:� CALL addr : empile l’adresse courante et poursuit l’exécution à l’adresseaddr .� CMP AX,imm : positionne l’indicateurZF ssiAX est égal à la valeur immédiateimm.� HLT : arrête la machine.� JMP addr : poursuit l’exécution à l’adresseaddr .� JZ addr : poursuit l’exécution à l’adresseaddr ssi l’indicateurZF est positionné.� MOV AX,imm : range dans l’accumulateurAX la valeur immédiateimm.� MOV AX,(BP +depl) : range dansAX le contenu de l’adresseBP augmentée d’un déplacementdepl .� MOV BP,SP : range dansBP la valeur deSP.2Rappelons que les crochetsh: : :i délimitent des termessimultanémentoptionnels (cf. p. 36). Ainsi, la règle de compilation
pour comp[[fun(hvar1, : : : ,varni) = exp]] désigne-t-elle les deux règles suivantes.comp[[fun() = exp]] = fun : comp [[exp]] fg ; RETcomp[[fun(var1, : : : ,varn) = exp]] = fun : MOV BP,SP ; comp [[exp]] fvar1 7! 2n; : : : ; varn 7! 2g ; RET 2n



40 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTIONcodage [[true]] = 1codage [[false]] = 0comp[[bool ]] E = MOV AX,codage [[bool ]]comp[[var ]] E = MOV AX,(BP+E(var))comp[[if exp1 then exp2 else exp3]] E = Soientlab et lab 0 de nouvelles étiquettes,comp [[exp1]] ECMP AX,0JZ labcomp [[exp2]] EJMP lab 0lab :comp [[exp3]] Elab 0 :comp[[fun(hexp1, : : :,expni)]] E = hPUSH BPcomp [[exp1]] EPUSH AX: : :comp [[expn]] EPUSH AXiCALL funhPOP BPicomp[[fun(hvar1, : : : ,varni) = exp]] = fun :hMOV BP,SPicomp [[exp]] fhvar1 7! 2n; : : : ; varn 7! 2igRET h2nicomp[[funbind hand funbindsi]] = comp [[funbind]]hcomp [[funbinds]]icomp[[fun funbinds]] = comp [[funbinds]]
Figure 2.2 : Compilation de BOOL



2.2 COMPILATION 41� PUSH AX : empile la valeur deAX (SP est décrémenté de 2 etAX est rangé à l’adresse contenue dansSP).� PUSH BP : empile la valeur deBP.� POP BP : dépile le registreBP (BP recoit la valeur contenue à l’adresseSP etSP est incrémenté de 2).� RET : dépile l’adresse de retour.� RET depl : dépile l’adresse de retour et incrémenteSP d’un déplacementdepl .
La directive d’assemblage< lab : > repère une adresse dans le programme à l’aide d’une étiquette.On notehlt
une adresse mémoire particulière de la zone code contenant l’instructionHLT.

Pour effectuer l’appel fonctionnelfun(v1; : : : ; vn), on crée sur la pile un bloc d’activation (compilation
record [ASU86]) contenant la valeur courante deBP, les paramètres et l’adresse de retour ; puis l’on poursuit
l’exécution à l’adresse repérée par l’étiquettefun. Dans le corps de la fonction, la valeur de laième variable est
disponible à l’adresse(BP + 2(n� i+ 1)). Au retour, le bloc d’activation est oté de la pile etBP est restauré à sa
valeur initiale. Le résultat de l’appel fonctionnel est disponible dansAX. Une optimisation évite des sauvegardes
inutiles lorsque qu’une fonction n’a pas d’arguments.

La spécification de la figure 2.2 emploie un environnement, une fonctionE : Var! IN, afin de mémoriser
l’adresse relative (offset) dans la pile de l’argument associé à une variable. Cet environnement n’intervient (et
n’a de sens) qu’au moment de la compilation.

Soit par exemple la déclarationdecnand suivante :fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true
Elle est traduite parcomp en :nand : MOV BP,SPMOV AX,(BP + 4); CMP AX,0; JZ lab3MOV AX,(BP + 2); CMP AX,0; JZ lab1MOV AX,0; JMP lab2lab1 : MOV AX,1lab2 : JMP lab4lab3 : MOV AX,1lab4 : RET 4
2.2.3 Machine d’exécution.

La sémantique de cette machine est donnée par une fonctionLMach : Code � Mem ! Mem où Code
est l’ensemble des codes de programmes pourMach (une affectation d’instructions aux différentes adresses
mémoire de la zone code) etMem l’ensemble des états possibles des registres, des indicateurs et de la mémoire
réservée à la pile.

SoientTP : Dec ! Code etTD : Fun� BoolVal� ! Mem les fonctions qui àdec et (fun; (v1; : : : ; vn))
associent respectivementcode etmem vérifiant :� code est une affectation en mémoire decomp[[dec]],� mem est une mémoire telle que :



42 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTION� les valeursv1; : : : ; vn; hlt sont rangées par ordre décroissant à une adresseaddr de la zone données,� SP = addr � 2(n+ 1),� IP est positionné à l’adresse repérée par< fun : >.

Soit TR : Mem ! BoolVal la fonction qui à un étatmem de la mémoire et des registres dans lequelAX
vaut1 (resp.0) associe le booléentrue (resp.false). Alors (TP ; TD; TR) est unecompilation(déf. 2.3) deBool
dansLMach.

Dans le cas decomp[[decnand]], lorsqu’on lance l’exécution à l’adresse repérée par l’étiquettenand sur une
pile contenant successivement1; 0; hlt, la machine s’interrompt après l’exécution de onze instructions avec la
valeur1 dans le registreAX. Autrement dit,Bool(nand (true; false)) = true.

2.2.4 Modèle d’exécution.

SoientInstr� l’ensemble des séquences d’instructionsdeMach : Code�Mem! Instr�, etMMach la fonction
qui à (code;mem) 2 Code � Mem associe la séquence des instructions effectués lors de l’exécution decode(mem). MMach définit unmodèle d’exécutiondeLMach. On en déduit un modèle d’exécution de BOOL

compilé (déf. 2.4) par l’intermédiaire de la fonctionMComp : Dec� (Fun� BoolVal�)! Instr� définie parMComp =MMach � (TP ; TD).
La trace d’exécutionde nand (true; false) dansMComp, qui est aussi celle dansMMach decomp [[decnand]]

sur une pile qui contient les valeurs successives1 et0, est la séquence :hhMOV BP,SP; MOV AX,(BP + 4); CMP AX,0; JZ lab3; MOV AX,(BP+ 2); CMP AX,0; JZ lab1;MOV AX,1; JMP lab4; RET 4 ii
2.3 Modèles d’exécution pratiques.

Si l’on modélise l’exécution, c’est avec le but de formuler laperformancedes programmes (chap. 3). On veut
pour cela resterfidèleau comportement dynamique effectif. Néanmoins, pour des raisons de simplicité, un
modèle d’exécution peutabstrairecertaines informations de la trace.

2.3.1 Fidélité.

Machine concrète.

Le type de trace que nous avons donné à la sectionx2.2.4 n’est pas une vision parfaite de l’exécution. Bien que
le modèle soit complet, il ne caractérise pas totalement le comportement dynamique de la machine :� Le nombre de cycles nécessaires pour exécuter une instructionest une mesure de la performance d’une

machine physique. Celui-ci peut varier en fonction de la position de l’instruction en mémoire. C’est le
cas par exemple pour l’INTEL 8086, qui nécessite quelques cycles supplémentaires lorsquel’accès à un
mot se fait à partir d’une adresse impaire [DG82].



2.3 MODÈLES D’EXÉCUTION PRATIQUES 43� Dans la trace ne figure pas non plus les effets de cache, de synchronisation, de gestion mémoire (MMU),
de mémoire virtuelle, de file d’attente (pipe-line) des instructions du processeur: : : Au mieux, on ne
dispose que d’encadrementsdes temps d’exécution.� Lesinstructions élémentairesqui constituent la trace ne spécifient pasexplicitementtout le comportement
dynamique, et il faut parfois rejouer l’exécution pour connaître les opérations réellement effectuées. Cela
vient du fait que certaines opérations dépendent de la valeur des indicateurs, des registres ou de la
mémoire, valeur qui n’apparaît pas dans le texte seul de l’instruction. En voici des exemples :� Dans la trace d’exécution donnée à la sectionx2.2.4 le premier< JZ > n’a pas provoqué de

branchement carZF n’était pas positionné, alors que le second, au contraire, a effectivement
provoqué un saut à l’adresselab1.� L’instruction< REP CMPS > du 8086 compare deux zones mémoire sur une longueur spécifiée par le
registreCX ; elle s’interrompt lorsqueCX s’annule ou lorsque le parcours des deux zones permet de
déceler une différence. La quantité de cycles pour exécuter cette instruction est une fonction affine
du nombre d’itérations, nombre qui dépend de la valeur du registreCX et du contenu de la mémoire.

Machine abstraite.

Ce dernier point (le temps d’exécution d’une instruction dépend de la valeur des registres ou de la mémoire)
est un cas encore plus fréquent pour les machines abstraites.Prenons l’exemple de la WAM, machine abstraite
de Warren [War83, AK90] :� L’instruction< unify_variable Xn > a deux comportements dynamiques distincts suivant la valeur de

l’indicateurmode (selon que l’on est en train de lire ou d’écrire un terme). Maisleur temps d’exécution
respectif est constant.� L’instruction < get_value Xn,Ai > nécessite l’unification des deux termes pointés parXn et Ai ; elle
dépend de la valeur des registresXn etAi, et du contenu de la mémoire.

De manière générale, pour les instructions des machines concrètes ou abstraites,la performance dépend du
contexte. Que la trace soit la suite des instructions exécutées supposeen outre que la machine estséquentielle:
le comportement dynamique est une succession d’opérations élémentaires. Nous n’étudions pas le cas d’une
machineparallèle, contrète ou abstraite, qui nécessite une trace arborescente.

Compilation.

A cela s’ajoutent, dans le cas de langages de haut niveau, desproblèmes liés à l’environnement ou à la
compilation vers une machine, physique ou abstraite :� La traduction que réalise un compilateur est rarement< spécifiée> autrement que par son implémentation.

La complexité d’une tellespécificationest rédhibitoire si le modèle du langage compilé veut prendre en
compte tous les choix du compilateur, depuis le mode d’allocation des registres jusqu’à l’optimisation
du taux de remplissage de la file d’attente du processeur.� Certaines ressources ne sont pas totalement du ressort du compilateur mais plutôt dusystème d’exploi-
tation : mode d’allocation et de libération de l’espace mémoire, gestion des pages mémoire selon la
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localisation des données3, etc.� Pour que la spécification soit complète, il est indispensable d’inclure, le cas échéant, une formalisation
du glaneur de cellules (garbage collector).

Compromis.

Dans notre modélisation, nécessairement simplificatrice, nous supposons que le comportement dynamique des
opérations de la machine d’exécution dépend uniquement des instructions élémentaires et non de l’histoire de
l’exécution. Pour cela, nous annotons chaque instruction d’une machineconcrète ou abstraite par des informa-
tions contextuelles qui multiplient le jeu d’instructions. On forme ainsi destraces d’exécution élémentaires.� Si l’on veut prendre en compte l’influence de l’alignement, de l’affectation des instructions en mémoire,

on annote chaque instruction de la trace par une abstractionde sa position en mémoire. Pour le 8086 par
exemple, c’est simplement un bit représentatif de la parité.� Si l’on veut prendre en compte la file d’attente du processeur,il faut la faire apparaître dans la machine
d’exécution. On matérialise à l’aide de pseudo-instructionsles opérations atomiques de vidange de
queue (lors d’un branchement), d’attente de disponibilité(premier chargement dans la file d’attente) et
de chargement effectif (accès mémoire).� On fait apparaître au côté des instructions les valeurs des indicateurs, registres et mémoire qui influencent
leur comportement dynamique. Par exemple, les instructions qui dépendent de la valeur d’un indicateur
sont dédoublées pour refléter le contexte dans lequel elles sont effectuées : on distingue ainsi les traces
élémentaires< JZZF=0 addr > et < JZZF=1 addr >, ou bien< unify_variablemode=read Xn > et< unify_variablemode=write Xn >.

Pour la WAM, on a plus généralement des traces comme< get_value Xn(t),Ai(t0) > où t ett0 sont
les termes pointés respectivement parXn etAi. Plus précisément,t et t0 sont descodagesde ces termes,
car un terme peut être représenté de différentes manières suivant l’histoire de sa construction, du fait du
chaînage des références.

La trace d’exécution denand (true; false) selon un modèle qui modifieMMach (cf. x2.2.4) pour prendre en
compte l’état instantané des registres et de la mémoire devient ainsihh: : : ; JZZF=0 lab3; : : : ; JZZF=1 lab1; : : :ii.
En ce qui concerne les langages de haut niveau :� Si l’on n’a pas de modèle de gestion de mémoire, on ne peut prendre en compte lesvariations de

performance. Allocation et libération de mémoire ont alors uncoût qui ne dépend que de la taille des
zones manipulées.� Sans modèle du glanage de cellules, on ne peut que comptabiliser des ajustements grossiers au moment
de l’allocation et à la libération explicite de mémoire. Cettehypothèse simplificatrice donne une image
très imprécise de la performance de certains programmes.3Lorsque qu’un programme manipule des données de taille importante qui ne peuvent résider en totalité dans la mémoire physique

de l’ordinateur, le temps des accès disque peut devenir prépondérant : nous avons rencontré des programmeurs FORTRANqui obtenaient
des gainsmajeursdans les zones critiques de gros codes scientifiques en découpant en tranches leurs tableaux afin de les faire cadrer
dans les pages mémoire: : :
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2.3.2 Abstraction.

D’un autre côté, la trace d’exécution, telle qu’elle est donnéeà la sectionx2.2.4, contient aussi des informations
superflues car le comportement dynamique de beaucoup d’instructions paramétrées est indépendant de la valeur
effective des arguments.

Ainsi, au lieu d’enregistrer les traceshhJMP lab4; MOV AX,0; MOV AX,(BP+ 2)ii, on fera figurer des
paramètres anonymes :hhJMP addr ; MOV reg,imm; MOV reg,(reg + depl)ii. Une telle trace estabstraite
dans le sens où elle ne fait figurer que les informations caractéristiques ducomportement à l’exécution.

Par exemple, la trace d’exécution denand (true; false) selon un modèleM 0Mach : Code�Mem! Instr0�,
qui n’abstrait que les déplacements et les addresses dans lesinstructions deMMach (cf. x2.2.4), est :hhMOV BP,SP; MOV AX,(BP+ depl); CMP AX,0; JZZF=0 addr ; MOV AX,(BP + depl); CMP AX,0;JZZF=1 addr ; MOV AX,1; JMP addr ; RET 4 ii
2.3.3 Une sémantique opérationnelle comme modèle d’exécution.

Totalementspécifier une implémentation est une tâche en soi. On peut en jugerpar la somme de détails
(indispensables) mentionnés à la sectionx2.2 pour spécifier l’implémentation de BOOL, langage ridiculement
simple. Et nous n’avons donné que les points essentiels.

Bien que l’implémentation visée soit en un certain sens le meilleur support pour l’exécution (c’est< par
définition> le plus fidèle), on peut lui préférer des modèles moins fidèles, mais qui permettent une spécification
plus abstraite.

C’est pourquoi nous examinons dans la suite comment considérer des sémantiques opérationnelles comme
des machines d’exécution. Les principaux intérêts d’une tellemodélisation sont les suivants.� Une spécification sémantique permet une analyse de plus haut niveau sans trop s’éloigner pour cela des

implémentations réelles.� Il n’est pas indispensable de spécifierexplicitementl’implémentation que l’on désire modéliser (que
les programmes soient ou non compilés dans un autre langage puis interprétés). Les règles sémantiques
sont alors simplement accompagnées d’une justification informelle qui< esquisse> l’implémentation
viséeen s’appuyant sur l’exécutionde laspécification sémantique. Cette justification comporte aussi en
pratique une formulation des coûts associés à chaque comportement dynamique (cf.x3.2.5, liens avec
une implémentation informelle).� Des propriétés générales peuvent être étudiées au niveau desformalismes sémantiques, et non spécifi-
quement, pour chaque implémentation.

Nous prenons comme exemples dans les sections suivantes la sémantique naturelle et les schémas de programme
récursifs.

D’autres auteurs ont eu une approche similaire. Le schéma général de complexité proposé par Gurr [Gur91]
est également fondé sur des formalismes sémantiques : la sémantique dénotationnelle et une formulation
catégorique de la sémantique et de l’exécution proposée par Moggi [Mog89b, Mog90]. Sands emploie une
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spécification opérationnelle en sémantique naturelle pour étudier la performance dans un langage fonctionnel
paresseux [San90, San91, San93].

Hannan et Miller ont des préoccupations voisines [HM90, Han91] ; ils étudient comment transformer
des spécifications opérationnelles de sémantique naturelle en divers types de machines abstraites. Beaucoup
d’autres modélisations de l’exécution sont en fait indirectes : elles étudient la complexité dans un langage
particulier en employant, implicitement ou non, une sémantique opérationelle.

2.4 Sémantique naturelle.

La sémantique naturelle[Kah87] (baptisée à l’originesémantique opérationnelle structurelle[Plo81]) est un
bon support de modèles d’exécution parce qu’elle est à la fois simple et souple ; elle formalise aussi bien les
détails de bas niveau d’une implémentation que des spécifications plus déclaratives.

Une spécification en sémantique naturelle est un ensemble de règles divisées en deux parties : au numérateur
se trouvent leshypothèses, ensemble dejugements(ou séquents) et deformules logiques(qui déterminent les
conditions d’application de la règle) ; le dénominateur est laconclusion, formée d’un unique jugement. Des
variables permettent d’instancier les règles et de les composer (le jugement d’un dénominateur est identifié
avec un jugement d’un numérateur) pour construire desarbres de preuve. Le plus souvent, unjugementde
sémantique naturelle est de la forme< A ` sujet ) B >, où A etB peuvent être des listes d’objets ; il doit
être compris comme< dans le contexteA, le termesujet se traduit parB >.

Nos notations sont également inspirées de la définition formellede STANDARD ML [MTH90, MT91] :� Si E et E 0 sont des fonctions deX ! Y , on noteE + E 0 la fonction de domaineDom(E + E 0) =Dom(E) [ Dom(E 0) telle que(E + E 0)(x) = si x 2 Dom(E 0) alors E 0(x) sinon E(x) pour toutx2X. Cette opération est employée pour combiner des environnements.� Si E1;E 01 etE2;E 02 sont des fonctions deX1 ! Y1 etX2 ! Y2, et siE = (E1;E2), on note :� E + E 01 = (E1 + E 01;E2) et E + E 02 = (E1;E2 + E 02)� E(x1) = E1(x1) et E(x2) = E2(x2) pour x1 2 X1; x2 2 X2
Cette convention simplifie la manipulation groupée d’environnements de différente nature.

Nous prenons BOOL comme support de la présentation.

2.4.1 Valeurs.

L’ensemble desobjets sémantiquesemployés dans la sémantique naturelle de BOOL est donné à la figure 2.3,
accompagné de quelques exemples.

Bien que< Exp > soit une classe (un ensemble)syntaxique, il apparaît aussi dans les objetssémantiques
pour le codage des définitions de fonctions.

Nous ne précisons pas de caractéristiques dynamiques pour lesenvironnements ; nous les considérons
comme des fonctions qui associent des booléens aux noms de variable. L’environnementFE , qui associe un< code abstrait> aux noms des fonctions BOOL, n’intervient pas matériellement dans l’évaluation ; il jouele
rôle d’une compilation. En vertu des notations ci-dessus, un environnementE = (FE ;VE ) permet d’accéder
à la définition d’une fonction parE(fun) = FE(fun) et à la valeur d’une variable parE(var) = VE(var).



2.4 SÉMANTIQUE NATURELLE 47var 2 Var X ; Y ; Z : : :fun 2 Fun or; nand : : :v 2 BoolVal true; falseVE 2 VarEnv = Var! BoolVal fX 7! true;Y 7! falsegFE 2 FunEnv = Fun! Var� � Exp fnot 7! (X ; if X then false else true)gE 2 FunEnv� VarEnv (fidentity 7! (Z; not(not(Z)))g; fX 7! trueg)
Figure 2.3 : Objets sémantiques de BOOL

2.4.2 Sémantique.

La figure 2.4 spécifie en termes de jugements sémantiques comment évaluerfun(v1; : : : ; vn) dans le contexte
d’une déclarationdec. La première partie de cette preuve, celle du jugement< dec ) FE > (fig. 2.5), n’est
pas strictement indispensable à l’évaluation ; elle facilite simplement l’accès aux définitions de fonctions en
les rangeant dans un environnement. C’est la seconde partie, la preuve du jugement< E ` exp ) v > (fig.
2.6), qui réalise l’évaluation proprement dite4.

Cette définition a bien un sens car, puisque tout jugement ne peut avoir qu’une seule preuve, il n’y a au plus
qu’un résultatv . En effet, les sujets des règles sont mutuellement exclusifs, excepté pour la constructionif
dont le déterminisme est garanti grâce à des hypothèses contradictoires, et les axiomes ne comportent pas de
variables libres car les environnements (E , FE , VE ) et les sujets (dec, exp, fun, var) sont toujours instanciés.
Notons qu’il n’y a pas d’erreur de typage possible dans BOOL. La seule raison qu’a un programme de ne pas
être défini sur l’une de ses données est la non-terminaison. Il faut pour cela un appel fonctionnel récursif, car il
n’y a pas d’autre construction itérative.

La fonction< fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true > définie
précédemment (cf.x2.2.2) vérifie bienBool(nand (true; false)) = true au moyen des règles de sémantique
naturelle.

2.4.3 Machine d’exécution.

Une spécification en sémantique naturelleS peut être considérée comme unemachine d’exécution abstraite:
chaque règle sémantique� 2 S correspond à une opération élémentaire de cette machine, et exécuter un
programme (l’arbre de syntaxe abstraite) consiste à construire la preuve (l’arbre de preuve) du jugement
correspondant. Cela nécessite une spécificationdéterministe[Att89] (aussi appeléenon-ambiguë[AC90]) :
tout jugement a au plusunepreuve, c’est-à-direuneexécution.

Il existe d’ailleurs des implémentations concrètes de la sémantique naturelle, au moyen de PROLOG ou de
grammaires attribuées. Les spécifications sont décrites dans leformalisme TYPOL, puis traduites et exécutées
[Des83, Des84, Des88]. Dans l’implémentation en PROLOG, chaque règle est traduite et interprétée comme une
clause logique ; l’exécution est la preuve par réfutation de PROLOG, qui progresse essentiellement de la racine
vers les feuilles, et de gauche à droite (pour les prémisses).L’implémentation en termes d’attributs sémantiques4Il semble y avoir redondance entre la définition de la figure 2.4 et la règle�calln de la figure 2.6 : il eut été simple de spécifier
la sémantique de BOOL par< Bool(dec; exp) = v ssi dec ) FE et FE ;? ` exp ) v >. Cependant on perd dans ce cas la
distinction entre programme et donnée, qui est fondamentale pour la mesure de performance(chap. 3).



48 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTIONBool(dec; (fun; (v1; : : : ; vn))) = v
ssidec ) FE et FE(fun) = (var1; : : : ; varn; exp) et FE ; fvar1 7! v1; : : : ; varn 7! vng ` exp ) v

Figure 2.4 : Sémantique naturelle de BOOLfun(var1, : : : ,varn) = exp ) ffun 7! (var1; : : : ; varn; exp)gfunbind ) FE hfunbinds ) FE 0ifunbind hand funbindsi ) FE h+FE 0ifunbinds ) FEfun funbinds ) FE
Figure 2.5 : Sémantique naturelle des déclarations de BOOLE ` true) true (�true)E ` false) false (�false)E ` var ) E(var) (�var)E ` exp1 ) true E ` exp2 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v (�if true)E ` exp1 ) false E ` exp3 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v (�if false)E ` exp1 ) v1 : : : E ` expn ) vnE(fun) = (var1; : : : ; varn; exp) E + fvar1 7! v1; : : : ; varn 7! vng ` exp ) vE ` fun(exp1, : : :,expn)) v (�calln)

Figure 2.6 : Sémantique naturelle des expressions de BOOL
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[Att89, AC90] fait une traduction fonctionnelle de certaines classes de programme TYPOL déterministes. Ces
implémentations font partie du système CENTAUR [BCD+88, JR92].

Si la spécification en sémantique naturelle est seul support de la sémantique et de l’exécution (cf.x2.3.3),
cela suppose que les règles sémantiques sont de nature opérationnelle et en particulier qu’à chaque étape
de la construction d’une preuve, une seule règle est applicable à l’arbre de preuve courant : c’est la condi-
tion depseudo-déterminisme[Att89]. Lorsqu’il y a ambiguïté, comme c’est parfois le cas des constructions
conditionnelles, il faut fournir une formulation opérationnelle équivalente.

Ainsi les règles de la figure 2.6 décrivent-elles une machine d’exécution pour BOOL. Afin qu’elles< suivent>
de manière plus apparente l’implémentation de BOOL dans la machineMach (cf.x2.2), nous donnons une formu-
lation opératoire équivalente pour désambiguïser le choix des règles non-pseudo-deterministesf�if true; �if falseg
lors d’une construction de l’arbre de preuve depuis la racine vers les feuilles ; c’est l’objet des nouvelles règles
de la figure 2.7. E ` exp1 ) v E ; v ` exp2; exp3 ) v 0E ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v 0 (�if )E ` exp2 ) vE ; true ` exp2; exp3 ) v (�case true)E ` exp3 ) vE ; false ` exp2; exp3 ) v (�case false)

Figure 2.7 : Règles opératoires deif
2.4.4 Modèle d’exécution.

Nous prenons commetrace d’exécutiond’un jugement uneobservationde son arbre de preuve. À la différence
de la trace d’exécution pour un machine physique ou abstraite, qui est une liste linéaire d’instructions (cf.x2.2.4), la trace d’exécution est ici un objet arborescent ; cela reflète à la fois l’indépendance de l’ordre des
prémisses dans la preuve d’un jugement, et le fait que la sémantique naturelle permet aussi de modéliser des
exécutions parallèles.

De la même manière que certaines instructions de machines concrètes ou abstraites dépendent du contexte
d’exécution (indicateurs, registres, mémoire, cf.x2.3.1), le comportement dynamique que l’on associe à une
règle peut dépendre de la valeur des variables qui y figurent.

Aussi le codage général des traces d’exécution est du type de celui employé pour coder les arbres de
preuve dans les formalismes logiques comme LF [HHP91] : à chaque règle sémantique� 2 S est associée
une constante (aussi notée�) de type fonctionnel dont les arguments sont d’une part les valeurs des variablesx1; : : : ; xn� qui apparaissent dans la règle et d’autre part les preuves�1; : : : ; �n0� des prémisses ; l’objet preuve
est un terme construit à l’aide de ces opérateurs5.5Une autre formulation des constructeurs d’arbres de preuve incorpore à ces opérateurs la valeur des variables qui figurent sur les
régles. Cela revient à considérer la famille d’opérateurs(�v1;:::;vn� )�2S;v12V �1 ;:::;vn�2V �n� constituée des applications partielles des

opérateurs� sur les valeursvi 2 V �i , où l’ensembleV �i est le domaine de variation de la variablexi de� ; les nouvelles constantes�v1;:::vn� sont des opérateurs qui ont pour arité le nombre de prémisses de�. C’est la formulation adoptée pour les termes représentant



50 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTION

En pratique, les variables qui représentent des sous-termesdu sujet(voir [Kah87, Att89]) d’un jugement
ne sont pas comptabilisées car elles sont toujours instanciées par un arbre de syntaxe abstraite qui représente
un sous-terme du programme.

Considérons ainsiMS:Nat, modèle d’exécution de BOOL en sémantique naturelle, avec les régles pseudo-
déterministes pourif. Une trace d’exécution dansMS:Nat est un terme de l’algèbre libre construite sur la
signatureF constituée des opérateurs suivants :� �true; �false : env! proof� �var : env� var� bool! proof� �if : env� (proof � bool)2 ! proof� �case true; �case false : env� (proof � bool)! proof� �calln : env� (proof � bool)n � fun� varn � (proof � bool)! proof pour n 2 IN
Dans le cas de BOOL, nous ne modélisons que l’évaluation proprement dite des expressions, c’est-à-dire la
preuve du jugement< E ` exp ) v >. Celle de< dec ) FE > fait office de compilation et n’a pas d’influence
sur le comportement dynamique ; elle n’apparaît pas dans la trace.

Par exemple, l’exécution du programmenand (true; false) doit construire la preuve du jugement< E `if X then (if Y then false else true) else true ) true > avecE = fX 7! true;Y 7! falseg.
Sa trace parMS:Nat est :MS:Nat(nand (true; false)) =�if(E ; �var(E ;X ; true); true; �case true(E ;�if(E ; �var(E ;Y ; false); false; �case false(E ; �true(E); true); true); true); true)

En vertu du principe d’abstraction (cf.x2.3.2), on peut ne faire figurer dans une trace que les éléments qui
ont une influence sur le comportement dynamique6. Soit par exempleM 0S:Nat un modèle d’exécution abstrait
de BOOL en sémantique naturelle, qui élimine la dépendance dans les variables et dans l’environnement. Une
trace d’exécution dansM 0S:Nat est alors un terme de l’algèbre libre construite sur la signatureF 0 suivante :� F 0 = f�true : 0; �false : 0; �var : 0; �if : 2; �case true : 1; �case false : 1; �calln : n+ 1 j n 2 INg
La trace d’exécution denand (true; false) devient :M 0S:Nat(nand (true; false)) = �if(�var; �case true(�if(�var; �case false(�true))))
Ainsi, le comportement dynamique associé à la règle�var est indépendant de l’environnementE et de la variablevar , c’est-à-dire que l’on considère que l’accès à la valeur d’une variable a un coût constant. Lorsque le compor-
tement n’est pas uniforme, il faut spécifier les caractéristiques dynamiques des opérations sur l’environnement :
stockage< E + fvar 7! vg > et accès< E(var) >.

La spécification de BOOL au moyen des règles non-pseudo-déterministes pourif conduit à des modèles
d’exécution similaires à ceux qui emploient les règles pseudo-déterministes. Ainsi, l’observationM00S:Nat déduite
des règlesf�if true; �if falseg emploie une signatureF 00 définie par :� F 00 = f�true : 0; �false : 0; �var : 0; �if true : 2; �if false : 2; �calln : n+ 1 j n 2 INg
les preuves dans [Hue88].6Cela revient à identifier certains opérateurs de la famille(�v1;:::vn� )v12V �1 ;:::;vn�2V �n� lorsque le comportement dynamique associé

à une règle� est indépendant de la valeur de certainsvi.
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Dans le cas denand, on a par exemple :M 00S:Nat(nand (true; false)) = �if true(�var; �if false(�var; �true))
Après la spécification de modèles d’exécution au moyen de la sémantique naturelle, nous examinons à

présent comment faire de même à l’aide des schémas de programme récursifs.

2.5 Schémas de programme.

Le formalisme desschémas de programmeest un outil d’étude des langages de programmation [Cou90a].Il
permet de spécifier la sémantique d’un langage, d’établir des relations entre classes de programmes, d’étudier
les propriétés de terminaison et de valider des transformations. Son champ d’application dépasse en fait le
domaine de la programmation pure et s’étend à la plupart des constructions qui font apparaître des définitions
récursives, comme par exemple les grammaires.

Les schémas de programme récursifs bénéficient de la généralité de l’approche algébrique. Bien que
tombés en désuétude, ils restent un bon support général des problèmes d’évaluation partielle du fait de la
variété de leur sémantique opérationnelle, et parce qu’ils explicitent dans une certaine mesure les mécanismes
d’appels de procédure et permettent ainsi de traiter de manière générique les transformations de programme.
Les transformations majeures de l’évaluation partielle sont d’ailleurs dérivées des transformations fold/unfold
proposées initialement par Burstall et Darlington sur des schémas récursifs [BD76, BD77].

2.5.1 Aperçu.

Syntaxe. Un schéma de programmeest un terme, le plus souvent infini, décrit par unsystème d’équations
récursives. Par exemple, fac(n) = ifz(n; 1;mul(n; fac(sub1(n))))
Cette équation représente le terme infini suivant.ifz(n; 1;mul(n;ifz(sub1(n); 1;mul(sub1(n);ifz(sub1(sub1(n)); 1;mul(sub1(sub1(n)); : : :))))))
Notons que le symbolefac n’apparaît plus. Son occurrence dans l’équation récursive a pour seul but de décrire
la construction du terme infini obtenu pardépliagessuccessifs de l’équationfac.
Interprétation. Pour donner un sens à ce schéma, il faut dire comment interpréter les symboles qui y figurent.
Si l’on prend comme domaine les nombres entiers et que l’on donne comme signification aux symbolesifz, 1,sub1 etmul respectivement le test d’égalité à zéro (notéifz), l’entier1, la soustraction par1 et la multiplication,
le schémafac représente bien alors la fonction factorielle ordinaire7.7Il faut noter la séparation entreschémaet interprétation: le même schémafac représente une fonctionreverse de retournement
des listes si l’on prend comme domaine les listes et comme interprétation dessymbolesifz, 1, sub1 etmul respectivement le test d’égalité
à la liste vide, la liste vide, la concaténation des listes privées de leur élémentde tête et l’extraction de la tête de liste. Réciproquement,
plusieurs schémas différents peuvent représenter une même fonction.
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Sémantique. Il y a principalement deux moyens de spécifier lasémantiqued’un schéma de programme, l’une,
opérationnelle, à l’aide d’un système de réécriture, l’autre, plus déclarative, à l’aide d’unplus petit point fixe.
L’évaluation du schéma de programmefac(3) suivant une sémantique opérationnelle consiste en la dérivation
suivante (les expressions à réduire sont soulignées) :fac(3) ! ifz(3; 1;mul(3; fac(sub1(3))))! mul(3; fac(sub1(3)))! mul(3; fac(2))�! mul(3;mul(2; fac(1)))�! mul(3;mul(2;mul(1; fac(1))))�! mul(3;mul(2;mul(1; 1)))�! 6:
La sémantique en terme de plus petit point fixe fait apparaître les itérations suivantes, où la notation? désigne
une valeur indéfinie :f 0fac(3) = ?f 1fac(3) = ifz(3; 1; 3:?) = ?f 2fac(3) = ifz(3; 1; 3:ifz(3�1; 1; (3�1):?)) = ?f 3fac(3) = ifz(3; 1; 3:ifz(3�1; 1; (3�1):ifz(3�1�1; 1; (3�1�1):?))) = ?f 4fac(3) = ifz(3; 1; 3:ifz(3�1; 1; (3�1):ifz(3�1�1; 1; (3�1�1):ifz(3�1�1�1; 1; (3�1�1�1):?)))) = 6fmfac(3) = : : : = 6 (pour m > 5)
Moins pratique d’emploi pour simplement déterminer la valeur d’un terme, la sémantique du plus petit point
fixe est principalement un outil pour étudier les propriétés des programmes, et en particulier l’équivalence et la
correction des transformations.

2.5.2 Définition et sémantiques des schémas de programme.

Les définitions et propositions qui suivent sont en majeure partie tirés d’une synthèse desschémas de programme
récursifsde Bruno Courcelle [Cou90a], qui fournit également les références bibliographiques essentielles. Elles
sont illustrées à la sectionx2.5.3 sur le langage BOOL. Le lecteur peu familier avec ces définitions aura intérêt
à s’y référer. L’annexe N donne les notations et définitions algébriques usuelles, que nous ne rappelons pas ici.

Schéma de programme. SoientS un ensemble de sortes,F uneS-signature,X uneS-signature de variables
(d’arité nulle), et� uneS-signature d’inconnues, disjointe deF .� Soit � = f'1; : : : ; 'Ng � � un ensemble d’inconnues (les'i sont distincts deux à deux). Un

système d’équationssur F avec l’ensemble d’inconnues� est un ensemble fini d’équations� =f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g tel que pour touti 2 [N ], Xi = fxi;1; : : : ; xi;nig soit inclus
dansX, et tel que les termesti et'i(xi;1; : : : ; xi;ni) soient dansM(F [�;Xi)�('i). Il existe une et une
seule équation par inconnue. On noteUnk(�) = �.� Un système d’équations estrégulierssi tous les'i 2 � sont d’arité nulle. Autrement dit,� = f'i = ti ji 2 [N ]g avecti 2M(F [ �)�('i). Dans le cas contraire, le système est ditalgébrique.



2.5 SCHÉMAS DE PROGRAMME 53� Un système d’équations� est aussi appeléschéma de programme récursif8 ; on note� l’ensemble des
inconnues etSch(F ) l’ensemble des schémas de programme récursifs surF et�.

Nous omettons parfois l’indication des sortes afin d’alléger les notations.

Interprétation.� UneF -interprétationest uneF -algèbre continueD = h(Ds)s2S; (6s)s2S; (?s)s2S; (fD)f2F i.� Le domaineD = (Ds)s2S peut être considéré comme la signaturefd : s j s 2 S; d 2 Dsg, que l’on
note égalementD.� On peut étendre uneF -interprétationD en une(F [D)-interprétation, aussi notéeD, par :� 8d2D dD = d� Pour toutXn = (x1; : : : ; xn) 2 Xs1 �� � ��Xsn et tout(d1; : : : ; dn) 2 Ds1�� � ��Dsn , on peut étendre
uneF -interprétationD en une(F [Xn)-interprétation, notéeD[d1; : : : ; dn] et constituée de :� 8f 2F fD [d1;:::;dn] = fD� 8i2 [n] (xi)D [d1;:::;dn ] = di� Pour toutt 2 M(F;X)s etXn = (x1; : : : ; xn) 2 Xn tel queVar(t) � Xn, on notetXn;D la fonction deD�(x1) � � � � �D�(xn) ! Ds définie partXn;D(d1; : : : ; dn) = (t[x1=d1; : : : ; xn=dn])D = tD [d1;:::;dn].

Solution d’un schéma de programme.� UneF -spécification(�;D) est un couple constitué d’unF -schéma� et d’uneF -interprétationD.� Pour touti 2 [N ], on noteDi = D�(xi;1)�� � ��D�(xi;ni ),�i = Di ! D�('i), et e� = �1�� � ���N . Un

n-uplet(g1; : : : ; gN) 2 e� est unesolution de� dansD ssigi(d1; : : : ; dni) = (ti)D [d1;:::;dni ][g1;:::;gN ] pour
touti2 [N ] et tout(d1; : : : ; dni)2 2 Di, oùD[d1; : : : ; dni][g1; : : : ; gN ] est la(F [Xi[�)-interprétation
constituée de :� 8f 2F fD [d1;:::;dni ][g1;:::;gN ] = fD� 8j 2 [ni] (xi;j)D [d1;:::;dni ][g1;:::;gN ] = dj� 8k2 [N ] ('k)D [d1;:::;dni ][g1;:::;gN ] = gk
C’est aussi équivalent àgi = (ti)Xi;D [g1;:::;gN ].� La sémantiquesemD(�), notée�D, du système d’équations� dans uneF -interprétationD est laplus
petite solution('1D; : : : ; 'ND) de� dansD.

Sémantique du plus petit point fixe.� Pour touti 2 [N ], �i est l’ensemble partiellement ordonné complet des fonctions continues deDi !D�('i), et e� = �1 � � � � ��N l’ensemble partiellement ordonné complet produit.� SoitG : e�! e� la fonction continue définie parG(g1 ; : : : ; gN) = (ĝ1; : : : ĝN) telle quêgi(d1; : : : ; dni) =(ti)D [d1;:::;dni ][g1;:::;gN ] pour touti2 [N ] et tout(d1; : : : ; dni)2 2 Di.8C’est la dénomination employée par exemple par Berry et Lévy [BL79], Kott [Kot85], etc. En revanche, Courcelle [Cou90a] appelle
schéma de programme applicatif récursifun coupleS = (�; t) où� est un système d’équations ett 2M(F [�; X). Le termet joue
le rôle d’uneprocédure principalede variablesVar(t), par opposition auxfonctions auxiliairesreprésentées par�. Il revient au même
d’ajouter une équation'0(x1; : : : ; xn0) = t à�, où'0 =2 � est une nouvelle inconnue etVar(t) = fx1; : : : ; xn0g.

Dans [Cou86,x7], Courcelle définit plus formellement les notions desous-systèmeset d’inconnues auxiliaires. On peut ainsi
représenter lavisibilité (scope) des procéduresd’un langage de programmation directement au niveau des schémas de programme.
En pratique, cela revient à restreindre les fonctions dénotées par� à un sous-ensemble def'1D ; : : : ; 'NDg. Nous ne faisons pas
explicitement ce raffinement ici afin de simplifier la présentation. Cette notion sera néanmoins développée au chapitre 6 (cf.x5.5.1).



54 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTION� Proposition : Un n-uplet(g1; : : : ; gN) de e� est solution de� dansD ssi il est solution dey = G(y)
danse�.� Proposition :�D = lfp(G) = G"! et �D = (�M1
 (F;X))D .

Sémantique opérationnelle.� On note aussi� le système de réécriturefh'i(xi;1; : : : ; xi;ni)! tii j i 2 [N ]g.� On note
 le système de réécriturefh'i(xi;1; : : : ; xi;ni)! 
sii j i 2 [N ]g.� SoitU(D) l’ensemble des paires(t; t0) deM
(F;X [D)�M
(F;X [D) telles que :� t = f(t1; : : : ; tn) avecf 2 Fn,� pour touti 2 [n], t0; ti 2 X [D,� le termet estX-linéaire (aucune variable deX n’apparaît plusieurs fois danst),� Var(t0) � Var(t), c.-à-d. sit0 = x 2 X, alorsx apparaît danst.
SoitR(D) � U(D) l’ensemble des règles de réécritureht! t0i deU(D) validées parD, c’est-à-dire
telles quetD = t0D .� Pour tout ensemble de régles de réécritureR � M
(F;X [ D) � M
(F;X [ D) et pour toutt 2M
(F [ �;D), on noteDer�;R(t) = fd 2 D j t!��;
;R dg.� Proposition :Der�;R(D)(t) est un ensemble dirigé pour toutt2M
(F [ �;D) ; il admet donc une borne
supérieuresup(Der�;R(D)(t)), notéet�;D . On a aussiDer�;R(D)(t) = ft0D j t0 2M
(F;D); t!��;
 t0g.� Pour toutt 2 M(F [ �;X)s et X 0 = (x1; : : : ; xn) 2 X� tel queVar(t) � X 0, on notetX0;�;D la
fonction deD�(x1) � � � � �D�(xn) ! Ds définie partX0;�;D(d1; : : : ; dn) = (t[x1=d1; : : : ; xn=dn])�;D.� Proposition : la plus petite solution de� dansD est�D = ('i(x1; : : : ; xni)Xi;�;D)i2[N ].� Pour tout t 2 M(F [ �;X), on noteL(�; t) = ft0 2 M
(F;X) j t !��;
 t0g. L’ensembleL(�; t)
est dirigé dans l’algèbre ordonnéeM
(F [X). On poseT (�; t) = sup(L(�; t)) = t�;M1
 (F;X) dans laF -algébre libre continueM1
 (F;X). Proposition :T (�; t)D = t�;D .

Cette présentation de la sémantique opérationnelle est donnée par Courcelle dans [Cou90a]. On y trouve
également une formulation plus simple dans le cas particulier d’une interprétation discrète.

Règles sémantiques.

Les règles deR(D) ne suffisent cependant pas pour modéliser certains aspects de l’exécution (cf.x2.5.8,
2.5.9). Elles entraînent aussi parfois des choix moins naturels pour la syntaxe algébrique, version aplatie de la
syntaxe abstraite, ou pour l’interprétation, qui comporte davantage de domaines fonctionnels.

Raoult et Vuillemin emploient desrègles de simplification[RV80] plus générales que celles deR(D), mais
également insuffisantes car en fait notre objectif est différent ; nous ne cherchons pas àexprimerla sémantique
des schémas ou àimplémenterun ensemble de régles de réductions, mais àmodéliserune implémentation déja èxistante à l’aide R(D) V (D)
ensemble de toutes les équations surM
(F;X [D) qui sontvalidées9 par l’interprétationD.9Raoult et Vuillemin notent [RV80] que leurs conditions explicites rejettent l’emploi de règles< parallèles> telles quehif(x; y; y)!yi ouhsub(x; x)! 0i, qui compromettent la confluence des dérivations et qui n’admettent pas d’implémentation efficace [Vui74]. En
fait, la condition de validité dans l’interprétation, dont ils font également usage, exclut naturellement et automatiquement ce type de
règles :if(
; y; y)D = ? 6= y et sub(
;
)D = ? 6= 0.
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Définition 2.5. ( Règles de simplification étendues )
SoitD uneF -interprétation. On définit :� V (D) est l’ensemble des règlesht! t0i deM
(F;X [D)�M
(F;X [D) tq tD = t0D .� V y(D) est l’ensemble des règlesht! t0i deM
(F;X [D)�M
(F;X [D) tq tD = t0D et t =2 D.

Notons queR(D) � V y(D) � V (D).
Proposition 2.1. ( Propriété des règles de simplification étendues )
Soient� un F -schéma,D uneF -interprétation, etR un ensemble de règles tel queR(D) � R � V (D).
Alors 8t2M
(F [�;D) Der�;R(t) = Der�;R(D)(t).
Démonstration. L’inclusion R(D) � R fait queDer�;R(D)(t) � Der�;R(t). La réciproque s’appuye sur
les points suivants :

(1) On a!��;
;R =!��;
 !�R grâce à la proposition 5.3 car� est linéaire à gauche (cf.x5.4),R � V (D) est
linéaire à droite doncR�1 � V (D)�1 est linéaire à gauche, etCrit(�[ 
; V (D)�1) = Crit(V (D)�1;� [ 
) = ?.

(2) Pour toutt 2M
(F;D), si t!�R d 2 D, alors tD = d par récurrence sur la longueur de la dérivation.

(3) Pour toutt 2 M
(F;D), si tD = d 2 D alors, par récurrence sur la structure det, il existe une
dérivationt!�R(D) d.

Pour toute dérivationt !��;
;R d 2 D, il existe t0 2 M
(F;D) tel que t !��;
 t0 !�R d par (1) ett0D = d par (2). Donc il existe une dérivationt0 !R(D) d par (3), et t !��;
 t0 !�R(D) d , c’est-à-diret 2 Der�;R(D)(t). �
Parmi les définitions et propriétés ci-dessus, celles qui découlent deR(D) s’appliquent également àR �V (D) car seule intervient la borne supérieure deDer�;R(t) = Der�;R(D)(t). Cette proposition nous permet

donc d’utiliser toutes les règles deV (D), plus générales. Réciproquement, ce qui concerneV (D) dans la suite
s’applique en particulier àR(D) et aux règles de simplification.

2.5.3 Spécification.

La sémantiquesemD (cf. x2.5.2, solution d’un schéma) associe une fonction à chaque inconnue d’un schéma
de programme. Suivant qu’un programmep 2 P définit une fonctionuniqueou unebibliothèque de fonctions,
un nom d’inconnue' 2 � est incorporé soit aux schémas� 2 Sch(F ), soit aux donnéesd 2 D (cf. x2.1.1).

La spécification d’un langage de programmationL : P � D ! R en termes de schémas récursifs suit le
modèle de la compilation (cf.x2.1.3). Il faut donner :� une syntaxe algébrique à l’aide d’une signatureF ,� uneF -interprétationD,� une traduction(TP ; TD) deP � D dansSch(F )���D,� une traductionTR deD dansR,� éventuellement, une stratégie de réduction%.
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Le dernier point est lié à l’aspect opérationnel : la sémantique des schémas de programme donnée à la section
précédente correspond par exemple au principe de l’appel par nomdes fonctions'(exp1; : : : ; expn). Si la
sémantique du langage emploie un autre mode d’évaluation telle que l’appel par valeur, il faut également le
préciser. C’est l’objet d’unestratégie de réduction(cf. x2.5.4).

Sémantiques et traductions sont reliées ainsi :P � D L - RSch(F )TP ?� � �DTD ? semD- D6TR
LorsqueD est une interprétation discrète, il est fréquent queD etR coïncident à l’élément?près, qui modélise
la non-terminaison : les(p; d) 2 P�D tels queTR(semD TP(p) TD(d)) = ? n’appartiennent pas àDom(L).
Il n’est alors pas nécessaire de donner la traductionTR. C’est le cas dans l’exemple suivant pour BOOL.

Syntaxe algébrique. Unesyntaxe algébriquede BOOL est définie par :� S = fboolg� X = fxvar : bool j var 2 Varg� F = ftrue : bool ; false : bool ; if : bool� bool� bool! boolg� � � � = f'fun : bool� ! bool j fun 2 Fung
Par ailleurs, nous notons par exemplenand une inconnue'nand, et en minuscules italiquesx; y : : : des variables
commexX; xY : : :

La différence majeure entre lasyntaxe abstraitequi était sous-entendue dans la description syntaxique
de BOOL (cf. x2.2.1) et lasyntaxe algébriquedonnée ci-dessus se situe au niveau des appels fonction-
nels. Pour représenter< fun(exp1, : : : ,expn) >, on a dans le premier cas un opérateur explicite d’appel< call(fun; exp1; : : : ; expn) >. Dans le second, on emploie une inconnue< 'fun(t1; : : : ; tn) >. Cette différence
sera étudiée plus en détail à la sectionx2.5.7.

Interprétation. On définit uneF -interprétationD = hD;6;?; (fD)f2F i par :� D = BoolVal? = BoolVal [ f?g = ftrue; false;?g� Pour tousv ; v 02BoolVal?; v 6 v 0 ssi (v = v 0 ou v = ?)� trueD = true� falseD = false� ifD(v1; v2; v3) = 8>>><>>>: v2 si v1 = truev3 si v1 = false? si v1 = ?
C’est une interprétation discrète.

Traduction dans les schémas. La figure 2.8 donne une traduction des programmesT : Dec ! Sch(F ). La
condition syntaxique sur les fonctions définies par< fun(var1, : : : ,varn) = exp > (cf. x2.2.1) garantit que
la conditionVar(T (exp)) � fxvar1 ; : : : ; xvarng sur les schémas (cf.x2.5.2) est bien vérifiée. La traduction des
données est définie par la fonction :



2.5 SCHÉMAS DE PROGRAMME 57� T 0 : Fun� BoolVal� ! �� BoolVal�? telle que T 0(fun; (v1; : : : ; vn)) = ('fun; (v1; : : : ; vn))
La traductionT 00 : BoolVal? ! BoolVal vers les résultats est l’identité restreinte àBoolVal ; l’élément?
dénote une exécution qui ne se termine pas.T (true) = trueT (false) = falseT (var) = xvarT (if exp1 then exp2 else exp3) = if(T (exp1); T (exp2); T (exp3))T (fun(exp1, : : : ,expn)) = 'fun(T (exp1); : : : ; T (expn))T (fun(var1, : : :,varn) = exp) = 'fun(xvar1 ; : : : ; xvarn) = T (exp)T (funbind hand funbindsi) = fT (funbind)g h[ T (funbinds)iT (fun funbinds) = T (funbinds)

Figure 2.8 : Traduction des programmes BOOL dans les schémas récursifs

Sémantique. Par exemple, la fonctionnand définie par< fun nand(X,Y) = if X then (if Y thenfalse else true) else true > (cf. x2.2.2) est traduite en :nand(x; y) = if(x; if(y; false; true); true)
Sa sémantique du plus petit point fixe, simple car le corps denand ne comporte pas d’appels fonctionnels, est :� Pour tousx; y2BoolVal? nandD(x; y) = 8>>><>>>: true si x = false ou (x = true et y = false)false si x = true et y = true? sinon

Elle vérifie biennandD(true; false) = true, résultat que l’on peut aussi obtenir par la dérivation suivante :nand(true; false)! if(true; if(false; false; true); true)! if(false; false; true)! true! true:
2.5.4 Stratégies et réductions.

La sémantique opérationnelle définie ci-dessus est un processusde calcul à la foisnon-déterministeet limite :
on détermine la valeur d’un termet comme la borne supérieure des dérivationst !��;
;R t0. Ce n’est pas à
proprement parler uneexécution.

Stratégie de réduction.

Le comportement opératoire d’un schéma de programme récursif est donné par unestratégie de réduction
(computation rule) qui indique comment (dans quel ordre et àquelles occurrences des termes) effectuer
en pratique ces dérivations. C’est unalgorithmequi, étant donné un termet 2 M(F [ �;D), produit unt0 2 M(F [ �;D) tel quet !�;
;R t0, ou bien signale qu’un telt0 n’existe pas, lorsquet ne comporte pas
d’expression réductible(redex).
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Définition 2.6. ( Stratégie de réduction )
Reprenons les notations la sectionx2.5.2 (sémantique opérationnelle). SoitR un ensemble de règles telles queR(D) � R � V y(D). Unestratégie de réduction (en un pas)est une application calculable% :M(F[�;D)!M(F [�;D) [ fyg qui vérifie :� t!�;
;R %(t) ou (t 6!�;
;R et %(t) = y) pour toutt2M(F [ �;D)
L’absence d’expression réductibleest symbolisée par le symbole< y >. Une stratégie de réductionen plusieurs
pasvérifie : pour toutt2M(F [ �;D) t!+�;
;R %(t) ou (t 6!�;
;R et %(t) = y). On définit ensuite :� ~% :M(F [ �;D)!M(F [ �;D) tq ~%(t) = 8<: t si %(t) = y%(t) sinon

pour toutt2M(F [ �;D)� ! :M(F [�;X [D)!M
(F;X [D) est la fonction qui substitue dans un termet toutes les occur-
rences d’inconnues' 2 �par
 :8d2D 8'2� 8f 2Fn 8x2X 8t1; : : : ; tn 2M(F[�;X[D);� !(x) = x� !(d) = d� !('(t1; : : : ; tn)) = 
� !(f(t1; : : : ; tn)) = f(!(t1); : : : ; !(tn))
Notons quet!�
 !(t).� hD : M
(F;D)! D est l’interprétation dansD des termes formés sur les signaturesF etD : 8d2D8f 2Fn 8t1; : : : ; tn 2M
(F;D);� hD(d) = d� hD(
) = ?D� hD(f(t1; : : : ; tn)) = fD(hD(t1); : : : ;hD(tn))
C’est le prolongement àM
(F;D)de l’application deM
(F )! D qui àt associetD . Notons également
quet!�R hD(t) carR(D) � R.� t�;D ;% = supn2IN(hD(!(~%n(t)))).

Le termet�;D ;% est la valeur det calculée par% dans l’interprétationD. Comme pour la sémantique opération-
nelle, sit 2 M(F [ �;X [D) avecVar(t) � fx1; : : : ; xng = Xn, alorstXn ;�;D ;% désigne la fonction qui à(d1; : : : ; dn) 2 Dn associe(t[x1=d1; : : : ; xn=dn])�;D ;%.
Il faut s’assurer que le termet�;D ;% défini ci-dessus a bien un sens :

Démonstration. On démontre par récurrence sur la longueur de la dérivationt!��;R ~%(t) quehD(!(t)) 6hD(!(~%(t))). Il y a trois cas, suivant que l’on fait un pas de dérivation par�, par
 ou parR. Pour toutt; t0 2M(F [ �;D),� Si t!� t0 alors !(t) 6 !(t0) dansM
(F;X [D); donc hD(!(t)) 6 hD(!(t0)) par monotonie.� Si t!
 t0 alors !(t) = !(t0); donc hD(!(t)) = hD(!(t0)).� Si t!u;r t0 avec r 2 R; alors t=u!�;r t0=u donc !(t=u)!�;r !(t0=u) carCrit(
; R) = ?; donc!(t=u)D = !(t0=u)D car r 2 R; donc !(t)D = !(t0)D car t[u  �] = t0[u  �]; c.-à-d.hD(!(t)) = hD(!(t0)).
Par conséquent,(hD(!(~%n(t))))n2IN est une chaîne croissante dans l’algèbre continueD ; elle admet donc une
borne supérieuret�;D ;%. �
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Cette définition étend celle que donne Courcelle [Cou90a,x3.5] pour les interprétations discrètes. Elle
diffère de celles de Berry et Lévy [BL79], ou celle de Kott [Kot80], qui se focalisent sur la réécriture aux
occurrences de fonctions récursives, c’est-à-dire sur la relation!�.

L’extension aux interprétations continues est nécessaire enpratique car les interprétations discrètes ne
permettent pas de représenter toutes les constructions d’unlangage de programmation. Par exemple, elle
n’autorisent pas la manipulation en tant que valeurs, de produits cartésiens, de fonctions, et de suites infines.
En particulier, elles ne peuvent se plier aux constructionsdes sectionsx2.5.8 etx2.5.9, qui nécessitent l’emploi
d’objets fonctionnels.

Les stratégies de réduction, telles qu’elles sont formaliséesà la définition 2.6, vérifient la proposition
suivante.

Proposition 2.2. ( Propriété des stratégies de réduction )
Soient� un F -schéma d’inconnues�, D uneF -interprétation et% une stratégie de réduction. Pour toutt 2M(F [ �;D) on a :� %(t) = y ssi t 2 D ssi t�;D ;% = t� t�;D ;% 6 t�;D
Démonstration.� Si %(t) = y alors t 6!�;R donc OccF (t) = ? car R(D) � R et Occ�(t) = ?: Par conséquentt 2 D: Réciproquement sit 2 D alors t 6!R car R � V y(D) et t 6!� donc %(t) = y.

Si t 2 D alors pour toutn2 IN hD(!(~%n(t))) = hD(!(t)) = hD(t) = t donc t�;D ;% = t:
Réciproquement sit�;D ;% = t alors t 2 D par définition.� Pour toutt2M(F [�;D) pour toutn2 IN t!��;R ~%n(t)!�
 !(~%n(t))!�R hD(!(~%n(t))) 2 D donct�;R;% 2 Der�;R(t): Or t�;R = sup(Der�;R(t)) donc t�;D ;% 6 t�;D . �

Dérivations finies.

Dans le cas d’une interprétation discrète, la suite croissante (hD(!(~%n(t))))n2IN ne peut prendre au plus que
deux valeurs distinctes,? oud 2 D n f?g. Par conséquent,� soit elle atteint und 2 D n f?g en un nombre fini d’étapes : c’est nécessairement le résultat final,� soit elle reste stationnaire à? :� ou bien les inconnues' ne disparaissent jamais de(~%n(t))n2IN : l’exécution ne se termine pas,� ou bien elles disparaissent de(~%n(t))n2IN à partir d’un certain rang : le résultat final est?.

Ce dernier cas ne se produit pas si? n’est employé dans les fonctions deD que pour dénoter une valeur
indéfinie et non les cas d’erreur (division par zéro, etc.).

La situation est très différente dans une interprétation continue car il peut être nécessaire de< passer à la limite>
pour obtenir la valeurt�;D ;%. Néanmoins, les élémentsfinis maximauxdeD sont calculés par une dérivation
finie [Cou90a,x4.2].

Une stratégie de réduction ne définit donc pas nécessairement un procédé de calculeffectif dans le cas
d’une algèbre continue : lavaleur effectivement calculéepar une stratégie de réduction est une valeur calculée
par dérivation finie.
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Définition 2.7. ( Valeur effectivement calculée par une stratégie de réduction )
Reprenons les notations de la définition 2.6. Pour toutt2M(F [ �;D),� l’exécution det par la stratégie% se termine ssi il existen2 IN %(~%n(t)) = y.
La valeur det effectivementcalculée par la stratégie% est alorst% = ~%n(t) = t�;D ;% 2 D (prop. 2.2). Dans le
cas contraire, on dit que l’exécution ne se termine paset l’on poset% = ?.

Notons que pour toutt 2M(F [�;D), on at% 6 t�;D ;% 6 t�;D.

Exemples.

Voici deux exemples de stratégies de réduction sur BOOL. La stratégie%1, donnée figure 2.9, est basée sur
l’ appel par nom. La stratégie de réduction%2, donnée figure 2.10, emploie l’appel par valeur. Elle ne diffère
de%1 que sur l’appel fonctionnel'(exp1; : : : ; expn).%1(true) = %1(false) = y%1(true) = true%1(false) = false%1(if(t1; t2; t3)) = 8>>><>>>: t2 si t1 = truet3 si t1 = falseif(%1(t1); t2; t3) sinon%1('(t1; : : : ; tn)) = t[x1=t1; : : : ; xn=tn] pour h'(x1; : : : ; xn) = ti 2 �

Figure 2.9 : Appel par nom dans BOOL%2(true) = %2(false) = y%2(true) = true%2(false) = false%2(if(t1; t2; t3)) = 8>>><>>>: t2 si t1 = truet3 si t1 = falseif(%2(t1); t2; t3) sinon%2('(t1; : : : ; tn)) = 8>>>>><>>>>>: '(%2(t1); : : : ; tn) si %2(t1) 6= y; sinon: : :'(t1; : : : ; %2(tn)) si %2(tn) 6= y; sinont[x1=t1; : : : ; xn=tn] pour h'(x1; : : : ; xn) = ti 2 �
Figure 2.10 : Appel par valeur dans BOOL
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Ces deux stratégies coïncident sur la dérivation denand(true; false), qui est celle que nous avons déjà donné
ci-dessus (cf.x2.5.3, sémantique). Pour voir leur différence, considérons leprogramme BOOL suivant :fun phi(X,Y) = if X then true else phi(true,phi(false,Y))
Il est traduit parT en le schéma de programme� suivant :'(x; y) = if(x; true; '(true; '(false; y)))
L’expressionphi (false; true) est dérivée ainsi par%1 (les expressions réduites par%1 sont soulignées) :'(false; true) ! if(false; true; '(true; '(false; true)))! '(true; '(false; true))! if(true; true; '(true; '(false; '(false; true))))! if(true; true; '(true; '(false; '(false; true))))! true! true:
Plus généralement,'�;D = '�;D ;%1 est la fonction constante de valeurtrue. En revanche, la dérivation selon
la stratégie de réduction%2 ne se termine pas (et donc'(false; true)%2 = ?) :'(false; true) ! if(false; true; '(true; '(false; true))! '(true; '(false; true))! '(true; '(false; true))�! '(true; '(true; '(true; : : : '(false; true) : : :)))
On a même en fait'(false; true)�;D ;%2 = ?. Cette différence est liée à la notion decorrectiond’une stratégie
de réduction.

Correction des stratégies de réduction.

Nous avons vu que pour toutt 2 M(F [ �), la relationt�;D ;% 6 t�;D est toujours vérifiée (prop. 2.2). En
revanche, la relation réciproque ne l’est pas nécessairement.

Définition 2.8. ( Correction des stratégies de réduction )
Une stratégie de réduction% estcorrectessi t�;D ;% = t�;D pour toutt2M(F [ �).

Par exemple, pour tout� 2 Sch(F ) et t 2 M(F [ �), les deux stratégies de réduction%1 et %2 données
précédemment vérifientt�;D ;%2 6 t�;D ;%1 = t�;D . La stratégie%1 est correcte,%2 ne l’est pas.

Il existe diverses stratégies correctes dans l’interprétation libre [Vui74, DS76, BL79, HL91], et notamment :� l’ appel par nom(call by name) qui réduit l’expression réductible la plus à gauche et la plus à l’extérieure,� l’ appel par nom parallèlequi réduit en parallèle les expressions réductibles les plus à l’extérieur,� la substitution totale(full substitution) qui récrit simultanément toutes les occurrences des inconnues.
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En revanche, l’appel par valeur(call by value) n’est pas toujours correct.

Les exemples duou parallèle[HL91] et de lamultiplication parallèle[BL79] montrent que la situation est
plus complexe si l’on veut construire de manière systématiquedes stratégies séquentielles (qui en particulier ne
nécessitent pas l’évaluation de termes en parallèle) effectives correctes dans une interprétationD quelconque.
Notre formulation ne prétend pas apporter une solution à ce problème.

De manière générale, les stratégies de réduction correctes vont de l’extérieur des termes vers l’intérieur.
Ce style de réduction a le défaut de dupliquer des termes et d’engendrer ainsi des calculs redondants. Berry
et Lévy [BL79] étudient des notions de réductions optimales dans l’interprétation libre en utilisant une forme
de partage. Elles s’étendent à diverses classes d’interprétations moyennant des conditions de séquentialité,
de stabilité, ou de projection [BL79]. Un autre type d’interprétation permet l’implémentation effective de la
stratégie de l’appel par nécessité [HL91].

Notre but n’est toutefois pas d’implémentereffectivement ou efficacement les schémas de programme
récursifs, mais de les utiliser pourmodéliserune implémentation existante : c’est le langage qui fixe la
sémantique(appel par nom, par valeur: : : ), et c’est l’implémentationviséequi fixe lecomportement dynamique
à l’exécution (avec partage ou non: : : ).
2.5.5 Machine d’exécution.

Comme nous l’avons fait pour la sémantique naturelle (cf.x2.4.3), une spécification en termes de schéma de
programme munie d’une stratégie de réduction peut être considérée comme une machine d’exécution abstraite.
Chaque règle de réécriture de� [ R(D) [ 
 correspond à une opération élémentaire de cette machine, et
exécuter un programme (l’arbre de syntaxe algébrique) consiste à le dériver selon la stratégie de réduction
donnée, jusqu’à obtenir un terme de l’interprétationD (déf. 2.7) ; une exécution se termine ssi la dérivation
associée est finie.

Si la spécification au moyen des schémas est le seul support de la sémantique et de l’exécution (cf.x2.3.3),
sa pertinence suppose que chacune des règles de réécriture< reflète> un comportement dynamique dans
l’implémentation visée. Cela repose sur leschoix de traduction(TP ; TD; TR) et d’interprétationD, et sur la
notion defonction séquentielle[Vui74] pour la construction d’une stratégie de réduction.

Parce que cette hypothèse est à la fois très spécifique au langage traité, et relativement subjective lorsque
l’implémentation n’est pas spécifiée, nous nous contentons de l’illustrer sur BOOL. Parmi les règles deR(D),
nous considérons en particulier les celles de la figure 2.11. Onnoter' une règleh'(x1; : : : ; xn) ! ti d’un
schéma�. true ! true (rtrue)false ! false (rfalse)if(true; x; y) ! x (riftrue)if(false; x; y) ! y (riffalse)

Figure 2.11 : Règles de réécriture pour la sémantique de BOOL

Une règle commehif(true; x; y)! xi suppose que la condition duif a été évaluée en premier (ici àtrue)
et que l’on va ensuite évaluer la partiethen (le terme qui instanciex). CependantR(D) contient aussi des règles
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commehif(true; x; false)! xi, qui n’ont aucun sens pour BOOL. Cette règle signifie opérationnellement que
la partieelse duif (le troisième argument) doit systématiquement être évaluée, alors même que la condition
est vraie. De même, une règle commehif(true; false; y)! falsei repousse conceptuellement le test effectif de
la condition après l’évaluation de la partiethen. Enfin, il importe peu queR(D) soit un ensemble infini car
nous ne nous préoccupons pas d’implementer explicitement lasémantique à l’aide de systèmes de réécriture
mais de modéliser une exécution réelle.

2.5.6 Modèle d’exécution.

Comme la trace en sémantique naturelle est une vue de l’arbre de preuve (cf.x2.4.4), la trace d’exécution dans
les schémas de programme est unevuede ladérivationdans une sémantique opérationnelle avec une stratégie
de réduction. Nous donnons aussi un autre type de trace au chapitre suivant (cf.x3.2.6, interprétation).

Trace d’exécution.

Dans le cas général, latrace d’exécutionest ladérivationelle-même, c’est-à-dire la suite des règles, occurrences
et valeurs des variables (les substitutions) qui caractérisent chacune des réductions de la dérivation (cf.xN.17).

Pour une trace plus abstraite (cf.x2.3.2), on omet l’occurrence et la valeur des variables lorsqu’elles
n’influencent pas le comportement dynamique modélisé par la règle. Le nom même des fonctions' appelées
n’a pas d’importance non plus. Si la nature des paramètres et leur nombre d’occurrences dans le corps de la
fonction n’influent pas sur le comportement dynamique du passage d’arguments, la donnée de l’arité suffit à
caractériser l’appel fonctionnel.

Les modèlesMSch�ema(%1) et MSch�ema(%2) qui correspondent aux stratégies%1 et %2 précédentes ne mo-
délisent pas convenablement l’implémentation de BOOL donnée à la sectionx2.2. Non seulement la straté-
gie %1 duplique des calculs, mais elle définit aussi une sémantique différente ;%1 est correcte à la diffé-
rence de l’implémentation (et de la spécification en sémantique naturelle,x2.4.2) qui emploie l’appel par
valeur :(false; true) n’appartient pas au domaine de définition deBool(phi) (cf. x2.5.4, exemples), alors que'(false; true)%1 = true. D’autre part, la substitution%('(t1; : : : ; tn)) = t[x1=t1; : : : ; xn=tn], commune à%1
et%2, fait disparaître toute information sur les variables. Par exemple, la dérivation suivante'(true; true)! if(true; true; '(true; '(false; true)))! true! true:
a pour tracehhr'; riftrue; rtrueii ; elle ne modélise pas l’accès dynamique à un environnement pour connaître
la valeur dex, image de la variableX dans les schémas de programme, au moment où la condition duif est
évaluée.

Trace d’exécution des variables.

Pour ne pas perdre cette information, une solution est d’introduire dans la signatureF un nouvel opérateur< var :bool! bool >. La traduction d’une variable du programme en sa syntaxe algébrique (fig. 2.8) est modifiée de
la manière suivante. T (var) = var(var)
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Autrement dit, on remplaceh'(x1; : : : ; xn) = ti par h'(x1; : : : ; xn) = t[x1=var(x1); : : : ; xn=var(xn)]i. La
sémantique de l’opérateurvar dansD est la fonction identité ; son seul rôle est de marquer explicitement
l’accès à une variable à l’aide d’une règle de réécriturervar = hvar(x)! xi. On définit ensuite une stratégie
de réduction%02 qui diffère de%2 uniquement par l’ajout de la règle suivante :%02(var(t)) = t
La dérivation dephi (true; true) devient :'(true; true) ! if(var(true); true; '(true; '(false; true)))! if(true; true; '(true; '(false; true)))! true! true:
Elle a pour tracehhr'; rvar; riftrue; rtrueii.
2.5.7 Schéma algébrique contre schéma régulier.

Il est difficile de représenter fidèlement les opérations liées à l’environnementparce qu’il est implicite. Il
fait abstraitement partie du formalisme des schémas de programme, et n’est pas associé à un comportement
dynamique. Cela offre à la fois des avantages et des inconvénients :� Du point de vue simplement sémantique, cet environnement implicite fige la notion devisibilité (scope)

des variables. Il correspond à la sémantique de laliaison statique(static binding) et ne permet pas de
représenter laliaision dynamique(dynamic binding). Il ne permet pas non plus de décrire naturellement
une construction de type< let >.� Comme le montre l’exemple de l’accès explicite aux variables, l’emploi de cet environnement implicite
compromet la fidélité du modèle d’exécution.� Il n’y a pas de mécanisme pour manipuler une inconnue seule comme une valeur, un objet fonctionnel,
par exemple pour le passer en paramètre, ni pour l’appliquer ensuite à des arguments.� La formulation en termes de schémas algébriques permet l’étudegénérique de la correction des transfor-
mations de pliage/dépliage. Cependant, ces études s’appuyent principalement sur la sémantiquesemD ,
qui reflète l’appel par nom, peu courant dans les langages de programmation ordinaires.� D’autre part, la transformation de dépliage peut dupliquer des termes et ainsi modifier le comportement
dynamique du programme résultant (cf.x1.3.4, objet des transformations). Ces copies, indépendantes de
la nature de l’implémentation, sont indésirables.

C’est pourquoi nous préconisons l’emploi de schémasréguliers (les inconnues' sont d’arité nulle) plutôt
qu’algébriques(cf. x2.5.2, schéma de programme), qui explicitent une notion d’environnement.� Un mécanisme explicite de composition des environnements détermine le type de visibilité des variables.

Tout type de liaison est modélisable, ainsi que des constructions comme< let >.� Les mécanismes d’appel fonctionnel et de sauvegarde dans l’environnement sont explicites. Ils permettent
d’associer un comportement dynamique au stockage et l’accèsà la valeur d’une variable.



2.5 SCHÉMAS DE PROGRAMME 65� Les schémas réguliers n’ont pas de représentation spécialisée pour les fonctions. Une inconnue représente
en quelque sorte unpointeurvers une valeur fonctionnelle, pointeur que l’on est libre de suivre ou non
lors d’une exécution. Cette valeur fonctionnelle peut-être manipulée au même titre que les autres types
de valeurs, puis appliquée à des paramètres. L’ajout d’opérateurs d’abstraction et d’application modélise
explicitement les manipulations defermetures(closures) des langages fonctionnels.� Les schémas réguliers sont des cas particuliers de schémas algébriques. À ce titre, ils héritent des mêmes
résultats, et notamment de ceux qui concernent la correctiondes transformations de pliage/dépliage. Ils
ont même parfois des propriétés plus fortes parce qu’il n’y a pasd’expression emboîtée construite sur
les inconnues, qui sont d’arité nulle. Puisque le mécanisme de passage de paramètres est explicite, ils
peuventdirectementmodéliser des langages de programmation stricts, sans faireintervenir de stratégie
de reduction. Ainsi, l’étude générique de la correction des transformations de programmes n’est pas
limitée aux langages paresseux.� À la différence des schémas algébriques, la transformation de dépliage ne crée pas de copie des arguments.
Elle ne modifie donc pas le comportement dynamique des programmes.

Pour sa part, Courcelle [Cou86,x2.7] remarque que la théorie des schémas réguliers est plus simple et plus
générale que celle des schémas algébriques, bien que transposerun résultat d’un formalisme à l’autre ne soit
pas toujours immédiat. Nous indiquons dans les deux sectionssuivantes un moyen systématique de traduire
une spécification qui emploie un schéma algébrique en une spécification à l’aide d’une schéma régulier.

2.5.8 Conversion d’un schéma algébrique en schéma régulier avecenvironnement implicite.

Courcelle donne dans [Cou86,x9] un procédé formel pour traduire un schéma de programme récursif algébrique
en un schéma régulier, à l’aide d’opérateurs de composition et de projections. Si l’interprétation reste identique
dans les deux formulations, aux quelques opérateurs supplémentaires près, la traduction nécessite toutefois une
transformation importante des termes qui représentent les schémas. D’autre part, la visibilité des variables reste
figée à la liaison statique et il n’est pas possible représenter simplement une construction comme< let >.

Procédé de conversion.

Nous proposons une autre traduction, qui préserve davantagela syntaxe des programmes au prix d’une mo-
dification de l’interprétation. Son intérêt est une représentation des variables plus naturelle et plus souple : on
peut exprimer différents types de liaisons ; elle est aussi plus explicite, ce qui permet plus de fidélité dans une
modélisation.

L’idée générale, très proche en fait des modélisations ensémantique dénotationnelle[Mos90], est la
suivante :� On considère lesx 2 Xs comme desnoms de variables, typés< x : vars >, et l’on adjoint àF des

opérateursV = (vars)s2S, typés< vars : vars ! s >. Les termes interprétés sont dansM(F [V [X) et
non dansM(F ). On parle devariable sémantiquex pour les schémas algébriques (x a un rôle particulier)
et devariable syntaxiquedans le cas d’un schéma régulier (x et vars sont intégrés àF , et manipulés
comme autres opérateurs).� On transforme les domaines d’interprétationDs en des domainesD0s = Env ! Ds constitués de
fonctions qui, appliquées à un environnementE 2 Env = X ! D, retournent une valeurd 2 Ds. Une
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variablevars(x) a pour interprétation la fonction10 �(E:Env):E(x).� On ajoute àF des opérateurs d’appelfonctionnel explicites< call > : à des indications de typage près, les
termes'(t1; : : : ; tn) sont remplacés parcalln('; t1; : : : ; tn). On retrouve ainsi une syntaxe algébrique
plus proche d’une syntaxe abstraite.
Intuitivement, alors que le mécanisme de l’appel fonctionnel '(t1; : : : ; tn) dans les schémas algébriques
est une construction purement mathématique, l’appelcalln('; t1; : : : ; tn) dans les schémas réguliers
peut être compris comme le code d’un programme où ' désigne un pointeur, une adresse que l’on va
simplement suivre pour exécuter la fonction correspondante. La transmission d’arguments est explicite
et le modèle plus proche d’une implémentation réelle.� Une définition'(x1; : : : ; xn) = t est récrite avec un opérateur d’abstraction, ou plus précisemment
de liaison de variables: ' = funn(x1; : : : ; xn; t). Intuitivement, l’interprétation defunn(x1; : : : ; xn; t)
est une fonction qui prend en argument des valeurs(d1; : : : ; dn) deD et qui évalue le termet dans
l’environnementE = fx1 7! d1; : : : ; xn 7! dng.

Avant de donner une définition formelle de cette conversion, nous faisons une remarque qui vise à simplifier la
spécification des schémas de programmes.

Des contraintes de typage font que les premiers argumentsx1; : : : ; xn de fun ne peuvent être que des
noms de variablesappartenant àX, et non des termes quelconques deM(F0 [ V [X [ �). Non seulement
une inconnue' 2 � ne peut pas apparaître sous ces occurrences, mais vouloir interpréterfunn(
; : : : ;
; t)
n’a pas beaucoup de sens ; dans ce modèle d’ailleurs, les noms de variables sont tous connus à tout moment
de l’évaluation. Bien qu’il faille pourtant spécifier a priori une interprétation pour tous les opérateurs de la
signatureF 0 [ V [ X, l’ordre algébrique défini sur les noms de variablesx 2 X ne joue en fait aucun rôle
dans la sémantique : il est donc inutile de le mentionner. Celase généralise à tout type de schéma, algébrique
ou régulier, lorsqu’il existe une sortes 2 S telle que les inconnues' 2 � ne peuvent figurer dans les termes
de types. La proposition suivante formalise cette remarque.

Proposition 2.3. ( Indépendance de certains ordres dans la sémantique des schémas de programme )
SoientS un ensemble de sortes,F et� desS-signatures,X uneS-signature de variables, etD = h(Ds)s2S;(6s)s2S; (?s)s2S ; (fD)f2F i uneF -interprétation. Alors pour toutF -schéma� d’inconnues�, �D est indé-
pendant de(6s)s2S0 et (?s)s2S0, avecS 0 = fs 2 S jMs(F [ �;X) =Ms(F;X)g.

Puisque�D ne dépend pas des ordres sur(Ds)s2S0, on peut les omettre dans une spécification et considérer
implicitement que ces ordres sont, par exemple, des ordres plats. Cette proposition permet donc de plonger de
la syntaxe algébrique dans une interprétation.

Démonstration. On a�D = hD(�M1
 (F;X)) (cf. x2.5.2) où�M1
 (F;X) est l’arbre infini plus petite solution
de� [Cou83], ethD est l’homomorphisme d’algèbres continues deM1
 (F;X) dansD. Les sous-termest
de�M1
 (F;X) de sortess 2 S 0 sont finis puisqueMs(F [ �;X) = Ms(F;X). L’ordre (6s;?s) surDs, et
notamment l’existence d’un< sup >, n’intervient donc pas dans le calcul detD = hD(t), et par conséquent pas
non plus dans celui de(�M1
 (F;X))D . �

Il est donc inutile de donner une structure ordonnée aux noms de variables deX. C’est pour cela d’ailleurs
que nous aurions pu employer une famille d’opérateurs(funx1:::xn)x1;:::;xn2X d’arité 1, plutôt que des opérateurs10Rappelons que dans ce document,< � > permet simplement unenotationconcise des fonctions, et n’a pas d’autre rapport avec le�-calcul.



2.5 SCHÉMAS DE PROGRAMME 67funn d’arité n + 1. À présent, la définition suivante spécifie plus formellement comment convertir un schéma
algébrique en schéma régulier.

Définition 2.9. ( Procédé de conversion en schéma régulier avec environnement implicite )
SoientS un ensemble de sortes,F uneS-signature,X uneS-signature de variables,� unF -schémaalgébrique
sur les inconnues�, etD = h(Ds)s2S; (6s)s2S; (?s)s2S; (fD)f2F i uneF -interprétation. Laconversion en
schéma régulierde la spécification(�;D) est la spécification(�0;D 0) = Reg(�;D), définie parS 0 un
ensemble de sortes,F 0 uneS 0-signature,�0 unF 0-schémarégulier sur les inconnues�0, etD 0 = h(D0s)s2S0;(60s)s2S0; (?0s)s2S0; (f 0D 0)f 02F 0i uneF 0-interprétation tels que :� S 0 = S [ fvars ; funs1:::sns j s; s1; : : : ; sn 2 Sg� X 0s = fx : vars j x 2 Xsg pour s 2 S; et X 0 = (X 0s)s2S� F 0 = F [X 0 [ fcalls1:::sns : funs1:::sns � s1 � � � � � sn ! s ; funs1:::sns : vars1 � � � � � varsn � s !funs1:::sns ; vars : vars ! s j s; s1; : : : ; sn 2 Sg� �0 = f' : funs1:::sns j h' : s1 � � � � � sn ! si 2 �g� �0 est déduit de� en remplaçant, pour touth' : s1 � � � � � sn ! si 2 �,� la définitionh'(x1; : : : ; xn) = ti parh' = funs1:::sns(x1; : : : ; xn; t)i,� les termes< '(t1; : : : ; tn) > par< calls1:::sns('; t1; : : : ; tn) > .

Et pour touts; s1; : : : sn 2 S,� Env = X 0 �n! D tq 8E 2Env 8x2X 0s \ Dom(E) E(x) 2 Ds� D0s = Env ! Ds� ?0s = �E:?s� d01 60s d02 ssi d01(E) 6s d02(E) pour tousd01; d02 2D0s et E 2 Env� D0vars = X 0s, muni d’un ordre plat (cf. prop. 2.3).� D0funs1:::sns = D0s ! (Ds1 � � � � �Dsn ! Ds)� ?0funs1:::sns = �d0:�(d1; : : : ; dn):?s� g160funs1:::sns g2 ssi g1(d0)(d1; : : : ; dn)6s g2(d0)(d1; : : : ; dn) pour tout(d1; : : : ; dn)2Ds1 � � � � �Dsn ;
pour toutd02D0s et pour tousg1; g2 2D0funs1:::sns� 8f 2Fn fD 0 = �(d01; : : : ; d0n):�E:fD(d01(E); : : : ; d0n(E))� 8x2Xs xD 0 = x� varsD 0 = �x:�E: si x 2 Dom(E) alorsE(x) sinon?s� calls1:::snsD 0 = �(g; d01; : : : d0n):�E:g(d01(E); : : : ; d0n(E))� funs1:::snsD 0 = �(x1; : : : ; xn; d0):�(d1; : : : ; dn): d0(fxi 7! di j i 2 [n]; xi 6= ?varsig)

On peut étendre laF 0-interprétationD 0 en une(F 0 [D)-interprétation pardD 0 = �E:d pour d 2 Ds.
Parce que les fonctions d’une algèbre sont par définition des fonctions totales, on a défini l’interprétation

d’une variablevars(x) comme< �E: si x 2 Dom(E) alorsE(x) sinon?s > et non< �E:E(x) >. Confondre
la valeur représentant une erreur (si l’on accède à une variable indéfinie) avec l’élément? (censé représenter
la non-terminaison) est en général un amalgame peu élégant. Ce n’est pas important ici car la conditionVar(t) � fx1; : : : ; xng pour touth'(x1; : : : xn) = ti 2 � est préservée par la traduction (sous une forme
syntaxique différente), et les variables à interpréter sont donc toujours définies dans l’environnement courant.
La même remarque explique l’interprétation de l’opérateurfuns1:::sns.

Cette définition (D 0 est bien uneF 0-algèbre continue, cf.xD.3) trouve son intérêt dans la proposition
suivante.
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Proposition 2.4. ( Correction de la transformation en schémarégulier avec environnement implicite )
Soient(�;D) uneF -spécification et(�0;D 0) = Reg(�;D). Alors�D = �0D 0.
Démonstration. Reprenons les notations adoptées pour la sémantique du plus petit point fixe (cf.x2.5.2) et
annotons d’un< 0 > tous les objets relatifs à�0 etD 0. On démontre queG = G0, c’est-à-dire que pour touti 2 [N ], ĝi = ĝ0i. Pour cela, on montre par récurrence structurelle surti que(ti)Xi;D [g1;:::;gN ] = (t0i)D 0[g1;:::;gN ].
Or la traduction est telle quet0i = fun�(xi;1):::�(xi;ni)�('i)(xi;1; : : : ; xi;ni; t00i ) avec t00i 2 M(F 0 [ �0);
donc pour tout(d1; : : : ; dni)2Di (t0i)D 0[g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = (t00i )D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1; : : : ; dni)) en notantEi(d1; : : : ; dni) = fxi;1 7! d1; : : : ; xi;ni 7! dnig 2 Env. Il y a trois cas :� Si ti = xi;j avec j 2 [ni] alors t00i = var�(xi;j)(xi;j): On a (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = dj et(t00i )D 0[g1;:::;gN ] = �E: si xi;j 2 Dom(E) alors E(xi;j) sinon ?�(xi;j); donc (t00i )D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1;: : : ; dni)) = dj = (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni).� Si ti = f(u1; : : : ; um) avec f 2 Fm alors t00i s’écrit f(u01; : : : ; u0m): Supposons que(uj)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = (u0j)D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1; : : : ; dni))pour toutj 2 [m]: Alors (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni)= fD(: : : ; (uj)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni); : : :) et (t00i )D 0[g1;:::;gN ] = �E:fD(: : : ; (u0j)D 0[g1;:::;gN ](E); : : :);

donc (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = (t00i )D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1; : : : ; dni)).� Si ti = 'k(u1; : : : ; unk) avec 'k 2 � alors t00i s’écrit call�(xk;1):::�(xk;nk )�('k)('k; u01; : : : ; u0nk):
Supposons que(uj)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = (u0j)D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1; : : : ; dni)) pour toutj 2 [nk]:
Alors (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = gk(: : : ; (uj)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni); : : :) et (t00i )D 0[g1;:::;gN ] =�E:gk(: : : ; (u0j)D 0[g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni); : : :); donc (ti)Xi;D [g1;:::;gN ](d1; : : : ; dni) = (t00i )D 0[g1;:::;gN ](Ei(d1; : : : ; dni)).

Par conséquent,�D = lfp(G) = lfp(G0) = �0D 0, car e� = e�0 sont munis du même ordre.�
Exemple de conversion.

Syntaxe algébrique. La syntaxe algébrique en termes de schémas réguliers coïncide avec la syntaxe abstraite
de BOOL, à l’exception du mécanisme de définition de fonctions qui resteexprimé sous forme d’équations.� S 0 = fbool; var; funn j n 2 INg� F 0 = ftrue : bool ; false : bool ; var : var ! bool ; if : bool � bool � bool ! bool ; calln :funn � booln ! bool ; funn : varn � bool! funn j n 2 INg� �0 � f'fun : funn j fun 2 Fun; n 2 INg
Parce que BOOL n’a essentiellement qu’un type, l’annotation pars1 : : : sns est réduite à l’aritén.

Traduction dans les schémas. Une traductionT : Dec! Schreg(F 0) est donnée à la figure 2.12.

La fonctionnand définie précédemment (cf.x2.2.2) avait pour schéma algébrique< nand(x; y) = if(x; if(y;false; true); true) >. Sa formulation en termes de schéma régulier est :nand = fun2(x; y; if(var(x); if(var(y); false; true); true))
De même, l’appelnand(true; false) est codécall2(nand; true; false).

Avec ce type formulation il est possible de représenter un terme commefun(x; var(y)), traduction du
programme éronné< fun f(X) = Y >, alors qu’une condition syntaxique en interdisait la construction avec



2.5 SCHÉMAS DE PROGRAMME 69T (true) = trueT (false) = falseT (var) = var(xvar)T (if exp1 then exp2 else exp3) = if(T (exp1); T (exp2); T (exp3))T (fun(exp1, : : : ,expn)) = calln(fun; T (exp1); : : : ; T (expn))T (fun(var1, : : : ,varn) = exp) = 'fun = funn(xvar1 ; : : : ; xvarn ; T (exp))T (funbind hand funbindsi) = fT (funbind)g h[ T (funbinds)iT (fun funbinds) = T (funbinds)
Figure 2.12 : Traduction des programmes BOOL dans les schémas réguliers

des schémas algébriques (cf.x2.5.2, schéma de programme). C’est la rançon d’une formalisation plus générale
des environnements. Toutefois, le problème ne se pose pas pour BOOL car nous avons donné la même condition
syntaxique (cf.x2.2.1) afin précisément de pas avoir à traiter la production d’une erreur à l’accès d’une variable.

Interprétation et sémantique. Soit D 0 = h(D0s;60s;?0s)s2S0; (fD 0)f2F 0i laF 0-interprétation suivante.� VarEnv = Var �n! BoolVal?� D0bool0 = VarEnv! BoolVal? et ?bool0 = �E:?� D0funn = BoolValn?! BoolVal? et ?funn = �v1 : : : vn:?� D0var = Var, et les ordres(6s)s2S0 sont tels queD est une interprétation discrète.� trueD 0 = �E:true� falseD 0 = �E:false� ifD 0(b1; b2; b3) = �E:8>>><>>>: b2(E) si b1(E) = trueb3(E) si b1(E) = false? si b1(E) = ?� varD 0(x) = �E: si x 2 Dom(E) alorsE(x) sinon?� callnD 0(f; b1; : : : ; bn) = �E: f(b1(E); : : : ; bn(E))� funnD 0(x1; : : : ; xn; b) = �v1 : : : vn:b(fx1 7! v1; : : : ; xn 7! vng)
On retrouve biennandD 0(true; false) = true. Notons aussi qu’il est désormais possible de forcer la sémantique
de l’appel par valeur directement au niveau de l’interprétation en définissant :� callnD 0(f; b1; : : : ; bn) = �E: si (pour touti2 [n] bi(E) 6= ?) alors f(b1(E); : : : ; bn(E)) sinon?
Ce n’est pas spécifique à BOOL mais général à tout schéma régulier obtenu par le procédé de la définition 2.9.

Réécritures sémantiques.

Cette formulation pose toutefois un problème pour transporter ou pour définir des stratégies de réduction car
les domaines sont plus complexes : les valeurs manipulées dans la sémantique opérationnelle sont des objets
fonctionnels.
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Alors qu’un schéma algébrique� permet de dériver unappel fonctionnel'(d1; : : : ; dn) !� d 2 D, le
schéma régulier�0 correspondant ne peut que déterminer lafonction'D 0, et ce comme la borne supérieure
d’ensembles de dérivations, pour l’appliquer ensuite à(d1; : : : ; dn). Dans le cas très particulier où D est
constitué de domaines finis, comme c’est le cas pour BOOL, il n’existe qu’un nombre fini de fonctions typéesfuns1:::sns et l’interprétationD 0 est donc également constituée de domaines finis ; la fonction'D 0 peut alors
être approximée et atteinte par une dérivation finie.

Mais dans le cas général,D 0 contient des domaines infinis et il existe des fonctions'D 0 qui ne sont pas
effectivementcalculables car elles peuvent être approchées en un nombre de pas infinis. Ce n’est pas gênant en
pratique car on ne cherche pas à calculer'D 0 mais l’application de'D 0 à des données(d1; : : : ; dn) deD.

Remarquons toutefois que la sémantique de l’opérateurcall se traduit par :�E:'D 0(d1; : : : ; dn) = (calls1:::sns('; �E:d1; : : : ; �E:dn))D 0
Avec cette formulation, il est possible de faire la dérivation suivante defac(3), au moyen des règlesR(D 0) (cf.x2.5.2, sémantique opérationnelle), dans une interprétationD 0 que nous n’explicitons pas (cf.x2.5.1) :call(fac; �E:3) 4!� !
 call(fun(n; ifz(var(n); 1;mul(var(n); call(fun(n; ifz(var(n); 1;mul(var(n); call(fun(n; ifz(var(n); 1;mul(var(n); call(fun(n; ifz(var(n); 1;mul(var(n); call(
 ; : : : sub1(var(n))))))))); �E:3)��!R(D) call(�n: si n = 0 alors1 sinon

si n = 1 alors1 sinon

si n = 2 alors2 sinon

si n = 3 alors6 sinon?; �E:3)�!R(D) �E:6 :
Non seulement, il faut< deviner> le nombre de dépliages defac nécessaires en fonction de l’argument decall
(ici au moins quatre dépliages car l’argument est�E:3), mais c’est également un piètre modèle d’exécution
car toutes les valeurs intermédiaires (fac(0) = 1; fac(1) = 1; fac(2) = 2) doivent nécessairement être
calculées. En effet, les règles deR(D 0) sont de la formehf(t1; : : : ; tn) ! t0i où ti 2 D [ X et telles que(f(t1; : : : ; tn))D = (t0)D. Pour effectuer la dernière réduction d’une dérivation il fautdonc disposer d’un
approximantfac defacD 0 afin de conclure par la règlehcall(fac; d01; : : : ; d0n)! �E:fac(d01(E); : : : ; d0n(E))i 2R(D 0). On voit dans l’exemple ci-dessus que cet appromixant est inutilement précis.

C’est pourquoi l’on considère les régles plus générales deV (D 0), de la forme ht ! t0i avec t; t0 2M(F;X) et tD 0 = t0D 0. On dérive ainsi :call(fac; �E:3) �!� call(fun(n; ifz(var(n); 1;mul(var(n); call(fac; sub1(var(n)))))); �E:3)�!V (D 0) call(fun(n;mul(var(n); call(fac; sub1(var(n))))); �E:3)��!�;V (D 0) call(fun(n;mul(var(n);call(fun(n;mul(var(n);call(fun(n;mul(var(n);call(fun(n; 1); sub1(var(n))))); sub1(var(n))))); sub1(var(n))))); �E:3)��!V (D 0) �E:6 :
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Cette dérivation insolite n’effectue en apparence que des calculs nécessaires. En particulier, elle ne calcule pas,
directement ou indirectement, les valeursfac(0), fac(1), fac(2). Mais elle est néanmoins un peu artificielle
car, de même qu’il fallait< deviner> le nombre de dépliages defac dans l’exemple précédent, il faut ici
aussi propager implicitement la valeur�E:3 dans tout le terme afin de savoir quelles réductions appliquer pour< évaluer> les constructionsif.
2.5.9 Conversion d’un schéma algébrique en schéma régulier avecenvironnement explicite.

Pour éliminer la facticité des réductions de l’exemple précédent, pour les rendre plus naturelles et plus à même
de modéliser une implémentation, nous explicitons la notion d’environnement au niveau syntaxique et non pas
uniquement sémantique.

Procédé de conversion.

Nous introduisons pour cela une nouvelle sorteenv, ainsi que des opérateurs< ins : env � s ! s >.
Une interprétationD 00 sur la signatureF 00 correspondante fait en sorte que l’on puisse réduire par exemplein(fx 7! vg; var(x))! �E:v . ConsidérerD 00 comme une(F 00 [D)-interprétation, comme nous l’avions fait
à la définition 2.9 pourD0, et l’ensemble de règlesV (D 00) plutôt queR(D00) (cf. déf. 2.5, prop. 2.1), permet
en outre d’< abréger> �E:v env .

Définition 2.10. ( Procédé de conversion en schéma régulier avec environnement explicite )
Soient(�;D) uneF -spécification et(�0;D 0) = Reg(�;D). LaF 00-spécificationrégulièreRegenv(�;D) =(�00;D 00) est définie par�00 = �0 etD 00, extension(cf. xN.13) deD 0 telle que :� S 00 = S 0 [ fenvg� F 00 = F 0 [ fins : env� s! s j s 2 Sg [ fE : env j E 2 Envg� D 00env = Env , muni d’un ordre plat (cf. prop. 2.3).� insD00 = �(E1; d00):�E2:d00(E1)
On peut étendre laF 00-interprétationD 00 en une(F 00 [D)-interprétation pardD 00 = �E:d pour toutd2D.

Nous avons fait apparaître explicitement les types (qui n’apportent pas grand chose en plus) afin de ne pas
avoir à spécifier quels sont les termes bien formés d’un langage.Outre une équivalence similaire à celle de la
proposition 2.4, on dispose d’identités qui facilitent la modélisation d’implémentations courantes :

Proposition 2.5. ( Correction de la transformation en schémarégulier avec environnement explicite )
Soient(�;D) uneF -spécification et(�00;D 00) = Regenv(�;D). Alors :� �D = �00D 00
Avec les notations ci-dessus, on a de plus les identités suivantes pourh'(x1; : : : ; xn) = ti 2 � :� calls1:::sns(funs1:::sns(x1 : : : xn; t); t1 : : : tn)D 00(E) = ins(fx1 7! t1D 00(E) : : : xn 7! tnD 00(E)g; t)D 00(E0)� �E:'D(d1; : : : ; dn) = in(fx1 7! d1; : : : ; xn 7! dng; t)D 00
oùE0 est un environnement quelconque, par exemple vide.

Démonstration. Il est clair que�0D 0 = �00D 0 = �00D 00 , car l’interprétationD 00 est une extension (cf.xN.13)
deD 0. Or�D = �0D 0 (prop. 2.4), donc�D = �00D 00 .



72 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE ET EXÉCUTION� calls1:::sns(funs1:::sns(x1; : : : ; xn; t); t1; : : : ; tn)D 00(E) = calls1:::snsD 00(�(d1 : : : ; dn):tD 00(fx1 7! d1; : : : ;xn 7! dng); t1D 00; : : : ; tnD 00)(E) = tD 00(fx1 7! t1D 00(E); : : : ; xn 7! tnD 00(E)g) = insD 00(fx1 7!t1D 00(E); : : : ; xn 7! tnD 00(E)g; tD 00)(E0) avec E0 quelconque:� �E:'D(d1; : : : ; dn) = calls1:::sns('; �E:d1; : : : ; �E:dn)D 00 = �E:(calls1:::sns(funs1:::sns(x1; : : : ; xn; t);�E:d1; : : : ; �E:dn)D 00(E)) = �E:(in(fx1 7! d1; : : : ; xn 7! dng; t)D 00(E0)) = in(fx1 7! d1; : : : ; xn 7!dng; t)D 00, en utilisant le point précédent.�
Cette formulation permet de modéliser facilement des types de visibilité différents. Par exemple, on peut

donner la sémantique suivante àins :� insD 00 = �(E2; d00):�E1:d00(E1 + E2)
où la fonction + : Env � Env ! Env est une loi de composition des environnements. Par exemple,pour
tousE1; E2 2Env etx2Dom(E1 + E2),� Dom(E1 + E2) = Dom(E1) [ Dom(E2)� (E1 +E2)(x) = si x 2 Dom(E2) alorsE2(x) sinonE1(x)
Non seulement on spécifie ainsi lasémantiquede laliaison dynamique, mais il est aussi possible de décrire un
comportement dynamiquequi modélise une implémentation.

Exemple de conversion.

Spécification. Dans la cas de BOOL, on a donc :� S 00 = S 0 [ fenvg = fbool; var; env; funn j n 2 INg� F 00 = F 0 [ fin : env� bool! boolg [ fE : env j E 2 VarEnvg
Nous considérons aussiD 00 comme la(F 00 [ BoolVal)-interprétation décrite à la définition 2.10.

Règles de réécritures. La figure 2.13 donne quelques règles deV y(D 00). Notons que les règlesrin if etrin calln
ne sont ni des règles deR(D 00), ni des règles de simplification [RV80] car la taille de leur partie droite n’est pas
plus petite que celle de leur partie gauche. Cela justifie a posteriori l’introduction des règlesV (D) (déf. 2.5).if(true; t2; t3) ! t2 (riftrue)if(false; t2; t3) ! t3 (riffalse)calln(funn(x1; : : : ; xn; t); d1; : : : ; dn) ! in(fx1 7! d1; : : : ; xn 7! dng; t) (rcalln)in(E ; true) ! true (rtrue)in(E ; false) ! false (rfalse)in(E; var(x)) ! E(x) (rvar)in(E ; if(t1; t2; t3)) ! if(in(E ; t1); in(E ; t2); in(E ; t3)) (rin if)in(E ; calln(f; t1; : : : ; tn)) ! calln(f; in(E ; t1); : : : ; in(E ; tn)) (rin calln)

Figure 2.13 : Quelques règles deV y(D 00), avecD 00 considéré comme une(F00 [D)-interprétation
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Stratégie de réduction. La figure 2.14 donne un exemple de stratégie de réduction pour BOOL qui utilise ces
règles. Elle permet de construire par exemple la dérivation suivante, où l’ona poséE = fx 7! true; y 7! falseg :call2(nand; true; false) ! call2(fun2(x; y; if(var(x); if(var(y); false; true); true)); true; false)! in(E; if(var(x); if(var(y); false; true); true))! if(in(E; var(x)); in(E; if(var(y); false; true)); in(E; true))! if(true; in(E; if(var(y); false; true)); in(E; true))! in(E; if(var(y); false; true))! if(in(E; var(y)); in(E; false); in(E; true))! if(false; in(E; false); in(E; true))! in(E; true)! true:
Aux réductions qui concernent l’opérateurin près, cette dérivation est peu éloignée de celle donnée à la
sectionx2.5.3 (sémantique). ConsidérerD 00 comme une(F 00 [ D)- plutôt qu’uneF00-interprétation nous
enjoint à omettre la dernière réductiontrue ! �E:true 2 D00.%(true) = y%(false) = y%(true) = true%(false) = false%(if(t1; t2; t3)) = 8>>><>>>: t2 si t1 = truet3 si t1 = falseif(%(t1); t2; t3) sinon%(calln('fun; t1; : : : ; tn)) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>: calln('fun; %(t1); : : : ; tn) si %(t1) 6= y; sinon: : :calln('fun; t1; : : : ; %(tn)) si %(tn) 6= y; sinonin(fx1 7! t1; : : : ; xn 7! tng; t)

pour h'fun = funn(x1; : : : ; xn; t)i 2 �00%(in(E ; true)) = %(true)%(in(E ; false)) = %(false)%(in(E ; var(x))) = E(x)%(in(E ; if(t1; t2; t3))) = %(if(in(E ; t1); in(E ; t2); in(E ; t3)))%(in(E ; calln(f; t1; : : : ; tn))) = %(calln(f; in(E ; t1); : : : ; in(E ; tn)))
Figure 2.14 : Stratégie de réduction dans BOOL avec des schémas réguliers

Trace d’exécution. Cette dérivation a pour tracehhrnand; rcall2; rin if ; rvar; riftrue; rin if ; rvar; rif false; rtrueii. Notons
toutefois que la règlerin if ne correspond à rien dans les modèles d’exécution précédents. Dans une implémen-
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tation comme celle de BOOL (cf. x2.2), on ne peut pas lui associer un comportement dynamique.Elle exprime
simplement la visibilité d’une expression sur un environnement. La règlerin call admet la même remarque.

On peut comparer la trace de ces règles aux actions internes observables� , dans les systèmes de transitions.
De même, la tracer' est superflue car elle est toujours immédiatement suivie dercall. La traceabstraitede
l’exécution précédente est alors simplementhhrcall2; rvar; riftrue; rvar; rif false; rtrueii.

Parce que l’environnement est très simple dans ce cas particulier, on obtient une trace sensiblement
identique à celle d’un schéma algébrique qui incorpore un opérateur pour les variables (cf.x2.5.6, trace
d’exécution des variables). Pour modéliser l’accès à une variable qui dépend de l’histoirede l’environnement,
environnement dont il faut donner les caractéristiques opérationnelles, on fait figurerrvar(E; x) dans la trace
abstraite, représentant plus fidèle de la règlehin(E; var(x))! E(x)i.
Conclusion du chapitre.

Nous avons proposé une définition abstraite demodèle d’exécution(x2.1.2) et nous avons montré sur un
exemple comment elle permettait de représenter le comportement d’un programme compilé (x2.2).

Nous avons ensuite indiqué quels étaient les éléments à peser pour trouver un compromis entre la fidélité
d’un modèle et son degré d’abstraction (x2.3). En particulier, pour permettre une spécification de plushaut
niveau, nous avons proposé deux classes de modèles d’exécution, basées sur des formalismes sémantiques :
sémantique naturelle (x2.4) et schémas de programme (x2.5).

En ce qui concerne les schémas de programme, nous avons étendu le type de règles employé dans la
sémantique opérationnelle (déf. 2.5, prop. 2.1) afin permettre des modèles plus fidèles (cf.x2.5.9). Nous avons
également étendu la définition de stratégie de réduction pour des interprétations discrètes donnée par Courcelle
[Cou90a,x3.5] à des interprétations continues (x2.5.4). Nous avons montré les avantages d’une spécification
en termes de schémas réguliers plutôt qu’algébriques (x2.5.7) et fourni des procédés de traduction de l’un dans
l’autre (x2.5.8, 2.5.9), différents de celui donné par Courcelle dans [Cou86,x9]. L’un en particulier (déf. 2.10)
permet des modèles d’exécution plus fidèles. Par ailleurs, la proposition 2.3 simplifie la spécification d’une
interprétation.

Une fois posées ces bases concernant l’exécution, nous pouvons décrire au chapitre suivant comment
affecter une performance à un programme.



Chapitre 3

Mesure de Performance

Pour formuler une notion d’optimisation, il faut au préalable pouvoirmesurer la performancedes programmes ;
c’est l’objet de ce chapitre.

On apprécie la performance d’un programme, soncoût, en fonction des caractéristiques de son exécution.
Néanmoins, nous cherchons plus ici à savoir comparer deux programmes entre eux qu’à attribuer unequantité
explicite à un programme donné. D’autre part, puisqu’un programme représente non pasunemaisun ensemble
d’exécutions possibles, il existe aussi plusieurs moyens decomparer les programmes, en fonction des coûts
d’exécution individuels.

Sur le plan pratique, un modèle de coût doit pouvoir prendre en compte aussi bien le temps d’exécution
que l’espace mémoire consommé et doit pouvoir être comparé à d’autres expressions du coût.

Organisation du chapitre.x3.1 La performance d’un programme est chiffrée et comparée à l’aide d’une notion decoût. Nous équipons ce
coût de propriétés abstraites générales et montrons comment en fabriquer de nouveaux par des opérations
de combinaison.x3.2 Une mesure decoût dynamiqueinterprète la trace d’un modèle d’exécution afin de chiffrer le prix de
l’évaluationL p d d’un programmep sur une donnée individuelled.x3.3 Ce coût dynamique sert à la construction d’uncoût statique, qui mesure a priori (en l’absence de donnéesd explicites) l’efficacitéintrinsèqued’un programmep.x3.4 Nous donnons quelques exemples de constructions de coûtsstatiques d’usage courant, ainsi que les
moyens d’en fabriquer de nouveaux par combinaison.x3.5 Nous indiquons quellesqualités(propriétés) d’un coût statique sont souhaitablesa priori, et comment
ces qualités sont reliées entre elles.x3.6 Nous examinons en particulier quelles qualités sont satisfaites par les coûts statiques définis à la sec-
tion x3.4, et comment ils sont corrélés.

Muni ainsi d’unmodèle de performance, nous formalisons ensuite au chapitre suivant la notion d’évaluation
partielle.

75
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3.1 Modèle de coût.

Un coût d’exécutionmesure quantitativement lesressourcesconsommées par un programme lors de son
exécution. Les ressourcesconcrètessont letempset l’espace mémoire. Plus généralement, uncoûtcomptabilise
toute quantité abstraitemesurée sur un programme comme le nombre d’appels de certaines fonctions ou
primitives, le nombre d’accès mémoire, la taillestatiquedu programme (par opposition à l’espace mémoire
consommédynamiquement) afin de contrôler les optimisations qui font croître la tailledu code généré, etc.

3.1.1 Domaine et mesure de coût.

Nous définissons des notions abstraites de domaines, de mesureet de modèles de coût. Ainsi, nous pouvons
ensuite couvrir une large gamme de modèles de performance et étudier leur propriétés dans un cadre général.

Définition 3.1. ( Domaine de coût )
Un domaine de coût(C;4) est constitué de :� un ensemble de coûtsC� unecomparaison de coût4, relation transitive surC
Nous définissons également lacomparaison stricte�, l’équivalence de coût�, et lanon-comparaison67 :� 8c; c0 2C c � c0 ssi c 4 c0 et c 6< c0� 8c; c0 2C c � c0 ssi c 4 c0 et c < c0� 8c; c0 2C c 67 c0 ssi c 64 c0 et c 6< c0
Un domaine de coût(C;4) est qualifié du nom (total, antisymétrique, etc.) des propriétésde4.

Une optimisation va consister en une suite de transformations successives, chacune faisant décroître le coût
au sens de4. La transitivité est la propriété fondamentale qui assure que le programme final est effectivement
meilleur que le programme initial.

En pratique, la relation4 est généralement un préordre ou un ordre, mais n’est pas nécessairement totale.
Notons que si4 peut être ou ne pas être réflexive, en revanche� est toujours irréflexive (acyclique). Cela ne
signifie pas que� correspond à la relation4 privée de l’égalité. Néanmoins,c � c0 implique c 4 c0 et c 6= c0.

Une mesure de performanceindique quel coût attribuer à une exécution ou à tout un programme. Nous
définissons plus généralement unemesure de coût� sur un ensemble quelconqueQ comme uneinterprétation
deQ dansC.
Définition 3.2. ( Mesure de coût, modèle de coût )
SoientQ un ensemble et(C;4) un domaine de coût.� Unemesure de coût surQ est une application� : Q! C� Un modèle de coût deQ est une structure(C;4; �)
La mesure de coût� transporte la relation de coût4 surQ :� 8q; q0 2Q q 4� q0 ssi �(q) 4 �(q0)
On définit de même les relations��,�� et 67� surQ.� Deux modèles(C;4; �) et (C0;40; �0) deQ sontéquivalentsssi 4� = 40�0
Lorsqu’il n’y a pas ambiguïté sur la mesure, nous omettons lesindices� des relations de coût.
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3.1.2 Coûts additifs.

Nous faisons l’hypothèse que le coût total d’une exécution résulte de la compositionadditivede coûtsélémen-
tairesattribués à chaque opération atomique de la machine d’exécution. Cela vaut pour le temps d’exécution
comme pour l’espace consommé (cf.x3.2.2). Pour cela, on équipe le domaine de coût d’une structurealgébrique,
que l’on relie avec la comparaison de coût.

Définition 3.3. ( Domaine de coût algébrique )
Un domaine de coût algébrique(C;+; :;4) est tel que :� (C;4) est un domaine de coût (c.-à-d.4 est transitive)� (C;+; :) est unIR-espace vectoriel

Un coûtc a unsigne positif(resp.négatif) ssi c < 0 (resp.c 4 0). On noteC+ = fc 2 C j c < 0g.
En réalité, une structure de monoïde(C;+; 0) est suffisante si l’on veut uniquement calculer un coût

d’exécution ; l’associativitéde la loi + est liée à l’associativité de la composition des programmes,et
l’élément neutre0 représente le coût d’exécution trivial, lorsqu’il n’y a aucuneopération à effectuer. C’est
précisément cette structure qu’emploie Gurr [Gur91] dans sa formalisation en termes de catégories. Comme
le remarque également Gurr, lacommutativité, bien que toujours satisfaite dans les domaines pratiques,est le
plus souvent superflue. Seul la définition ducoût moyen(cf. x3.4.4) n’a pas de sens sans commutativité.

Bien que les machines évoluent (théoriquement) dans un monde discret et que les coûts manipulés soient
en général positifs — on peut songer par exemple à(IN;+; 0;6) — nous avons choisi de plonger la structure
de monoïde dans unIR-espace vectoriel afin de simplifier la présentation. Par ailleurs, cette structure s’impose
d’elle-même dans la définition de certains domaines de coût statique (cf.x3.3) ; il faut unIR-espace vectoriel
pour pondérer une relation de coût par unedistributionou pourmajorerun coût. Dans la pratique,C est en fait
une puissance deIR, avec sa structure deIR-espace vectoriel, ou bien une puissance deIR2, si l’on opère sur
des encadrements de coûts (afin de pallier à des modèles officieusement approximatifs).

Définition 3.4. ( Comparaison additive, homothétique )
Soit (C;+; :;4) un domaine de coût algébrique. La relation4 estadditive1 ssi elle vérifie l’une des conditions
équivalentes suivantes.� 8c1; c2; c3 2C c1 4 c2 ) c1 + c3 4 c2 + c3� 8c1; c2; c01; c02 2C c1 4 c2 ^ c01 4 c02 ) c1 + c01 4 c2 + c02
La relation4 esthomothétique2 ssi� 8c1; c2 2C 8�2 IR+nf0g c1 4 c2 ) �:c1 4 �:c2
Pour désigner ces propriétés, nous parlerons d’additivité3, ainsi que de l’élégantehomothéticité.

La condition d’additivité signifie que la relation de coût est dans une certaine mesure compatible avec la
composabilitédes programmes. Considérons deux programmesp1 et p2 équivalents, et de coûts respectifsc11Cette propriété est aussi appeléecompatibilité de4 avec+.2On qualifie d’habitude delinéaireune relation qui, dans notre terminologie, estadditiveethomothétique. Nous préférons dissocier
les deux concepts car ils interviennent parfois séparemment dans diverses propriétés.En outre, parler decoût linéaireprête à confusion.
Notons par ailleurs qu’une relation additive est homothétique< sur les entiers> : si c1 4 c2 alorsn:c1 4 n:c2 pour n 2 INnf0g.3Si l’on considérait le domaine de coût simplement un monoïde, l’absence d’inverse nous obligerait à définir lasoustractivité,
propriété réciproque de l’additivité :8c1; c2; c3 2C c1 + c3 4 c2 + c3 ) c1 4 c2. Ce qui est vrai pour l’additivité dans les
tableaux 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 donnés en fin de chapitre l’est encore si l’on ne suppose pas l’existence d’un inverse et l’est aussi pour la
soustractivité. Seul le caractère discriminant du coût moyen nécessite additivité et soustractivité.
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et c2 sur une donnéed, avecc1 4 c2 : le programmep1 est préférable àp2 surd. Si p1 etp2 sont en réalité des
procédures d’un plus gros programme, dont les calculs supplémentaires comptent pour un coûtc3, l’additivité
garantitc1 + c3 4 c2 + c3 : il est avantageux, au sens de4 et sur la donnéed, de remplacerp2 parp1 dans
n’importe quel contexte.

3.1.3 Combinaison de coûts.

Une fois que l’on dispose de modèles de coût, on peut les combiner entre eux afin de former de nouveaux
modèles, plus complexes. Nous définissons ainsi laconjonction, le produit et leproduit lexicographique. Les
propriétés des domaines (et en particulier l’indispensable transitivité) sont données à la sectionx3.6.2.

Conjonction, disjonction.

Définition 3.5. ( Coût conjoint )
Le domaine de coût conjointde la famille de domaines(C;4i)i2I est(C;Ti2I 4i), défini par :� 8c; c0 2C c (Ti2I 4i) c0 ssi 8i2 I c 4i c0
Le modèle de coût conjointde la famille de modèles(C;4i; �)i2I est(C;Ti2I 4i; �).

Soient par exemple deux relations de coûts, l’une4moy comparant les programmes selon le coût moyen
d’exécution, et l’autre4max comparant les programmes selon leur pire cas. Remplacer le programmep par le
programmep0 lorsque la conjonctionp0 (4moy \4max) p est vérifiée assure quep0 est meilleur en moyenne
quep, sans perte de performance dans le pire cas.� p0 (4moy \4max) p ssi p0 4moy p et p0 4max p.

Nous définissons dans la suite des relations de coût à l’aide de conjonctions sur des familles infinies. C’est
pourquoi nous n’avons pas simplement donné une définition de conjonction binaire.

Définition 3.6. ( Disjonction de relations )
La disjonctiond’une famille(4i)i2I de relations surC est

Si2I 4i définie par :� 8c; c0 2C c (Si2I 4i) c0 ssi 9i2 I c 4i c0
Nous ne parlons pas ici d’undomaine de coût(C;Si2I 4i) car la relation

Si2I 4i ainsi définie n’est pas
toujours transitive. Néanmoins, la transitivité est parfois préservée lorsque(4i)i2I possède des propriétés
d’inclusions (tabl. 3.2).

Coût produit.

Le coût n’est pas nécessairement une quantité scalaire ; il peut comptabiliser séparément plusieurs paramètres,
liés de façons diverses au critère de performance. Autrement dit, le coût est à valeur dans un produit d’ensembles.
Si chacun d’eux est muni d’une relation de coût, on peut naturellement former la relation produit.

Définition 3.7. ( Coût produit )
Le domaine de coût produitdes domaines(Ci;4i)i2I est(Qi2I Ci;Ni2I 4i), défini par :� 8(ci)i2I; (c0i)i2I 2 Qi2I Ci (ci)i2I (Ni2I 4i) (c0i)i2I ssi 8i2 I ci 4i c0i
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La mesure de coût produitde la famille de mesures(�i)i2I surQ, aussi notée(�i)i2I, est définie par :� (�i)i2I : Q! Qi2I Ci tq 8q2Q (�i)i2I(q) = (�i(q))i2I
La comparaison induite surQ est alors :� (Ni2I 4i)(�i)i2I = Ti2I 4i;�i
Le modèle de coût produitdes modèles(Ci;4i; �i)i2I est(Qi2I Ci;Ni2I 4i; (�i)i2I). Si les domaines de coûts(Ci;+i; :i;4i)i2I sont algébriques, l’ensemble de coût produit

Qi2I Ci est muni de la structure deIR-espace
vectoriel produit.

Considérons par exemple deux domaines, l’un(Ct;4t) chiffrant spécifiquement letempsd’exécution, et
l’autre (Ce;4e) l’ espace, les ressources mémoire consommées. Dans le domaine(Ct � Ce;4t 
 4e), un coût
d’exécution est meilleur qu’un autre s’il est à la fois meilleur en temps et en espace :� (ct; ce) (4t 
4e) (c0t; c0e) ssi ct 4t c0t et ce 4e c0e
Le produit est fini en pratique, et s’exprime à l’aide du produit de relations binaires, qui est associatif (à un
isomorphisme près) au même titre que le produit cartésien binaire.

Coût produit lexicographique.

Une autre relation produit classique est l’< ordre lexicographique>. Ainsi, le domaine de coût produit lexi-
cographique(Ct � Ce;4t 
lex 4e) privilégie avant tout le temps d’exécution et, à temps égal, compare la
consommation mémoire.

Définition 3.8. ( Coût produit lexicographique )
Pout tout ensembleC, on note4triv la comparaison trivialedéfinie par :� 8c; c0 2 C c 4triv c0 (on a alors4triv = �triv)
Ledomaine de coût produit lexicographique(Qi2I Ci;Nlexi2I 4i) des domaines(Ci;4i)i2I, oùI est un intervalle
de IN, est défini par4 :� Nlexi2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i 
 (Nj2I;j>i�j;triv)) [ (Ni2I 4i)
La comparaison induite par une famille de mesures(�i)i2I sur un même ensembleQ est alors :� (Nlexi2I 4i)(�i)i2I = Si2I((Tj2I;j<i4j;�j ) \ �i \ (Tj2I;j>i�j;triv)) [ (Ti2I 4i;�i)
Le modèle de coût produit lexicographiquedes modèles(Ci;4i; �i)i2I est(Qi2I Ci;Nlexi2I 4i; (�i)i2I).

On peut interpréter le produit lexicographique en considérant la ième projection surCi comme une ap-
proximation du coût< à l’ordre i >. Dans une comparaison, on ne prend en compte l’ordrei + 1 qu’en cas
d’équivalence des coûts d’ordre inférieur ou égal ài.
Coût produit spécifique.

L’ensemble produitCt�Ce peut être muni de comparaisons de coût4 autres que les relations produits4t
4e
ou4t 
lex 4e. Si (Ct;4t) = (Ce;4e) = (IR;6), définissons par exemple(ct; ce) 4 (c0t; c0e) , �c2t + ce 6�c02t + c0e ; le temps est alors quadratiquement négligeable ou prépondérant devant l’espace, suivant la valeur
du réel�. Une autre écriture consiste à reporter sur la mesure� la combinaison des coûts. On forme pour cela,
à partir des modèles(Ct;4t; �t) et (Ce;4e; �e), un nouveau modèle(IR;6; �) avec� = ��2t + �e.4La définition est aussi équivalente à

Nlexi2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i �j)
 �i 
 (Nj2I;j>i �j;triv)) [ (Ni2I 4i).
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3.2 Coût dynamique.

Nous examinons dans cette section comment comparer les coûtsd’exécution individuels (pour une donnéed
fixée) de deux programmes, en fonction de leur trace d’exécutionrespective. Cecoût dynamiquesert ensuite
de base à la construction decoûts statiques(cf. x3.3) qui permettent la comparaison globale de programmes
(sur l’ensemble de leur domaine de définition).

3.2.1 Modèle de performance dynamique.

Définition 3.9. ( Modèle de performance dynamique )
SoitM : P �D ! T un modèle d’exécution d’un langageL.� Un chiffragedes traces deT dans un domaine de coûtdynamique(C;4) est une application� : T ! C� Lamesure de performance(oude coût) dynamique� : P�D ! C associée au chiffrage� est� = ��M� Un modèle de performance(ou de coût) dynamiqueest une structure(C;4; �)
Nous notons�(p d) l’expression de la mesure de coût� sur un élément(p; d) deDom(�) = Dom(L).

Il était envisageable d’attribuer un coût< infini > aux programmes qui ne se terminent pas (c’est le choix fait
par exmple dans [Ros89]). Nous avons préféré opérer explicitement surDom(L), plutôt que sur toutP�D, afin
d’exclure le cas des programmes indéfinis. Nous échappons ainsià des problèmes d’incohérence et simplifions
également la formulation des coûts statiques.

Il était aussi possible de définir� : P � D ! C directement, sans passer par l’intermédiaire d’unmodèle
d’exécution, en considérant� = M et C = T . Nous avons préféré distinguer les deux concepts d’exécution
et deperformancequi, sans être indépendants, ne sont pas non plus confondus. Nous espérons ainsi avoir une
vue à la fois intuitive et formelle.

3.2.2 Temps et espace.

Que l’on considère la consommation de ressourcesconcrètesou abstraites, il y a principalement deux types
élémentaires de coûts dynamiques.

Temps d’exécution. Chaque opération atomique de la machine d’exécution est effectuée en untempsqui lui
est propre. Le temps d’exécution total est la somme des temps d’exécution de chacune des instructions ; c’est
une quantité< additive>. Cela vaut aussi pour le comptage du nombre d’appels d’une fonction.

Le temps d’exécution d’une instruction est une information contextuelle qui dépend de l’étatinterne courant
de la machine d’exécution : indicateur, registre, mémoire: : : Il faut faire figurer cet état dans la trace d’exécution
(cf. x2.3.1) afin de chiffrer le temps.

Espace mémoire consommé.L’ espace mémoirecaractérise, à la fin d’une exécution, la taille mémoire
maximumqu’a nécessité le programme à tous les instants. On peut également le considérer comme une
quantité additive en affectant un coût positif aux instructions qui demandent d’accroître la mémoire réservée à
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l’exécution, et un coût nul aux autres (il n’y a pas de coût négatifquand on libère de la mémoire car on calcule
un coûtmaximum).

L’espace mémoire consommé est une information contextuellequi dépend de l’histoirede l’exécution et
qui, si elle n’apparaît pas dans les étatsinternesde la machine d’exécution, doit néanmoins figurer dans la
trace ; il faut alors un étatexterneà la machine pour conserver la taille maximum déjà requise.

Si par exemple l’instruction< POP > a toujours un coût spatial nul, il faut en revanche distinguerun< PUSH >
qui a lieu alors que la pile est au maximum de sa taille depuis le début de l’exécution, et qui demande une taille
de pile plus grande, d’un< PUSH > qui survient après un désempilage. C’est la même différence en C entresbrk
qui accroît effectivement la taille du segment de données réservé au programme par le système d’exploitation,
etmalloc qui réutilise la mémoire déjà allouée mais libérée ou qui appelle lui-mêmesbrk lorsque la mémoire
libre est insuffisante.

Parce que l’espace mémoire effectivement consommé est difficile à exprimer, on considère parfois simple-
ment une borne supérieure de l’espace nécessaire, en ne tenantpas compte de la libération des zones allouées
ou du glaneur de cellule [Ros89]. Par exemple, dans le cas de LISP, on se contente de compter le nombre decons.

On peut noter que la taille des données n’intervient pas ici car on cherche à exprimer un coût dynamique,
c’est-à-dire le coût d’uneexécution pourunedonnée fixée. En revanche, elle pourra intervenir (cf.x3.4.9) dans
le cadre d’un coût statique (cf.x3.3). Ainsi, une autre quantité également mesurée est lacomplexité en taille
[Weg75, LM88], qui chiffre la taille du résultat (en fonctionde la taille des données).

Le coût associé à la taille (statique) d’un programme peut êtrecomptabilisé, soit pour chaque exécution
(c’est alors un incrément au coût dynamique), soit, puisqu’ilest constant, pour un ensemble d’exécution (cf.x4.8.3).

Axiome en guise de conclusion. Dans notre formalisation, la trace seule reste détentrice detoute l’information
concernant l’exécution et, par là même, la performance. De sa fidélité dépend la pertinence du modèle.

3.2.3 Performance d’une machine concrète ou abstraite.

Si l’on ne prend pas en compte les contraintes extérieures au processeur, la mesure du temps d’exécution pour
une machine concrète est déterminée par le nombre de cycles nécessaires pour exécuter les instructions du
programme et le temps de cycle de l’horloge. La mesure de l’espace est le nombre d’octets alloués, la taille
consommée par une pile, etc. Pour des machines plus abstraites, les coûts, eux-même abstraits, peuvent être
déduits d’une implémentation de cette machine, ou bien peuvent mesurer des quantités de plus haut niveau.

En pratique, un coûtc~{ est attribué à la trace élémentaire~{ de chaque instructioni d’une machine, concrète
ou abstraite. Le coût total d’une exécution est la somme des coûts individuels de chacune des instructions.
Par exemple, nous avons vu que l’exécution du codecomp [[decnand]] sur une pile qui contient les valeurs
successives1 et0 (c.-à-d. la compilation denand(true; false)) avait la trace suivante dansM 0Mach (cf. x2.3.2) :hhMOV BP,SP; MOV AX,(BP+ depl); CMP AX,0; JZZF=0 addr ; MOV AX,(BP + depl); CMP AX,0;JZZF=1 addr ; MOV AX,1; JMP addr ; RET 4 ii
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Un chiffrage�Mach, et la mesure�Mach associée, estiment par exemple le coût de cette trace à :c MOV reg;reg + 2 c MOV reg ;(reg+depl) + 2 c CMP reg ;imm + c JZZF=0addr + c JZZF=1addr + c MOV reg;imm+c JMPaddr + c RETdepl
Nous avons noté d’un même symbole un coût constant dans une famille d’instructions.

Dans le cas d’instructions dont le comportement dynamique dépend du contexte, le coût est une fonction
des paramètres qui figurent dans la trace. Par exemple, la traceélémentaire< get_value Xn(t),Ai(t0) >
de l’instructionget_value, qui entre autres unifie ses deux arguments, a pour coût d’exécution une quan-
tité cget value Xn;Ai(t; t0) qui dépend des termest ett0 pointés respectivement par les registresXn etAi (cf. x2.3.1,
compromis). En réalité, cela ne permet de mesurer qu’une quantité liée au temps d’exécution. Pour tenir compte
également de l’espace mémoire, il faut aussi faire figurer parmiles paramètres la taille maximum déjà atteinte
par la pile d’unification [AK90].

3.2.4 Performance d’un langage compilé.

Nous avons vu que si l’on dispose d’une compilation d’un langageLs dans un langageLc, alors un modèle
d’exécution deLc détermine un modèle d’exécution deLs (déf. 2.4). De même, un modèle de performance
deLc détermine un modèle de performance deLs.
Définition 3.10. ( Modèle de performance d’un langage compilé )
Soient(TP ; TD; TR) une compilation d’un langageLs : Ps �Ds ! Rs dans un langageLc : Pc �Dc ! Rc
et (C;4; �c : Pc � Dc ! C) un modèle de performance dynamique deLc. Le modèle de performance deLs
compiléest(C;4; �s) défini par�s = �c � (TP ; TD).

C’est simplement dire que la performance d’un programme estcelle de son code compilé. Ainsi, le coût
d’exécution denand(true; false) selon�Comp est le même que celui indiqué ci-dessus pour�Mach à la
sectionx3.2.3.

3.2.5 Performance en sémantique naturelle.

Les opérateurs de construction d’arbres de preuve jouent le rôle d’instructions élémentaires de la machine
d’exécution en sémantique naturelle. Ils correspondent en pratique à chacune des constructions du langage,
permettant ainsi de chiffrer leur performance individuelle.

Interprétation additive.

La justification donnée pour l’additivité à la sectionx3.1.2 suggère aussi que la mesure de coût est obtenue par
composition des coûts des sous-termes. Par exemple, si les coûts des expressions< b^2 > et < 4*a*c > sont
respectivementc1 etc2, le coût global de< b^2-4*a*c > estc1 + c2 + cSUB, où cSUB est le coût spécifique d’une
soustraction.

Plus généralement, pour associer un coût à une preuve, on assimile un chiffrage� à une interprétation< additive> des arbres de preuve dans les coûts : si les arbres sont construits sur une signatureF , � est
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l’unique homomorphisme deM (F ) dans laF -algèbrehC; (fC)f2F i où les fonctionsfC sont déterminées par
un ensemble de coûts(cf)f2F :� 8f 2Fn 8c1; : : : ; cn 2C fC(c1; : : : ; cn) = cf + c1 + � � �+ cn
Par exemple, la traceM 0S:Nat(nand(true; false)) = �if(�var; �case true(�if(�var; �case false(�true)))) (cf. x2.4.4) cor-
respond au coût�S:Nat(nand(true; false)) suivant :2 cif + 2 cvar + ccase true + ccase false + ctrue
Si la trace est moins abstraite, si par exemple l’accès à la valeur d’une variable a une trace�var(E; x), le coût
élémentaire associécvar(E; x) dépend aussi deE etx.

L’analyse de coût de Sands [San93] comptabilise le nombre de fois qu’une règle particulière apparaît dans
l’arbre de preuve. Dans la formulation précédente, cela revient à décompter dans(IN;6) un coût élémentaire
de1 pour chaque occurrence de cette règle, et0 pour les autres règles.

Coût synthétisé.

Cette formulation revient aussi à considérer le coût d’exécution comme unattribut synthétiséde l’arbre de
preuve. Considérons par exemple la règle�if true :E ` exp1 ) true E ` exp2 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v
On matérialise le coûtc d’exécution d’une expressionexp dans un environnementE comme un attribut
synthétisé de l’arbre de preuve : un jugement prend alors la formeE ` exp ) v : c.E ` exp1 ) true : c1 E ` exp2 ) v : c2E ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v : c1 + c2 + cif true
Le coût est d’une certaine manière< calculé en même temps que le résultat5 >. Il est plus simple de ne faire
figurer que l’incrémentaux coûts synthétisés ; leur composition est alors implicite.E ` exp1 ) true E ` exp2 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v : cif true
Lorsque le comportement dynamique dépend de la valeur de certains paramètres, une règle est annotée ainsi :E ` var ) E(var) : cvar(E ; var)
Dans les spécifications qui suivent, une règle sans annotation est supposée de coût nul.

Implémentation formelle.

Voici un exemple de chiffrage des arbres de preuve qui modélise la performance dans l’implémentation donnée
à la sectionx2.2.5C’est un peu comme si un programme était doté de moyens pour simultanément calculer son résultat et estimer son coût d’exécution
(déduction faite de cette tâche supplémentaire). C’est ce que réalisent dans une certaine mesure les outils d’instrumentationqui analysent
dynamiquement le comportement des programmes (profiler) ou, dans un domaine voisin, les simulateurs de circuits intégrés.



84 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� ctrue = cfalse = c MOV reg;imm� cvar = c MOV reg ;(reg+depl)� cif = c CMP reg ;imm� ccase true = c JZZF=0addr + c JMPaddr� ccase false = c JZZF=1addr� ccalln = 8<: si n = 0 alors c CALLaddr + c RET
si n > 0 alors (n+ 1) c PUSH reg + c CALLaddr + c POP reg + c MOV reg;reg + c RETdepl

Il est possible d’obtenir une même mesure de performance à partir du modèlesMS:Nat (cf. x2.4.4, non-pseudo-
déterminisme). Il suffit pour cela que :� cif + ccase true = cif true et cif + ccase false = cif false
L’emploi de règles pseudo-déterministes n’est donc pas indispensable.

Implémentation informelle.

Lorsqu’une spécification en sémantique naturelle détermine à elle seule la machine d’exécution (cf.x2.4.3),
on donne un modèle de performance en annotant chacune des règles au moyen d’un coût élémentaire, comme
nous l’avons fait ci-dessus. Cela peut être accompagné de la justification informelle qui accrédite la fidélité du
modèle d’exécution (cf.x2.3.3).

Si l’on oublie momentanément la description formelle de l’implémentation de BOOL donnée à la sectionx2.2,
on peut par exemplejustifier informellementles règles annotées de la figure 3.1 ainsi :� L’évaluation d’une valeur booléenneimmédiate(true oufalse) a un coût constantcbool .� L’évaluation d’une variable accède en temps constantcvar à une valeur rangée dans l’environnement,

implémenté dans une pile comme un tableau d’arguments.� Le coût de la conditionnelleif estcif : il comprend le coût d’un test et, suivant que la condition estvraie
ou fausse, un saut avant ou après le traitement de la branchethen ouelse correspondante.� L’appel fonctionnel a un coûtcfunn qui ne dépend que du nombren d’arguments : il faut empiler
la valeur de chaque argument, appeler la fonction, et nettoyer la pile au retour. On peut également
préciser que ce coût est linéaire en fonction du nombre d’arguments, excepté pourn = 0 afin de
matérialiser l’optimisation du cas sans argument :cfun0 = ccall et cfunn = ccall+ csomearg+n carg pourn > 0.

L’argumentation détermine la pertinence des règles non-pseudo-déterministes, ou le recours éventuel à des
règles pseudo-déterministes. Nous donnons un autre exemple de ce style de spécification à la sectionx4.6.1
(modèle de performance).

Si l’on compare cette mesure de performance à celle de l’implémentation effective, la seule hypothèse
supplémentaire concerne le coût d’exécution de l’instructionJZ : on a supposé que< JZZF=1 addr > a
un comportement dynamique similaire au test< JZZF=0 > suivi d’un saut< JMP addr >, c’est-à-dire quec JZZF=1addr = c JZZF=0addr + c JMP addr . Cette identité n’est en fait qu’< approchée> dans le cas général ; c’est
le cas en particulier pour la mesure du temps d’exécution dansle 8086 qui chiffre en nombre de cyclesc JZZF=1 = 16 ; c JZZF=0 = 4 ; c JMP = 15. Cependant, c’est la mesure de performance simplificatrice que nous
adoptons pour BOOL dans la suite du document.



3.2 COÛT DYNAMIQUE 85E ` true) true : cbool E ` false) false : cbool E ` var ) E(var) : cvarE ` exp1 ) true E ` exp2 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v : cif E ` exp1 ) false E ` exp3 ) vE ` if exp1 then exp2 else exp3 ) v : cifE ` exp1 ) v1 : : : E ` expn ) vnE(fun) = (var1; : : : ; varn; exp) E + fvar 1 7! v1; : : : ; varn 7! vng ` exp ) vE ` fun(exp1, : : : ,expn)) v : cfunn
Figure 3.1 : Sémantique avec coûts des expressions de BOOL

Domaine de coût abstrait.

Nous n’avons pas, jusqu’à présent, explicité concrètement dedomaine de coût(C;+; :;4) pour nos exemples.
Ce n’est pas toujours indispensable ; le choix effectif d’undomaine et l’affectation de valeurs explicites aux
symbolesci peuvent être différés si l’on dispose depropriétés abstraitessur les coûts élémentaires.

Puisqu’un coût d’exécution est formé par composition additive de coûts élémentaires(ci)i2I deC attribués
aux opérations de la machine d’exécution, on peut réciproquement construire undomaine de coût abstrait
comme l’ensemble des combinaisons linéairesfiniesdes(ci)i2I. On le note

Pi2(I) IRci en insistant à nouveau
sur le fait que la somme reste finie.

Quant à la relation de coût4 surC, elle peut êtrepartiellementspécifiée en prolongeant par transitivité, et
éventuellement, réflexivité, additivité, etc. un ensemble de relations ponctuelles sur des combinaisons de(ci)i2I.
On peut ainsi obtenir des propriétés générales sur une classe de domaines qui vérifient un ensemble d’axiomes.
Cette notion est similaire à celle de classe équationnelle d’interprétation dans les algèbres (cf.x5.1.2).

Par exemple pour BOOL, nous considérons un domaine de coût algébrique abstrait(C;+; :;4) que nous
supposons additif, et la mesure de performance� : Dec � (Fun� BoolVal�) ! C définie par composition
des coûts élémentairescbool ; cvar ; cif; cfunn 2 C selon les régles de sémantique naturelle de la figure 3.1. Nous
faisons l’hypothèse supplémentaire que les coûts élémentaires vérifient :0 � cbool � cvar 4 cif � cfunn � cfunm pour 0 4 n < m
Reprenons le programmenand.fun nand(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else true
Ses coûts dynamiques sont :�(nand (true; true)) = 2 cif + 2 cvar + cbool�(nand (true; false)) = 2 cif + 2 cvar + cbool�(nand (false; true)) = cif + cvar + cbool�(nand (false; false)) = cif + cvar + cbool
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Dans tout domaine de coût algébrique additif qui vérifie les relations ci-dessus, on peut par exemple comparer :�(nand (false; true)) � �(nand (true; false))
Nous conservons ces hypothèses abstraites sur BOOL dans toute la suite de ce document.

Domaine de coût concret.

Voici un exemple concret de domaine de coût algébrique additiftotal sur BOOL :� (C;+; :;4) = (IR;+; :;6) ; l’ordre6 satisfait l’hypothèse d’additivité� cbool = 4� cvar = 17� cif = 22� cfun0 = 27 et cfunn = 11n+ 52 pour n > 0
Nous avons déduit ces quantités du nombre de cycles des instructions élémentaires du 8086 [DG82], avec
une approximation pour le cas decif (cf. < implémentation informelle> ci-dessus). Elles vérifient bien les
hypothèses du domaine de coût abstrait ci-dessus (les comparaisons entre coûts élémentaires).

3.2.6 Performance dans les schémas de programme.

Règles de réécriture.

En ce qui concerne les schémas de programme, le chiffrage à l’aide de coûts de la trace d’une dérivation est
similaire au chiffrage de la trace d’une machine concrète ou abstraite. Le coût total d’une exécution est la
somme des coûts élémentairescr attribués à chacune des règlesr.

Par exemple, la tracehhrcall2 ; rvar; riftrue; rvar; riffalse; rtrueii de l’exécution nand (true; false) (cf. x2.5.9,
exemple de conversion) a pour coût d’exécutionccall2 + 2 cvar + ciftrue + cif false + ctrue. On modélise ainsi une
mesure de performance similaire à celle obtenue en sémantique naturelle, au coûtccall2 de l’appel explicite près.

Interprétation.

Il est également possible de définir un coût d’exécution directement au niveau de l’interprétation, sans passer
par l’intermédiaire de règles de réécriture. Pour cela, on prendcomme trace (peu naturelle) d’une exécution
l’arbre algébrique plus petite solution du schéma (cf.x2.5.2). Le modèle d’exécution est donc défini par :� M : P �D !M (F;D) telle que 8(p; d)2P � D M(p d) = '(d1; : : : ; dn)�;M(F;D)

avec � = TP(p) et ('; (d1; : : : ; dn)) = TD(d)
De même que nous avons annoté les règles de sémantique naturellepour qu’elles calculent aussi des coûts (cf.x3.2.5, coût synthétisé), nous désirons équiper les opérateurs(fD)f2F de moyens similaires afin qu’évaluation
et mesure de performance soient simultanées. Dans le contexte algébrique, cela se traduit par une interprétation
de l’arbre'(d1; : : : ; dn)�;M(F;D), interprétation qui mêle la sémantiqueD et le chiffrage des coûts.
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Définition 3.11. ( Interprétation combinée< sémantique et coût> )
SoientD = h(Ds;6s;?s)s2S; (fD)f2F i uneF -interprétation etC un ensemble de coût. L’algèbre combinée< sémantique et coût>DC est définie par une famille de fonctions(�f)f2F telles que :� C = (C;6C;?C) est le domaine primitif construit surC : C = C?C = C [ f?Cg et6C est un ordre plat.� DC = h(Ds;C;6s;C;?s;C)s2S; (fDC)f2F i� Ds;C = Ds � C� 6s;C = 6s 
6C� ?s;C = (?s;?C)� 8f 2Fs1:::sns 8((d1; c1); : : : ; (dn; cn))2Ds1;C � � � � �Dsn;CfDC((d1; c1); : : : ; (dn; cn)) = (fD(d1; : : : ; dn); �f(d1; : : : ; dn; c1; : : : ; cn))� 8f 2Fs1:::sns �f : Ds1 � � � � �Dsn � Cn ! C
C’est une interprétation continue si les fonctions(�f)f2F sont continues.

Intuitivement, le chiffrage�f(d1; : : : ; dn; c1; : : : ; cn) représente le coût nécessaire à l’évaluation du termef(t1; : : : ; tn) sachant que l’évaluation du termeti retournerait la valeurdi, avec un coût d’évaluationci.
Considérons par exemple le cas deif(t1; t2; t3) dont la sémantique consiste à évaluert1 puis, selon le résultat,
à évaluert2 ou t3. En nous appuyant sur l’implémentation de BOOL, nous pouvons définir :� �if(v1; v2; v3 ; c1; c2; c3) = 8>>><>>>: c1 + c CMP reg;imm + c JZZF=0addr + c2 + c JMPaddr si v1 = truec1 + c CMP reg;imm + c JZZF=1addr + c3 si v1 = false?C si v1 = ?
Dans tous les cas, il faut évaluer la conditiont1, opération de coûtc1 ; le choix d’un coûtc2 ouc3 dépend de la
valeurv1 retournée par l’évaluation det1 ; s’ajoutent à cela des coûts constants qui dépendent ou non dev1.

En fait, l’< exécution de l’opérateurf > dans un termef(t1; : : : ; tn) a deux< activités>. D’une part
elle évalue un nombre de foisNf;i chacun de ses sous-termesti, nombre dépendant des résultats intermé-
diairesdi1; : : : ; dim déjà calculés, mais fini et en pratique égal à0 ou 1 ; ces évaluations comptent chacune
pour un coûtci. D’autre part, elle effectue ses propres opérations sur les données renvoyées par l’évaluation
des sous-termes, opérations qui participent pour un coût total cf dépendant aussi des résultats intermédiaires.
C’est pourquoi le chiffrage�f adopte en pratique la forme suivante.

Définition 3.12. ( Interprétation combinée< sémantique et coût algébrique> )
SoitD = h(Ds;6s;?s)s2S; (fD)f2F i uneF -interprétation et(C;+; :;4) est un domaine de coût algébrique.
L’ algèbre combinée< sémantique et coût algébrique> DC est définie par deux familles de fonctions(cf)f2F
et (Nf;i)n2IN;f2Fn;i2[n] telles que :� (C;+; :;4) est étendu en un domaine tel que?C est absorbant pour les lois< + > et< : >, et minimum

pour la relation< 4 >.� DC est l’interprétation construite par la définition 3.11 avec8f 2Fs1:::sns 8i2 [n] :� cf : Ds1 � � � � �Dsn ! C� Nf;i : Ds1 � � � � �Dsn ! IN? muni d’un ordre plat� 8(d1; : : : ; dn)2Ds1 � � � � �Dsn 8c1; : : : ; cn 2Cn�f(d1; : : : ; dn; c1; : : : ; cn) = cf(d1; : : : ; dn) +Nf;1(d1; : : : ; dn) c1 + � � �+Nf;n(d1; : : : ; dn) cn
C’est un interprétation continue si les fonctions(cf)f2F et (Nf;i)n2IN;f2Fn;i2[n] sont continues.

Dans le cas l’opérateurif, cela se traduit par :



88 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� cif(v1; v2; v3) = c CMP reg;imm +8>>><>>>: c JZZF=0addr + c JMPaddr si v1 = truec JZZF=1addr si v1 = false?C si v1 = ?� Nif;1(v1; v2; v3) = 1� Nif;2(v1; v2; v3) = si v1 = true alors 1 sinon 0� Nif;3(v1; v2; v3) = si v1 = false alors 1 sinon 0
Dans le cas d’un opérateurf 2 Fn interprété comme une fonctionfD stricte, on a8i2 [n] Nf;i = 1.

Si ce type de formulationconvient bienpour estimer le coût d’une expression ne comportant pas d’inconnues,
il pose en revanche un problème de fidélité pour une expressiont 2M(F [ �;D) car les appels procéduraux'(t1; : : : ; tn) n’apparaissent plus dans l’arbre infinit�;M (F;D). De même que nous avions rajouté à la signature
un opérateurvar afin de modéliser l’accès à une variable, nous ajoutons cette fois des opérateurscalln. La
traductionTP des programmes en un schéma traduit alors un appel fonctionnel non pas en'(t1; : : : ; tn) ,
mais encalln('(t1; : : : ; tn)) . Un arbret�;M (F;D) conserve ainsi la trace des appels. Parce que le dépliage qui
intervient dans la construction det�;M (F;D) copie les paramètres des inconnues, il faut tout de même affiner
cette formulation avec une notion de partage (par exemple avec des moyens évoqués dans [BL79]) lorsque l’on
veut modéliser une implémentation où l’appel fonctionnel n’évalue qu’une fois au plus ses arguments.

C’est aussi pour cela que cette présentation convient davantage pour une spécification à l’aide de schémas
réguliers (cf.x2.5.7, 2.5.8, 2.5.9) car ils explicitent dans la syntaxe à lafois l’appel procédural et le partage des
arguments. Dans le cas de l’appel par valeur, on a par exemple8i2 [n+ 1] Ncalln;i = 1.

On peut rapprocher cette formulation de celle qu’emploie Rosendahl pour l’analyse de complexité automa-
tique [Ros89]. Il transforme aussi un programme original pour en fabriquer une version qui compte le nombre
de pas d’exécution (tous les coûtscf sont égaux à1).

3.3 Coût statique.

La performance d’un programme dépend de la valeur de ses paramètres. S’ils sont encore inconnus, on peut
parfois donner des bornes au coût d’exécution. Dans le cas où l’on dispose d’un modèle de distribution de ces
paramètres, on peut également fournir une estimation statistique.

L’ analyse d’algorithmeest une discipline qui s’intéresse à la mesure de tels coûts. Elle rend compte
avec exactitude de la complexité des algorithmes. Bien qu’elle puisse dans certains cas être automatisée
[LM88, Ros89, FSZ89, FSZ91], elle ne sait pas conclure de manière systématique. Elle est de toute façon limitée
par l’indécidabilité de la terminaison des programmes, car un résultat de complexité en détient nécessairement
la preuve.

L’objectif de l’optimisationest de trouver un (ou le) meilleur programme possible. Nous limitons donc
notre ambition àcomparer qualitativementdes programmes plutôt qu’àexpliciter quantitativementla nature
de leur mérites respectifs.

3.3.1 Modèle de coût statique.

Comparer des programmes de domaines différents n’a pas beaucoup de sens. Un programme n’est pas meilleur
parce qu’il est défini là où un autre ne l’est pas : ils représentent chacuns deux fonctions différentes. Même
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si l’on restreint la comparaison à l’intersection des domaines de définition, cela ne suffit pas à lever certaines
incohérences. La transitivité en particulier n’y résiste pas. C’est pourquoi le modèle de coût statique compare
les programmes sur un même ensemble de donnéesD � D fixé, un support, inclus dans leur domaine de
définition6.
Définition 3.13. ( Support )
SoitL : P � D ! R un langage de programmation.� Un supportD est un sous-ensemble deD.� PD = fp 2 P j D � Dom(p)g est l’ensemble des programmes desupportD.

Pour comparer un programmep à un programmeq sur un supportD, on comparedans leur ensemble
les coûts�(p d)d2D et �(q d)d2D. Autrement dit, une comparaison de coût statique met en relation des
applications�(p) et�(q) deCD qui représentent l’ensemble des mesures de coût individuelles dep et q.
Définition 3.14. ( coût statique )
SoitL : P � D ! R un langage,D � D un support et(C;4; �) un modèle de performance dynamique deL.� Lamesure de performance statiqueest �̂ : P ! (D ! C) tq 8p2P 8d2Dom(p) �̂(p)(d) = �(p d)
On identifie dans l’écriture� et sa curryfication̂�.� Un domaine de coût statique de supportD est un domaine de coût(CD;4D)� Unemesure de coût statique de supportD est �D : PD ! CD définie par8p2PD �D(p) = �̂(p)jD� Un modèle de coût statique de supportD est une structure(CD;4D; �D)
On définit aussi :� Un domaine général de coût statiqueest une famille de domaines(CD;4D)D�D� Un modèle général de coût statiqueest une famille de modèles(CD;4D; �D)D�D� Un coût statique général de supports finisest une famille(4D)Dfini�D
On employera aussi le terme demodèle de performancepour désigner un modèle général de coût statique.
Lorsque qu’il n’y a pas ambiguïté sur le support, nous omettons l’indiceD des relations de coût. Un domaine
ou modèle de coût général(CD;4D)D�D est qualifié du nom (additif, antisymétrique, etc.) des propriétés de
chacunedes relations(4D)D�D.

L’existence d’un support n’est pas une contrainte importune puisqu’en pratique ce sont les programmes
équivalents, et donc de même domaine, qui nous intéressent. Éventuellement, une transformation paresseuseT (p) = p0 peut élargir strictement un domaine de définition :Dom(p)  Dom(p0), mais la comparaison entrep et p0 doit impérativement se borner au support initialDom(p). Si ce n’était pas le cas, le domaine ajouté
(Dom(p0) n Dom(p)) pourrait être constitué de données de faibles coûts d’exécution, réduisant strictement un
coût moyen global (p0 � p) mais augmentant celui de la restriction dep0 au domaine dep (p � p0jDom(p)) ; ce
serait l’effetcontraired’une optimisation.

Deux programmes, même équivalents, ne sont pas nécessairementcomparables car ils peuvent avoir des
performances relatives variables selon les données qu’on leur fournit. C’est pourquoi la relation de coût sur les
programmes est généralement partielle.6Le contexte lève généralement l’ambiguïté de notation qui existe entre un supportD � D, et un domaine ou ensemble de domainesD = (Ds)s2S .
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3.3.2 Procédés de construction de coûts statiques.

Il y a plusieurs moyens de construire une relation de coût statique4D sur un supportD donné :� déduire4D d’un coût dynamique4,� déduire4D d’un autre coût statique40D,� déduire4D d’une famille de coûts(40D0)D0�D,� combiner des coûts statiques connus.

Tout coût statique ainsi construit provient en définitive d’un ou de plusieurs coûts dynamiques. Nous formalisons
ici cesprocédésde construction. La section suivante (x3.4) en donne des exemples pratiques.

Coût statique déduit d’un coût dynamique.

Soit (C;4; �) un modèle de coût dynamique etD un support. Nous construisons des modèles de coût sta-
tique(CD;4D; �D) de supportD. Si(C;+; :) est un espace vectoriel, on considère l’espace vectoriel(CD;+; :)
des applications deD dans(C;+; :). Comme il est d’usage, nous notons de manière identique les lois surCD et
surC, et0 la fonction nulle deCD. Notons que si un coût dynamique4 est additif, il n’est pas garanti que4D
le soit aussi.

Définition 3.15. ( Construction de coût statique à partir d’un coût dynamique )
SoientC un ensemble de coûts etD un support. Unprocédé de construction de coût statique à partir d’un coût
dynamiqueest une applicationd-statD telle que :� d-statD : P(C � C)! P(CD � CD)
On note4d-stat;D la relation de coûtd-statD(4) surCD, déduite d’un domaine de coût(C;4)et d’un supportD.

La notation64stat;D est ambiguë ; elle peut désignerstatD(64) ou:(statD(4)), qui n’ont a priori aucun rapport.
Nous convenons de noter :� 64stat;D, négation de4stat;D, par opposition à(64)stat;D� <stat;D, réciproque de4stat;D, par opposition à(<)stat;D� �stat;D = 4stat;D \ 6<stat;D, par opposition à(�)stat;D� �stat;D = 4stat;D \<stat;D, par opposition à(�)stat;D.

Cette convention s’applique àd-stat, ainsi qu’aux procédéss-stat etg-stat qui suivent.

Coût statique déduit d’un coût statique.

Définition 3.16. ( Construction de coût statique à partir d’un coût statique )
SoientC un ensemble de coûts etD un support. Unprocédé de construction de coût statique à partir d’un coût
statiqueest une applications-statD telle que :� s-statD : P(CD � CD)! P(CD � CD)
On note4s-stat;D la relation de coûts-statD(4D) surCD de supportD, déduite d’un coût statique4D surCD
de supportD.
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Coût statique déduit d’un coût statique général.

Définition 3.17. ( Construction de coût statique à partir d’un coût statique général )
SoientC un ensemble de coûts etD un ensemble de données. Unprocédé de construction de coût statique à
partir d’un coût statique généralest une applicationg-stat telle que :� g-stat : SD�DP(CD � CD)D ! SD�DP(CD � CD)D
Un procédé de construction de coût statique à partir d’un coût statique général de supports finisest :� g-stat : SD fini�DP(CD � CD)D ! SD�DP(CD � CD)D
On note4g-stat;D la relation de coûtg-statD((4D0)D0�D) surCD de supportD, déduite d’une famille de coût
statique(4D0)D0�D.

Combinaison de coûts statiques.

Nous avons indiqué à la sectionx3.1.3 comment construire de nouveaux domaines de coûts par intersection ou
par produit. Pour le coût statique, il faut étendre ces définitions au cas d’une famille de domaines.

Définition 3.18. ( Coût statique combiné )
Soit ((CD;4i;D)D�D)i2I une famille de domaines généraux de coût statique.� Le domaine général decoût statique conjointest(CD;Ti2I 4i;D)D�D.

On note également :� Si2I((4i;D)D�D) = (Si2I 4i;D)D�D
Soit ((CDi ;4i;D)D�D)i2I une famille de domaines généraux de coût statique.� Le domaine général decoût statique produitest((Qi2I Ci)D;Ni2I 4i;D)D�D.� Le domaine général decoût statique produit lexicographiqueest((Qi2I Ci)D;Nlexi2I 4i;D)D�D.

Nous confondons les ensembles isomorphes(Qi2I Ci)D ' Qi2I CDi .

3.4 Constructions de coûts statiques.

Cette section regroupe quelques exemples de construction de coûts statiques. Ce sont essentiellement les notions
ordinaires de< meilleurpartout, presque partout, en moyenne, dans le pire cas>, ainsi que lesmajorationset
comparaisonsasymptotiques. Leurs propriétés (et notamment la transitivité) sont données àla sectionx3.6.

Dans les définitions qui suivent, nous parlons de< domaines de coût> sans démontrer que la relation
définie est un préordre. Ce point est traité plus loin à la sectionx3.6, où sont données toutes les propriétés qui
concernent ces coûts. On notera que certains nécessitent parfois une hypothèse technique supplémentaire que
nous n’avons pas fait figurer explicitement dans les définitions.

3.4.1 Coût absolu.

Le coût absolu est la relation naturellement induite surCD par un coût dynamique4 surC. La relationp 4abs q
signifie quep a des coûts toujours inférieurs à ceux deq, quels que soient les paramètres.
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Définition 3.19. ( Coût absolu )
Le domaine decoût absolu(CD;4abs;D), déduit d’un coût dynamique4 et d’un supportD, est défini par :� 8f; g 2CD f 4abs;D g ssi 8d2D f(d) 4 g(d)
Dans le modèle(CD;4abs;D; �), la relation sur les programmes se traduit par :� 8p; q2PD p 4abs;D;� q ssi 8d2D �(p d) 4 �(q d)
Comme nous l’avons mentionné, on omet les indicesD et� lorsque le contexte n’est pas ambigu.

Le modèle résultant n’est pas total, comme en témoignent ces exemples dans BOOL.fun nand1(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else truefun nand2(X,Y) = if Y then (if X then false else true) else truefun nand3(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else true
Les programmesnand1, nand2 et nand3, tous équivalents entre eux, ont pour domaineBoolVal � BoolVal.
Pour calculer leur coût dynamique, nous employons la formulation de la sectionx3.2.5 (implémentation
informelle).�(nand1 (X;Y )) = 8<: si X = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool

si X = false alors cif + cvar + cbool�(nand2 (X;Y )) = 8<: si Y = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool
si Y = false alors cif + cvar + cbool�(nand3 (X;Y )) = 8>>><>>>: si X = true et Y = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool
si X = true et Y = false alors 2 cif + 3 cvar
si X = false alors cif + cvar + cbool

Sachant quecbool � cvar (cf. x3.2.5, domaine de coût implicite), nous pouvons comparernand1 �abs nand3.
Par contre, Le programmenand2 n’est comparable à aucun des deux autres car il est meilleur sur (true; false),
mais moins bon sur(false; true). Donc nand2 67abs nand1 ; nand3. Le coût absolu est peu nuancé ; il
ne compare qu’un faible nombre de programmes car une seule donnée du domaine peut faire échouer la
comparaison.

3.4.2 Coût presque partout.

Le coûtpresque partoutest un procédé de construction de coût statique à partir d’un coût statique général(4D)D�D, qu’il affaiblit : la relationp 4pp q signifie quep est meilleur queq au sens de(4D)D�D sauf,
éventuellement, sur un nombre fini de données. Pour cela, il nousfaut pouvoir restreindre l’expression d’un
coût à un sous-ensemble du support. C’est l’objet ducoût restreint.

Définition 3.20. ( Coût restreint )
Soit (4D)D�D une famille de relations de coût. Pour tout supportD � D et tout sous-ensembleD0 � D, la
relation4DjD0 decoût de supportD restreint àD0 est définie par :� 8f; g 2CD f 4DjD0 g ssi fjD0 4D0 gjD0
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SiD0 est un sous-ensemble quelconque deD, on note4DjD0 la relation de coût restreint4DjD\D0 .
Le coût restreint4DjD0 est une relation surCD. Il diffère en cela du coût4D\D0 , qui est une relation surCD\D0 . Il n’a pas d’intérêt en soi ; en revanche, il est employé dans laconstruction d’autres coûts, comme ici

du coût presque partout.

Définition 3.21. ( Coût presque partout )
Le domaine decoût presque partout(CD;4pp;D), déduit d’un coût statique général(4D)D�D, est défini par :� 8f; g2 CD f 4pp;D g ssi 9� fini�D f 4DjDn� g
Cette relation s’écrit aussi4pp;D = S� fini�D 4DjDn�. On note4pp(�);D = 4DjDn� pour� fini � D. Pour
assurer la transitivité de4pp, il faut que(4D)D�D soit compatible avec la restriction du support (cf.x3.5.3).

Ce coût n’a d’intérêt que sur des supports infinis7. Il n’est d’aucune utilité pour les supports finis car un
choix de� = D, alors fini, rend tous les programmes�pp-équivalents entre eux8 :� 8D fini�D 4pp;D = �triv;D
En ce qui concerne BOOL, langage de domaines finis (déf. 2.1), nous ne sommes donc guère avancés :nand1 �ppnand2 �pp nand3. Mais considérons les deux programmes SML équivalents suivants, qui implémentent la
multiplication par deux sur le domaine infini des entiers naturels en représentation unaire.fun double1 O = O| double1 (S n) = S (S (double1 n))fun double2 n = letfun dbl O = n| dbl (S m) = S(dbl m)in dbl n end
Sans donner le détail d’un modèle d’exécution ni d’un modèle de performance, on peut imaginer qu’il leur
correspond des coûts scalaires respectifs de la forme�(double1 (n)) = 2nc0 + c1 et �(double2 (n)) =nc0 + c2 avec c1 � c2 : le programmedouble2 nécessite un peu plus de travail à l’initialisation (stockage
de la valeurn, etc.), mais construit deux fois moins de termes quedouble1. Ces mesures vérifient la relation�(double2 (n)) 4 �(double1 (n)) ssi n > (c2�c1)=c0 = n0. Par conséquent,double2 4abs-pp double1 :
le programmedouble1 est meilleur quedouble2 sur lesbn0c premiers entiers, mais est moins bon sur tous
les suivants.

3.4.3 Coût selon une distribution.

Avant de définir les coûts moyens, nous introduisons la notion dedistribution, qui permet de pondérer une
mesure de coût selon une répartition des données.

Définition 3.22. ( Distribution )
SoitD � D un ensemble de données.7Si l’on considère les limites physiques des machines, les domaines sont toujours finis mais totalement impropres à l’analyse
théorique. On est dans la situation paradoxale où l’on peut préfererpresque partoutun programme moins bon sur les données pratiques
(de petite taille) mais excellent sur les données de taille supérieure à la mémoire, impraticables. Le coût moyen souffre la même critique.8Une variante du coût presque partout définie comme4pp;D sur les supports infinis et comme4abs;D sur les support finis éviterait
ce problème.



94 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� UnedistributionsurD est une application� : D ! IR+� Unedistribution normaleest une distribution� : D ! [0; 1] telle que
Pd2D �(d) = 1� Unedistribution uniformeest une distribution constante non nulle� Une distribution� eststrictement posivite, noté� > 0, ssi� : D! IR+ n f0g� Pour toutf 2 CD, l’application�:f 2 CD est définie par :8d2D (�:f)(d) = �(d)f(d)

Nous notonsDist(D) l’ensemble des distributions surD.

Une distribution normale joue le rôle d’une probabilité surD. Les distributions, comme les coûts, sont définis
à une constante multiplicative près. Les poids�(d) définissent simplement l’importance relative des données
les unes par rapport aux autres.

Définition 3.23. ( Coût selon une distribution )
Le domaine(CD;4�D) de coût statique selon la distribution�, déduit du domaine(CD;4D), est défini par :� 8f; g 2CD f 4�D g ssi �:f 4D �:g
Dans le modèle(CD;4�D; �), la relation4�D se traduit ainsi sur les programmes :� 8p; q2PD p 4�D;� q ssi �:�(p) 4D �:�(q)
La mesure de coût�� selon la distribution� est défini par :� �� : PD ! C tq 8p2PD ��(p) = �:�(p)
Les modèles(CD;4�D; �) et (CD;4D; ��) sont équivalents : on a(4�D)� = (4D)�� surPD.

Il est équivalent d’appliquer la distribution� au coût statique4D ou à la mesure�. Si le coût statique de
départ est noté4stat;D, il faut a priori différencier4�stat;D, défini ci-dessus, de(4�D)stat;D.

L’influence de la répartition des données n’est pas une préoccupation artificielle. Par exemple, il est
important de savoir qu’un tri commequicksort,O(n log n) en moyenne, ne convient pas pour une remise à
jour après une petite modification car il est quadratique sur les listes<presque triées>. Cependant, le maniement
pratique du coût selon une distribution est délicat, parce quel’on a en général qu’une faible connaissance de la
répartition effective des données qui vont être fournies au programme. Il est assez rare de voir apparaître cette
information dans la spécification ou l’interface d’un programme.

3.4.4 Coût moyen.

L’étude de lacomplexitéd’un programme donne une mesure du coût d’exécutionmoyen asymptotiqueen
fonction de lataille de ses arguments. Nous désirons dans cette section nous affranchir cette notion de taille, qui
n’est pasintrinsèque. Nous examinons toutefois les coûts asymptotiques dans une section ultérieure (x3.4.9).

Les domaines de définition des programmes sont en règle générale des ensembles infinis9. Il est difficile
de comparer un programmep à un programmeq si les sommes de coûts�(p) = Pd2D �(p d) et �(q) =Pd2D �(q d) divergent. Toutefois, comme nous l’avons dit dans l’introduction de la section sur le coût statique9Ils sont en pratique dénombrables (les réels, par exemple, n’en portent que le nom). D’autre part, le paradoxe mentionné à propos
du coût presque partout (cf.x3.4.2, note de bas de page numéro 7) tient aussi : on peut être meilleuren moyennesur les données
inaccessibles en termes physiques. Si l’on a deux programmesp1 etp2 de complexité moyenne respective�1(n) et�2(n) en fonctions
de la taillen de leurs arguments, bien que�1(n) puisse être asymptotiquement négligeable devant�2(n) en termes asymptotiques, il
peut être prépondérant sur les données pratiques, par exemple à cause d’une constante de proportionnalité démesurément grande.
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(cf. x3.3), ce qui nous importe est de comparerp à q, et non d’expliciter des valeurs�(p) et�(q). Il nous faut
donc simplement connaître le signe de

Pd2D(�(q d)� �(p d)).
Cependant, on ne peut pas toujours donner un sens à une telle sommation. Par exemple, bien que la sérieP1n=1(�1)n=n converge, on peut donner n’importe quelle< limite > (et même la faire diverger) à la somme

informelle
Pn>1(�1)n=n, suivant la manière dont on regroupe les termes à sommer. Pourdonner un exemple

plus concret, considérons par exemple les deux programmes SML équivalents suivants, qui testent la parité des
entiers relatifs.fun pair1(x) = if (x mod 2)=0 then true else not(true)fun pair2(x) = if (x mod 2)=0 then not(false) else false
En supposant constant le calcul du modulo à deux (ou tout du moins indépendant de la parité), ces deux
programmes, de domaineZZ, ont des coûts de la forme :�(pair1 (x)) = si x est pair alorsc sinon c+ cnot�(pair2 (x)) = si x est pair alorsc+ cnot sinon c
On est tenté de dire que ces programmes sontéquivalents en moyenne. Considérons pourtant(Di)i2ZZ, la
partition infinie en ensembles finis de leur domaineZZ, définie parDi = f2i+ 1; 4i; 4i+ 2g. Nous avons pour
tout i 2 ZZ les coûts moyens ordinaires�moy(pair1jDi) = c + 13 cnot et �moy(pair2jDi) = c + 23 cnot. Par
conséquent,pair1 �moyjDi pair2 : le programmepair1 eststrictementmeilleur en moyenne quepair2
sur chaque élément de la partition(Di)i2ZZ. On ne peut pourtant en déduire quepair1 �moy pair2 car la
partition symétriquef2i; 4i + 1; 4i+ 3gi2ZZ conduirait à la contradictionpair2 �moy pair1. Un modèle qui< trancherait> finalement pourpair1 �moy pair2 comparerait énormément de programmes disparates. Nous
préférons dire ici quepair1 etpair2 ne sont pascomparables en moyenne :pair1 67moy pair2.

Ce problème correspond à la notion defamille sommable[RDO77] dans les espace vectoriel normés (resp.
somme partielle généraliséepour les séries). Si la limite de la série

P1n=1(�1)n=n dépend de la manière dont
on somme les termes, c’est parce qu’elle ne converge pasnormalement. En fait, dans le cas d’un espace de
Banach, ce sont exactement lesfamilles absolument sommables(resp. lesséries normalement convergentes) qui
sont indifférentes à l’ordre de sommation. La convergence dela somme desmodulesdans un treillis vectoriel
(espace de Riesz) est également suffisante pour assurer l’indépendance de l’ordre de sommation.

En ce qui nous concerne, si
Pd2D(�(q d)��(p d)) est sommable de sommec, la comparaison dep avecq

est équivalente à la connaissance du signe dec. Mais nous pouvons également statuer sur cette comparaison si
cette sommediverge normalement avec un signe constant.

Le problème ne se pose pas sur un support fini (c’est le cas en particulier d’un langage de domaines finis)
car la sommation converge trivialement. De plus, l’ensemble C des coûts dynamiques suffit à expliciter la
comparaison de coût moyen surP ; il n’est pas indispensable d’employer l’ensemble fonctionnelCD.

Définition 3.24. ( Coût moyen sur un support fini )
Le domaine(CD;4moy;D) de coût moyen (implicite) sur un support finiD déduit du domaine de coût algé-
brique(C;+; :;4) est :� 8f; g2 CD f 4moy;D g ssi

Pd2D f(d) 4Pd2D g(d)
Dans le modèle(CD;4moy;D; �), la relation4moy;D se traduit ainsi sur les programmes :� 8p; q2PD p 4moy;D;� q ssi

Pd2D �(p d) 4Pd2D �(q d)
La mesure�moy;D de coût moyen (explicite) sur un support finiD est définie par :



96 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� �moy;D : PD ! C tq 8p2PD �moy;D(p) =Pd2D �(p d)=jDj
Par convention, cette somme est nulle sur un supportD vide. On a alors4moy;? = �triv. Les modèles(CD;4moy;D; �) et (C;4; �moy;D) sont équivalents10 : 4moy;D;� = 4�moy;D sur les programmesPD.

Il est équivalent de calculer le coût moyen explicitement par la mesure�moy, ou implicitement par la
relation de coût4moy. Notons qu’il n’est pas indispensable de diviser la somme

Pd2D �(p d) parjDj car on ne
compare que des programme de même support, mais la valeur ainsi obtenue correspond à la notion ordinaire
de moyenne.

Le langage BOOL est précisément de domaines finis. Reprenons les programmesnandi.fun nand1(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else truefun nand2(X,Y) = if Y then (if X then false else true) else truefun nand3(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else true
Nous obtenons : �moy(nand1) = 3=2 cif + 3=2 cvar + cbool�moy(nand2) = 3=2 cif + 3=2 cvar + cbool�moy(nand3) = 3=2 cif + 7=4 cvar + 3=4 cbool
Par conséquent,nand2 �moy nand1 �moy nand3, grâce aux hypothèses0 � cbool � cvar 4 cif. Soit � la
distribution normale définie par : �(true; true) = 1=6�(true; false) = 1=6�(false; true) = 1=3�(false; false) = 1=3
Elle signifie qu’il y a deux fois moins de< chances> que le premier paramètreX soit true plutôt quefalse.
Nous pouvons calculer les coûts moyens selon� :��moy(nand1) = 4=3 cif + 4=3 cvar + cbool��moy(nand2) = 5=3 cif + 5=3 cvar + cbool��moy(nand3) = 4=3 cif + 3=2 cvar + 5=6 cbool
La hiérarchie est modifiée :nand1 ��moy nand3 ��moy nand2.

3.4.5 Coût fini.

La relation précédente peut être étendue au cas d’un supportD infini en limitant l’expression du coût à un
ensemble fini et en imposant la comparaison de coût absolu sur lereste du domaine11. Cecoût fini, nécessitant
une opération de restriction, est un procédé de construction de coût statique à partir d’un coût statique général.
Pour garantir la transitivité, il fait deux hypothèses techniques, que nous ne formulerons qu’à la section suivante,
une fois les coûts principaux présentés : stabilité (cf.x3.5.1) et compatibilité avec la fusion faible des supports
(cf. x3.5.4).10En toute rigueur, il n’y a équivalence que si4 est homothétique.11On peut aussi envisager d’imposer n’importe quel coût statique, autre que le coût absolu, dumoment qu’il autorise des supports
infinis.



3.4 CONSTRUCTIONS DE COÛTS STATIQUES 97

Définition 3.25. ( Coût fini )
Le domaine de coût fini(CD;4�ni;D), déduit d’un supportD et d’un coût statique(4D)D�D est défini par :� 8f; g2 CD f 4�ni;D g ssi 9� fini�D f 4Dj� g et f 4abs;DjDn� g
Cette relation s’écrit aussi4�ni;D = S� fini�D(4Dj� \4abs;DjDn�). On note4�ni(�);D = 4Dj� \4abs;DjDn�
pour� fini � D.

En se basant sur le coût moyen sur un support fini(4moy;D)D�D, on peut ainsi former une relation decoût
moyen fini4moy-�ni;D;� :� 8p; q2PD p 4moy-�ni q ssi 9� fini�D Pd2� �(p d) 4Pd2� �(q d) et 8d2Dn� f(d) 4 g(d)
Le coût fini permet non seulement de comparer des programmes de domaine infini, mais aussi des programmes
decoût non borné. Par exemple, le coût moyen fini compare les programmesdouble1 etdouble2 rencontrés
à propos du coût presque partout (cf.x3.4.2). En effet,

Pmn=0 2nc0 + c1 > Pmn=0 nc0 + c2 ssi m >2 (c2 � c1)=c0 = m0. Posons� = fn 2 IN j n 6 m0g. Le programmedouble2 est meilleur quedouble1,
d’une part en moyenne sur l’ensemble fini�, et d’autre part pour tout entier à l’extérieur de�. Nous avons
doncdouble2 4moy-�ni double1.

3.4.6 Coût presque fini.

La limite d’une famille sommableest spécifiée à l’aide de labase d’idéaux engendrés par les parties finies
de l’ensemble d’indices. Cependant, la convergence nous importe moins ici que le signe de la sommation. La
définition du coût fini est adaptée en conséquence : au lieu d’imposerle coût absolu sur le reste du support
(c’est-à-dire surD n�), le coût presque finirequiert simplement d’être meilleur sur tous les surensembles finis
d’un ensemble fini (c’est-à-dire sur�). C’est un procédé de construction de coût statique à partir d’un coût
statique général.

Définition 3.26. ( Coût presque fini )
Le domaine decoût presque fini(CD;4p�ni;D), déduit d’une relation de coût statique générale(4D)D�D et
d’un supportD, est défini par :� 8f; g2 CD f 4p�ni;D g ssi 9� fini�D 8�0 fini�� f 4Dj�0 g
On note4p�ni(�);D = T�0 fini��4Dj�0 pour tout� fini � D. La relation de coût presque fini s’écrit alors4p�ni;D = S� fini�D 4p�ni(�);D.

Par exemple, la relation decoût moyen presque fini4moy-p�ni;D;� se traduit surPD par :� 8p; q2PD p 4moy-p�ni q ssi 9� fini�D 8�0 fini �� Pd2�0 �(p d) 4Pd2�0 �(q d)
Considérons les deux fonctionsf etg de(IRIN;+; :;6) définies par :f(n) = 1+1=2n pourn > 0, etg(0) = 3,g(n) = 1 pour n > 1 (il n’y a pas dans la réalité de programme ayant des coûts infiniment petits ; il faut
imaginer qu’une distribution a altéré les mesures de coût). Lecoût moyen presque fini comparef 4moy-p�ni g,
car toutes les sommes partielles def sur les sur-ensembles de� = f0g restent inférieures à celles deg. Bien
que la somme des coûts deg � f soit infiniment proche de0, elle reste strictement positive. Nous avons donc
en réalitéf �moy-p�ni g.

3.4.7 Coût limite.

Le coût moyen limiteveut faire en sorte que les fonctionsf et g de l’exemple précédent, dont la somme des
différences de coûts< converge vers 0>, soient considérées équivalentes. Plus généralement, lecoût limite



98 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCEf 4lim;D g signifie que la comparaisonf 4D g est vraie à un coût arbitrairement petit près. Il nécessite une
topologie surC.
Définition 3.27. ( Domaine de coût normé )
Un domaine de coût normé(C;+; :;4) est un domaine de coût algébrique tel que :� (C;+; :) est unIR-espace vectoriel normé, complet� La norme estmonotone: 8c; c0 2C si 0 4 c 4 c0 alors 0 6 kck 6 kc0k
Si I est fini, l’espace vectoriel produit(Qi2I Ci;+; :) de(Ci;+i; :i)i2I est normé12 par :� 8(ci)i2I 2 Qi2I Ci k(ci)i2Ik =Pi2I kciki
L’espace vectoriel(CDnorm;+; :) des fonctionsf deCD telles que

Pd2D kf(d)k converge est normé par :� 8f 2 CDnorm kfk =Pd2D kf(d)k
Pour toutf 2 CDnorm, la somme

Pd2D f(d) est définie car elle convergenormalement(cf. x3.4.4).

La norme surCDnorm n’est pas nécessairement monotone pour toute relation4D. L’espace(CDnorm;+; :)
contient en particulier l’espace vectoriel des fonctionspresque nulles(nulles sauf sur un ensemble fini).

Définition 3.28. ( Coût limite )
Le domaine decoût limite(CD;4lim;D), déduit d’un coût statique4D additif et normé est défini par :� 8f; g 2CD f 4lim;D g ssi 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " et f 4D g + h
L’additivité est indispensable pour la transitivité (tabl. 3.5).

Le cas particulier decoût moyen limitef 4moy-p�ni-lim g, en fait presque fini mais que nous abrégeons enf 4moy-lim g, s’exprime ainsi :� 8"> 0 9c2C kck 6 " et 9� fini �D 8�0 fini�� Pd2�0 f(d) 4Pd2�0 g(d) + c
La convergence normalenous permet de définir également :� 8f; g 2CD f 4moy-cvn g ssi g � f 2 CDnorm et 0 4Pd2D(g � f)(d)
La définition de4moy-cvn, coût moyen normalement convergent, est bien indépendante de l’ordre de sommation
mais impose la convergence des sommes ; elle ne laisse pas la possibilité d’une divergence avec un signe
constant. Elle est étendue au coût moyen limite par la proposition suivante, qui fournit aussi un moyen plus
simple de décider sif 4moy-lim g.

Proposition 3.1. ( Condition suffisante pour le coût moyen limite )
Soit (C;+; :;4; sup; inf) un domaine de coût additif et normé tel que :� (C;4; sup; inf) est un treillis (on notejcj = sup(c; 0) + inf(c; 0))� Le treillis estnormé13 : 8c; c0 2 C si jcj 4 jc0j alors kck 6 kc0k
On a alors :� 8f; g 2CD si 9h2CD f 4moy-cvn h 4moy-p�ni g alors f 4moy-p�ni-lim g
Il suffit en particulier quef 4moy-cvn h 4abs g. Symétriquement,f 4moy-p�ni h 4moy-cvn g est aussi une
condition suffisante.12Les normes définies park(ci)i2Ik = maxi2I(kciki) ou

qPi2I kcik2i définissent la même topologie. Il en va de même pour la
norme (partielle) surCD définie ci-après.13Puisque la norme est monotone par hypothèse (déf. 3.27), une condition équivalente est simplement8c2C k jcj k = kck:
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Autrement dit, pour prouverf 4moy-lim g, il suffit de trouver une fonctionh partout dominée parg, et dont
la différence avecf est absolument sommable, de somme positive. On a séparé d’unepart la convergence deh � f , et d’autre part une majorationh 4moy-p�ni g (une condition suffisante esth 4abs g), qui permet àg
d’être< infiniment> supérieur àh.

La relation4moy-lim compare les fonctionsf etg données en exemple du coût moyen presque fini (cf.x3.4.6).
Alors que nous n’avions quef �moy-p�ni g, nous pouvons ici<passer à la limite> : f �moy-lim g. Le coût moyen
limite fait davantage que compléter certaines relations déjàexistantes sur4moy-p�ni. Considérons par exemple
les fonctionsf 0 et g0 de (IRIN;+; :;6) définies par :f 0(2n) = 0, f 0(2n + 1) = 1=2n, et g0(n) = f 0(n + 1),
pourn 2 IN. Elles ne sont pas comparables par4moy-p�ni, mais sont�moy-lim-équivalentes.

Notons également que4moy-lim ne compare effectivement paspair1 etpair2, dont la différence de coût
ne converge pas normalement. En fait, un coût moyen qui affirmerait pair1 �moy pair2 déciderait aussi
équivalents tous les programmes dont la différence de coût ne converge pas normalement.

3.4.8 Coût maximum.

Un algorithme est assez bien caractérisé par l’étude de son comportement en moyenne14. Cette analyse peut être
complétée par l’étude du pire cas, c’est-à-dire la recherche ducoût maximum. En pratique, cela n’est vraiment
possible que sur un support fini car, si les coûts ne sont pas bornés (et c’est le cas le plus fréquent), il n’est pas
possible de comparer deux programmes selon une notion de coûtmaximum. Comme pour le coût moyen, on
peut toutefois étudier leur comportement asymptotique (cf.x3.4.9).

Définition 3.29. ( Coût maximum )
Le domaine(CD;4max;D) decoût maximum (implicite), déduit d’un coût dynamique4 et d’un supportD, est :� 8f; g2 CD f 4max;D g ssi 9d02D 8d2D f(d)4 g(d0)
Dans le modèle(CD;4max;D; �), la relation4max;D se traduit ainsi sur les programmes :� 8p; q2PD p 4max;D;� q ssi 9d02D 8d2D �(p d) 4 �(q d0)
Si4 est totale, lamesure�max de coût maximum (explicite) sur un supportD fini non-videest définie par :� 8C fini; non-vide �C max(C) = maxc2C(c) = c0 tel que c0 2 C et 8c2C c 4 c0� �max;D : PD ! C tq 8p2PD �max(p) = max(�(p D)) = maxd2D(�(p d))
La mesure de coût maximum�max se traduit ainsi en terme de comparaison de programmes :� 8p; q2PD p 4max q ssi maxd2D �(p d) 4 maxd2D �(q d)
Les modèles(CD;4max;D; �) et (C;4; �max;D) sont équivalent : on a4max;D;� = 4�max;D surPD.

Il est équivalent de calculer le coût maximum explicitement par la mesure�max, ou implicitement par la
relation de coût4max.

Dans l’optique d’une optimisation, la comparaison de coût4max a, seule, relativement peu d’intérêt.
En revanche, elle convient bien pour renforcer une autre comparaison, comme par exemple4moy-max =4moy \4max, que l’on a mentionné à propos du coût conjoint (cf.x3.1.3). Par exemple, les programmesnandi
de BOOL ont les coûts maximums suivants :�max(nand1) = 2 cif + 2 cvar + cbool14Pour mieux cerner le comportement en moyenne s’ajoute aussi l’étude de l’écart type.
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Par conséquent,nand2 �max nand1 �max nand3. C’est la même hiérarchie que pour le coût moyen. Nous
avons doncnand2 �moy-max nand1 �moy-max nand3.

Mais considérons maintenant, toujours dans BOOL, les deux programmesfoo1 etfoo2 équivalents15 suivants.fun foo1(X,Y,Z) = if X then if Y then true else Zelse if Z then Y else truefun foo2(X,Y,Z) = if Y then trueelse if X then Zelse if Z then false else true
Ils ont pour coût moyen : �moy(foo1) = 2 cif + 5=2 cvar + 1=2 cbool�moy(foo2) = 7=4 cif + 2 cvar + 3=4 cbool
Grâce aux hypothèses0 � cbool � cvar 4 cif, nous obtenonsfoo1 �moy foo2 : le programmefoo2 est
préférable en moyenne àfoo1. Ces mêmes hypothèses nous permettent de calculer les coûts maximaux�max(foo1) = 2 cif + 3 cvar�max(foo2) = 3 cif + 3 cvar + cbool
et de comparerfoo1 �max foo2. Au total, il est peut être avantageux en moyenne de remplacerfoo1 parfoo2, mais il faut savoir que le pire cas de performance est encoreplus mauvais :foo1 67moy-max foo2.

3.4.9 Coûts asymptotiques.

Nous nous sommes efforcés de donner une définition du coût moyen qui soit intrinsèque (cf.x3.4.4). L’obstacle
majeur était la dépendance dans l’ordre de sommation des coûts.Lorsqu’il existe uneénumération des données
qui fait un sens pour le problème posé, elle impose un ordre et donne une signification à toute somme.
Introduisons tout d’abord la notion detaille.

Définition 3.30. ( Taille )
Une taille sur un ensemble de donnéesD � D est une application deD ! IN, notéej : j, qui associe à toute
donnéed un entier, notéjdj, tel que les ensemblesfd 2 D j n = jdjg soient finis pour toutn 2 IN.

C’est la définition adoptée dans les formulations usuelles de complexité asymptotique. Il faut quotienter
l’ensemble des données par une relation d’équivalence si l’onveut pouvoir définir une fonction taille qui, par
exemple, associe à une liste sa longueur16 Notons aussi que :� ffd 2 D j n = jdjg j n 2 INg est une partition deD� fd 2 D j n 6 jdjg est fini pour toutn 2 IN15Tous deux implémententY _ (X , Z).16Dans ce cas, le programme que l’on désire analyser ne doit pas aller examiner le contenu des cellules de liste.



3.4 CONSTRUCTIONS DE COÛTS STATIQUES 101� Sn2INfd 2 D j n 6 jdjg = Sn2INfd 2 D j n = jdjg = D
Les coûts asymptotiques sont des procédés de construction de coût statique à partir d’un coût statique général
de supportsfinis. Ces supports sont les ensemblesfd 2 D j n = jdjg pour le coûtasymptotique local, qui
étudie le comportement à l’infini des données demêmetaille, etfd 2 D j n 6 jdjg pour le coûtasymptotique
global, qui cumule l’analyse du comportement sur les données d’au plusune certaine taille.

Définition 3.31. ( Coût asymptotique local )
Le domaine decoût asymptotique local(CD;4asymloc;D), déduit d’un coût statique général de supports finis(4D)D fini�D et d’un supportD, est défini par :� 8f; g2 CD f 4asymloc;D g ssi 9N 2 IN 8n>N f 4Djfd2D : n=jdjg g
On note4asymloc(N) = Tn>N 4Djfd2D : n=jdjg. La relation s’écrit alors4asymloc = SN2IN4asymloc(N).
Définition 3.32. ( Coût asymptotique global )
Le domaine decoût asymptotique global(CD;4asymglob;D), déduit d’un coût statique général de supports finis(4D)D fini�D et d’un supportD, est défini par :� 8f; g2 CD f 4asymglob;D g ssi 9N 2 IN 8n>N f 4Djfd2D : n>jdjg g
On note4asymglob(N) = Tn>N 4Djfd2D : n>jdjg. La relation s’écrit alors4asymglob = SN2IN4asymglob(N).
Nous avons ainsi :� 8p; q2PD p 4moy-asymloc q ssi 9N 2 IN 8n>N Pjdj=n �(p d) 4Pjdj=n �(q d)� 8p; q2PD p 4max-asymglob q ssi 9N 2 IN 8n>N maxjdj6n �(p d) 4 maxjdj6n �(q d)
Considérons par exemple le cas oùD = IN�, et où la taille jdj d’un entierd 2 IN� est le nombre de symboles
dans sa représentation en base 2. Autrement dit,� 8d2 IN� jdj = blog2(d)c+ 1
Réciproquement,� jdj = n ssi d 2 f2n�1; : : : ; 2n � 1g
On a alors :� 8p; q2PD p 4moy-asymloc q ssi 9N 2 IN 8n>N P2n�1d=2n�1 �(p d) 4P2n�1d=2n�1 �(q d)� 8p; q2PD p 4max-asymglob q ssi 9N 2 IN 8n>N 9d< 2n 8d0< 2n �(p d0) 4 �(q d0)
Dans ce dernier cas, nous avons supposé que la relation4 était totale.

Il faut noter que le coût asymptotique local et le coût asymptotique global sont en général différents. La
sectionx3.6.6 donne quelques relations entre eux.

3.4.10 Coûts majorés.

L’analyse de la complexité d’un programme donne une image finedu comportement en moyenne : elle dit
qu’un algorithme estlinéaire, quadratique, etc. (en fonctions de la tailles des données). L’étude durapport de
performancede deux programmes donne une appréciation de la complexité moins précise, mais en revanche
plus simple et plus systématique. C’est l’approche employée par exemple par Andersen et Gomard [AG92]
pour analyser la performance de la spécialisation (cf.x1.3.4, objet des transformations). Elle tranche avec les
coûts précédents où nous avons chiffré en quelque sorte ladifférence de performance, qui ne permet pas de
distinguer une optimisation constante d’un gain de nature exponentielle.
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Un programmep est inférieur à un programmeq selon lecoût majorési le coût dep est inférieur à celui
deq d’un facteur linéaire au moins� 2 IR+.� Le cas� > 1 donne un sens au remplacement deq parp dans le but d’optimiser.� Le cas� = 1 n’altère pas la comparaison de départ.� Le cas0 < � < 1 correspond à la relation réciproque du cas1=� > 1.� Le cas� = 0 exprime queq est positif ; il ne dit rien surp.

C’est bien entendu le cas� > 1 qui nous intéresse, mais les autres valeurs de� peuvent aussi intervenir de
manière indirecte.

Définition 3.33. ( Coût majoré, coût négligeable )
Soient(CD;+; :;4D) un domaine de coût statique algébrique etA � IR+. Les définitions des comparaisons de
coût suivantes s’entendent pour toutf; g 2 CD.� f 4maj(A);D g ssi 8�2A �:f 4D g définit lecoût majoré par des facteursA� f 4maj(�);D g ssi 8�0 2 [0; �] �0:f 4D g définit lecoût majoré d’un facteur au moins� > 1� f 4majl(�);D g ssi 8�02 [0; �[ �0:f 4D g définit lecoût majoré d’un facteur limite au moins� > 1� f 4maj;D g ssi 9�2 IR; 1<� f 4maj(�);D g définit lecoût majoré� f 4n�egl;D g ssi 8�2 IR+ �:f 4D g définit lecoût négligeable

Ces relations s’écrivent aussi :� 4maj(�) = 4maj([0;�]) = T06�06�4majf�0g� 4majl(�) = 4maj([0;�[) = T06�0<�4majf�0g� 4maj = S1<�4maj(�)� 4n�egl = 4maj([0;+1[) = T06�4majf�g
Ces notions sont similaires à celles de relations de domination et de prépondérance sur les fonctions de

domaine réel dans les espaces vectoriels normés.

Les relations de coût majoré ne sont généralement pas additives: si l’on réduit d’un facteur� > 1 le coût
d’un programmep, on ne réduit pas d’un même facteur� le coût d’un programme plus large qui employeraitp
comme procédure. Elles ne sont généralement pas réflexives non plus car elles ne comparent pas à eux-mêmes
les coûts strictement positifs. Pourtant, ce ne sont pas non plus des relations strictes (irréflexives) car elles
comparent à eux-mêmes les coûts négatifs ou nuls. Puisqu’ellesne sont pas réflexives, elles ne sont pas totales
non plus.

Reprenons l’exemple des programmesdouble1 etdouble2 rencontrés à propos des coûts presque partout
(cf. x3.4.2) et moyen fini (cf.x3.4.5). Nous avions�(double1 (n)) = 2nc0+c1 et�(double2(n)) = nc0+c2.
Soit0 6 � < 2, alors

Pmn=0 2nc0+ c1 >Pmn=0 �(nc0+ c2) ssi (2��)c0m2+((2��)c0+2c1��c2)m+2c1��c2 > 0. Cette quantité est strictement positive à partir d’un certain rangm0. Posons� = fn 2 IN j n 6m0g. Alors double1 �moy-�ni-maj(�) double2 selon�. On en déduitdouble1 �moy-�ni-majl(2) double2 etdouble1 �moy-�ni-maj double2 . En revanche,double1 67moy-�ni-maj(2) double2 carc1 � c2.
Cette majoration est< finie >. Nous avons icidouble2 67moy-�ni-n�egl double1 . En revanche, si nous

reprenons les fonctionsf etf' de la sectionx1.3.4 (objet des transformations),fun g (n) = n + nfun f (n) = if n = 0 then 1 else g(f(n-1))fun f'(n) = if n = 0 then 1 else f'(n-1) + f'(n-1)
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avec des coûts vraisemblables de la forme�(f (n)) = nc1 + c2 et �(f' (n)) = 2nc01 + c02, nous obtenonsf 4moy-�ni-maj(�) f' pour tout réel� > 0, doncf 4moy-�ni-n�egl f'. Nous avons une comparaison similaire des
versions linéaire et exponentielle de la fonction de Fibonaci.

3.5 Qualités d’une relation de coût statique.

Rien ne nous permet de décider a priori d’unemeilleurecomparaison de coût statique. Chacune reflète une
caractéristique particulière des programmes.

Pour un coût statique4 donné, déduit d’un ensemble de coûts statiques ou dynamiques4i, il faut néanmoins
systématiquement s’assurer de latransitivité, sans laquelle il n’y a pas de< domaine de coût>. Nous examinons
également laréfléxivité, l’antisymétrie, la totalité et l’additivité, sous l’hypothèse que lamêmepropriété est
vérifiée par chacun des coûts4i.

À l’instar des notations adoptées pour la conjonction et la disjonction des relations de coûts, et pour
simplifier certaines démonstrations, nous identifions toute relation4 avec son graphe, sous-ensemble deC �C.
Soit (C;4i)i2I une famille d’ensembles munis d’une relation, nous notons ainsi :� 41 �42 = f(c; c0) 2 C2 j 9c00 2C c 41 c00 42 c0g� 41 +42 = f(c1 + c2; c01 + c02) 2 C2 j c1 41 c01 et c2 4 c02g� �:4 = f(�:c; �:c0) 2 C2 j c 4 c0g pour � 2 IR� 41 � 42 ssi 8c; c0 2 C si c 41 c0 alors c 42 c0� Ti2I 4i = f(c; c0) 2 C2 j 8i2 I c 4i c0g� Si2I 4i = f(c; c0) 2 C2 j 9i2 I c 4i c0g� 64 = {C2(4) = C2 n4 et � = 4 \ 6< et � = 4 \<� rC = f(c; c) 2 C2 j c 2 Cg est ladiagonaledeC � C, c’est-à-dire la relation d’égalité< = >� �triv = C2
Soit (Ci;4i)i2I une famille d’ensembles munis d’une relation.� Ni2I 4i = f((ci)i2I; (c0i)i2I) 2 (Qi2I Ci)2 j 8i2 I ci 4i c0ig� Nlexi2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i 
 (Nj2I;j>i�j;triv)) [ (Ni2I 4i)
On omet l’indice der et{ lorsqu’il n’y a pas ambiguïté sur l’ensemble de coûts. On a d’ailleurs :� Ni2IrCi = r�i2ICi
Les propriétés élémentaires des relations de coûts se traduisentainsi en termes de graphes :� 4 est totale ssi4 [< = C2� 4 est refléxive ssir � 4� 4 est symétrique ssi4 = <� 4 est antisymétrique ssi4 \< � r� 4 est transitive ssi4 �4 � 4� 4 est additive ssi4+r � 4� 4 est homothétique ssi8�> 0 �:4 � 4
Les propriétés supplémentaires qui suivent sont spécifiques aux procédés de construction de coût statique.
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3.5.1 Stabilité.

La propriété destabilité exprime un lien decohérenceentre un coût dynamique et un coût statique déduit :
si un programmep est meilleur queq à tout point de vue (sur chacune des données du support), il est
naturel de penser quep 4stat q. Une autre manière de voir la chose est d’imaginer que si l’on améliore le
comportement d’un programme sur quelques unes de ses données(donc au sens du coût absolu), on souhaite
que le nouveau programme soit meilleur que l’ancien également au sens de4stat. La relation de coût est< stable
par amélioration locale>.

Définition 3.34. ( Coût stable (ou cohérent avec le coût absolu) )
Un coût statique4stat surCD, déduit d’un coût dynamique4, eststable(oucohérent avec le coût absolu) ssi :� 8f; g 2CD si f 4abs g alors f 4stat g
Cette condition s’écrit encore :4abs � 4stat.
3.5.2 Discrimination.

Si l’on améliorestrictementle coût dynamique d’un programmep sur quelques unes de ses donnés, formant
ainsi un nouveau programmeq �abs p, il est souhaitable que la comparaison4stat reflète également cette
amélioration stricte et en particulier vérifieq 6<stat p.

Par exemple, le programmenand1 est strictement meilleur quenand3 pour le coût absolu (cf.x3.4.1) :nand1 �abs nand3. Il est également meilleur pour le coût moyen (cf.x3.4.4) : nand1 �moy nand3. En
particulier, on a donc la relationnand1 6<moy nand3.

Cette condition n’est pas nécessairement vérifiée. Dans le cas où elle ne l’est pas, cela signifie que l’on peut
substituerp à q dans une optimisation, c’est-à-dire remplacerq par un programmep strictement moins bon au
sens du coût absolu. Une telle comparaison de coût4stat est peu intéressante car peudiscriminante; elle met
en relation des programmes de comportement trop dissemblable.

Définition 3.35. ( Coût discriminant )
Un coût statique4stat surCD, déduit d’un coût dynamique4, estdiscriminantssi il vérifie l’une des propositions
équivalentes suivantes.� 8f; g 2CD si f �abs g alors f 6<stat g� 8f; g 2CD si f 4abs g 4stat f alors f �abs g
La condition s’écrit aussi4stat � 6�abs, c’est-à-dire4stat � 4abs [ 6<abs.

Les propriétés de stabilité et de discrimination sont indépendantes. Elles fournissent un encadrement< raisonnable> d’un coût statique :4abs � 4stat � 4abs[ 6<abs. De plus, un coût statique stable et discriminant
vérifie aussi (prop. 3.3)�abs � �stat, c’est-à-dire :� 8f; g 2CD si f �abs g alors f �stat g
Mais ce n’est pas une condition suffisante pour que4stat soit stable et discriminant.

Une relation de coût n’est pas discriminante lorsqu’il existe des données du domaine qui ne sont pas
prises en considération dans une comparaison. C’est le cas par exemple du coût presque partout et du coût
asymptotique local (cf.x3.6.4). C’est le cas également lorsque l’on peut< repousser à l’infini> la prise en
compte de ces données, comme le montre lecoût permutédéfini ci-après.
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Coût permuté.

Le coût permutéque nous définissons maintenant n’a pas d’intérêt en soi ; il a pourseul but de faire apparaître
en quoi un coût qui n’est pas discriminant est peu désirable. Ildit qu’un programmep est meilleur qu’un
programmeq si l’on peut mettre en correspondance les coûts(�(p d))d2D et (�(q d))d2D de sorte que ceux dep soient toujours inférieurs à ceux deq. Autrement dit, on peut mettre côte à côte deux énumérations des coûts
dep etq telles que chaque coût individuel pourp soit inférieur à son vis-à-vis pourq. C’est le coût absolu (qui
est discriminant car4abs � 4abs [ 6<abs) à une bijection près. Le domaine decoût permuté(CD;4perm;D) est
défini par :� 8f; g2 CD f 4perm;D g ssi 9� bijection2DD 8d2D f(�(d))4 g(d)
C’est un domaine (la relation4perm;D est bien transitive) réflexif et stable, mais il n’est ni additif, ni discriminant.

Soit par exemple(C;4) = (IN;6), D = f0; 1g et f; g les fonctions deINf0;1g définie parf = h1; 3i etg = h3; 1i. Nous avonsf �perm g, pourtanth2; 6i = f + f 67perm g+ f = h4; 4i. La relation4perm n’est donc
pas additive.

La relation n’est pas non plus discriminante. Soitf et h les fonctions de(ININ;+; :;6) définies par :f(n) = n sin est impair et0 sinon,h(n) = 1 sin est impair et0 sinon. Autrement dit,f = h0; 1; 0; 3; 0; 5; : : :i
et h = h0; 1; 0; 1; 0; 1; : : :i. Posonsg = f + h = h0; 2; 0; 4; 0; 6; : : :i. Nous avons alorsf 4abs g 4perm f .
Pourtantg 64abs f . En fait, nous avons plus généralement pour toutn 2 IN, f + nh 4perm f : on préfère àf
une fonctionf + nh de coût< arbitrairement> plus mauvais au sens du coût absolu!

Le coût permuté permet également de comparer les programmespair1 et pair2 rencontrés à propos du
coût moyen (cf.x3.4.4), que nous avions convenu de ne pas mettre en relation pour échapper à une incohérence :pair1 �perm pair2. Ces exemples illustrent à quel point le caractère discriminant est important.

3.5.3 Compatibilité avec la restriction du support.

Lacompatibilité avec la restriction du supportsignifie que si un programmepest meilleur queq sur un ensemble
de donnéesD (au sens d’un coût statique donné), alors il est aussi meilleursur tous les sous-ensembles deD.

Définition 3.36. ( Coût compatible avec la restriction (du support) )
Un coût statique(4D)D�D estcompatible avec la restriction (du support)ssi :� 8D2D 8f; g 2CD si f 4D g alors 8D0�D f 4DjD0 g
Cette condition s’écrit aussi4D � TD0�D4DjD0 .
3.5.4 Compatibilité avec la fusion des supports.

À l’inverse, lacompatibilité avec la fusion des supportsexprime que, si un programmep est meilleur queq
indépendammentsur des ensembles de données(Di)i2I, alorsp est également meilleur queq sur

Si2IDi. La
fusion faible suppose que(Di)i2I est une partition.

Définition 3.37. ( Coût compatible avec la fusion (des supports))
Un coût statique(4D)D�D estfortement compatible avec la fusion (des supports)ssi pour tout ensembleI,



106 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� 8D�D 8(Di)i2I tq Di � D 8f; g 2CD si 8i2 I f 4DjDi g alors f 4Dj[i2IDi g
Cette condition s’écrit aussi :� 8D�D 8(Di)i2I tq Di � D Ti2I4DjDi � 4Dj[i2IDi
Il est faiblement compatible avec la fusion (des supports)ssi :� 8D�D 8(Di)i2I tq Di � D si 8i; j 2 I i 6= j ) Di \Dj = ? alors

Ti2I 4DjDi � 4Dj[i2IDi
Il est fortement(resp.faiblement) compatible avec la fusion finie (des supports)lorsqueI est fini.

3.5.5 Composabilité.

Beaucoup de transformations sontlocales ; elles remplacent une portion de programme par une autre. La
composabilitéétudie dans quelles circonstances cette substitution est avantageuse. La remarque à ce sujet
que nous avons faite à propos de l’additivité (cf. x3.1.2) n’avait de sens que pour une donnéed fixée. Nous
formulons un jugement similaire, non plus surd, mais sur tout un supportD � D. Pour cela, nous considérerons
un langageL : P � D ! D où résultats et données coïncident. Nous faisons l’hypothèse queles programmes
deL sontcomposables.

Définition 3.38. ( Programmes composables )
SoitL : P � D ! D un langage. Les programmes deL sontcomposablesssi :� 8p; q2P 9(p � q)2P L (p � q) = (L p) � (L q)

Autrement dit, la composition des programmes est exactement la composition des fonctions qu’ils repré-
sentent. L’exécution du programmep � q sur une donnéed a pour résultatL (p � q) d = L p (L q d). Par
conséquent, son domaine de définition est :� 8p; q2P Dom(p � q) = L(q)�1(Dom(p))
En particulier,Dom(p�q) = Dom(q) lorsqueDom(p) � Im(q). Nous faisons l’hypothèse supplémentaire que
la mesure du coût d’exécution deL (p � q) d = L p (L q d) est la somme des coûts d’exécution deL q d = d0
etL p d0.
Définition 3.39. ( Mesure de performance composable )
Soit L : P � D ! D un langage dont les programmes sont composables et� une mesure de performance
surL. Elle estcomposablessi :� 8p; q2P �(p � q) = �(q) + �(p) � L(q)

Autrement dit,�((p � q) d) = �(q d)+�(p (L q d)) pour toutd 2 Dom(p � q). Cette formulation est à peu
près identique à celle de Gurr [Gur91] qui considère la composition séquentielle< p; q > de programmes, de
dénotation< [[p; q]] = [[q]][[p]] > et de complexité< cx(p; q) = cx(q) � cx(p)[[q]] >.

Lorsque l’on compose deux programmes, on met en rapport le domaine de définition de l’un avec l’image
de l’autre. Suivant les inclusions, il en ressort deux variantes de la propriété de composabilité, nombre qu’il
faut encore doubler car on peut composer à gauche ou à droite.

Définition 3.40. ( Composabilité )
Soit (CD;+; :;4D)D�D un domaine de coût statique algébrique général.



3.5 QUALITÉS D’UNE RELATION DE COÛT STATIQUE 107� Il est fortement composable à droitessi 8D�D8f; f 02 CD f 4D f 0 ) (8g 2DD 8h2CDom(g) h+ f � g 4jg�1(D) h+ f 0 � g)� Il est faiblement composable à droitessi 8D�D8f; f 02CD f 4D f 0 ) (8g 2DD Im(g) � D ) 8h2CDom(g) h+ f � g 4jg�1(D) h+ f 0 � g)� Il est fortement composable à gauchessi 8D�D8f; f 02 CD f 4D f 0 ) (8g 2DD 8h2CD f + h � g 4jg�1(Dom(h)) f 0 + h � g)� Il est faiblement composable à gauchessi 8D�D8f; f 02 CD f 4D f 0 ) (8g 2DD 8h2Cg(D) f + h � g 4D f 0 + h � g)
Cela se traduit ainsi pour un modèle de coût statique général(CD;4D; �D)D�D d’un langageL : P �D ! D.� Il est fortement composable à droitessi 8D�D8p; p02PD p 4jD p0 ) (8q2P p � q 4jL(q)�1(D) p0 � q)� Il est faiblement composable à droitessi 8D�D8p; p02PD p 4jD p0 ) (8q2P Im(q) � D ) p � q 4jL(q)�1(D) p0 � q)� Il est fortement composable à gauchessi 8D�D8p; p02PD p 4jD p0 ^ L(p)jD = L(p0)jD ) (8q2P q � p 4jD\Dom(q�p) q � p0)� Il est faiblement composable à gauchessi 8D�D8p; p02PD p 4jD p0 ^ L(p)jD = L(p0)jD ) (8q2PL(p;D) q � p 4jD q � p0)
On pourrait introduire une notion duale dedécomposabilitéen inversant les implications dans les définitions
précédentes.

La proposition 3.2, donnée un peu plus loin, montre que la composabilité est intimement reliée à l’additivité
et la compatibilité avec la restriction et la fusion des supports.

Sands se pose un problème similaire dans sa formalisation [San93] ; il définit une équivalence de coût
sur les programmes et montre que c’est une congruence. Cela correspond à la composabilité à gauche où l’on
désire pour tout contexteC[�] que si p0 4 p et q = C[p] alors q0 = C[p0] 4 q.
3.5.6 Compatibilité avec les constructions de coûts.

La compatibilité exprime qu’un procédé est un morphisme pour les constructions de coût. Elleétudie les
inclusions en jeu dans lesidentitéssuivantes, qui ne sont pas nécessairement vérifiées.� (4stat)stat = 4stat� (<)stat = <stat� (64)stat = 64stat� (�)stat = �stat� (�)stat = �stat� Si 41 � 42 alors 41;stat � 42;stat� (Ti2I 4i)stat = Ti2I 4i;stat� (Si2I 4i)stat = Si2I 4i;stat� (Ni2I 4i)stat 'Ni2I 4i;stat� (Nlexi2I 4i)stat 'Nlexi2I 4i;stat
Certaines identités sont peu intéressantes mais simplifient les démonstrations de compatibilité car :� � = 4 \<



108 CHAPITRE 3. MESURE DE PERFORMANCE� � = 4 \ 6<� Si2I 4i;stat = {(Ti2I 64i;stat)� Nlexi2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i 
 (Nj2I;j>i�j;triv)) [ (Ni2I 4i)
La compatibilité avec l’inclusion et la compatibilité avecl’intersection sont reliées car� (41 \42)stat � 41;stat \42;stat ssi (41 � 42 ) 41;stat � 42;stat)
Bien qu’il n’y ait pas dépendance systématique, il y a souvent compatibilité simultanée entre intersection et
produit. Cela est dû à l’identité suivante (voir aussi la définition 3.7).� 8c; c0 2C c (Ti2I 4i) c0 ssi (c)i2I (Ni2I 4i) (c0)i2I
En cas d’échec, ces correspondances expliquent également pourquoi une identité n’est pas vérifiée. La com-
patibilité avec le coût lexicographique est rare car elle demande à ce que beaucoup d’autres propriétés de
compatibilité soient satisfaites.

3.5.7 Corrélations entre propriétés.

Il nous faut examiner pour chacun des coûts définis à la sectionx3.4 lesquelles des qualités précédentes sont
vérifiées. Cette tâche est simplifiée si l’on dispose de relations entre qualités. C’est pourquoi nous étudions
dans cette section comment elles sont corrélées.

Proposition 3.2. ( Liens entre les qualités des relations de coût )
Soit (C;+; :;4) un domaine de coût algébrique.

(1) si4 additif et normé alors4 est antisymétrique ; si de plus4 est réflexif (il suffit pour cela que0 4 0
puisque4 est additive) alors4 est une relation d’ordre, et l’équivalence� est l’égalité surC

Soient(4D)D�D une relation de coût statique déduite du préordre de coût dynamique4 etD un support.

(2) 4D réflexif ( 4D stable et réflexif

(3) 4D discriminant( 4D ordre stable

(4) (4D)D�D compatible avec la fusion faible( (4D)D�D compatible avec la fusion forte

(5) (4D)D�D compatible avec la fusion forte( (4D)D�D compatible avec la fusion faible et la restriction

(6) (4D)D�D fortement composable à droite (resp. à gauche), (4D)D�D faiblement composable à droite
(resp. à gauche) et compatible avec la restriction

(7) (4D)D�D faiblement composable à droite( (4D)D�D additif et compatible avec la fusion forte.

(8) (4D)D�D additif ( (4D)D�D faiblement composable à droite

(9) (4D)D�D faiblement composable à gauche, (4D)D�D additif

Notons que la composabilité à gauche estéquivalenteà une conjonction de propriétés définies par ailleurs.
C’est également< presque> le cas pour la composabilité à droite.

3.6 Propriétés des relations de coûts.

Cette section regroupe les propriétés vérifiées par les diverses relations de coût. Nous donnons quelques
identités générales sur les combinaisons de coût (x3.6.1) et indiquons quelles propriétés sont préservées par
combinaison (x3.6.2), et quelles propriétés possèdent les exemples de coûts statiques présentés à la section 3.4
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(x3.6.3, 3.6.4, 3.6.5). Pour les coût déduits de coûts généraux, nous examinons également si4stat;D a une
forme particulière lorsque le supportD est fini. Les tableaux qui regroupent ces propriétés sont placés en
fin de chapitre. Comme pour les sections précédentes, les démonstrations, nombreuses et élémentaires, sont
repoussées en annexe (cf.xD.3).

3.6.1 Identités des combinaisons de coûts.

Le tableau 3.1 donne des identités générales sur les combinaisons de relations de coût. Il ne fait aucune
hypothèse sur la nature des relations4.

Ce tableau ne comportent pas de légende. Nous indiquons par l’exemple comment le lire :� Ainsi, lorsque4 = Ti2I 4i (première colonne), alors l’équivalence� associée (c’est-à-dire� =4 \<) vérifie � = Ti2I �i (cinquième colonne) où �i est la relation4i \<i.� De même, la relation stricte� = 4 \ 6< vérifie (quatrième colonne)� � Ti2I �i.� Les propriétés de l’inclusion sont lues explicitement : si41 � 42 alors�1 � �2.� Une case vide signifie qu’il n’y a pas d’identité particulière concernant la combinaison de coût envisagée.� Un ensemble vide désigne la relation vide ; par exemple, l’équivalence associée à une relation� est�\ � = 4 \ 6< \< \ 64 = ?.

Seul ce tableau-ci représente des équations entre relations de coûts. Les tableaux des sections suivantes
expriment si une propriété est vérifiée ou non.

En fait, ces identités sont la simple expression d’opérationsélémentaires sur les ensembles ou, de manière
équivalente, de manipulation de formules logiques − nous n’en faisons pas la démonstration. Elles ont pour but
principal de simplifier la démonstration des propriétés qui suivent.

3.6.2 Propriétés des combinaisons de coûts.

Dans le mesure où certains coûts statiques sont donnés en terme de combinaisons, nous indiquons tout d’abord,
à l’aide du tableau 3.2, quelles sont les propriétés qu’elles préservent. Il sera plus simple ensuite d’en déduire les
propriétés préservées par les procédés de construction de coûts statiques. Les propriétés suivantes, qui portent
simultanément sur4 et�, ne figurent pas dans le tableau.

Proposition 3.3. ( Propriétés annexes des combinaisons de coût)
Soit (C;+; :;4) un domaine de coût algébrique.� � �4 ; 4 � � � �� 4+� = �+4 � � si 4 est additif

Soit4stat un coût statique déduit d’un coût dynamique4.� �abs � �stat si 4stat est stable et discriminant

3.6.3 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts dynamiques.

Le tableau 3.3 indique quelles propriétés sont préservées par laconstruction de coûts statiques à partir de coûts
dynamiques. On peut y lire par exemple que4moy et4max sont stables. Du tableau 3.2, on peut conclure que4moy-max est également stable.
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3.6.4 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques généraux.

Le tableau 3.4 indique quelles propriétés sont préservées par laconstruction de coûts statiques à partir de coûts
statiques généraux. On peut remarquer que la restriction4j� qui apparaît dans la définition de plusieurs coûts
statiques fait perdre le caractère discriminant (cf.x3.5.2). Seuls les coûts4�ni,4p�ni, et4asymglob le conservent
malgré tout. De même la composabilité à droite n’est pas préservée par restriction. Pour les coûts définis à
partir de coûts généraux finis, cela est dû fait que si(f(d))d2Dom(f) est fini, la famille((f � g)(d))d2Dom(f�g),
dont les éléments sont pourtant inclus dans(f(d))d2Dom(f), n’est pas nécessairement finie.

3.6.5 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques.

Le tableau 3.5 indique quelles propriétés sont préservées par laconstruction de coûts statiques à partir de coûts
statiques. Notons que pondérer par une distribution affectebien évidemment la hiérarchie de comparaison des
programmes, mais ne modifie pas la classification relative des échelles de coût.

3.6.6 Graduation des coûts.

L’énumération de ces coûts constitue uneéchelle de comparaison, selon laquellegraduer la finesse d’une
transformation. De plus, connaître les propriétés d’inclusion permet de composer des transformations de gain
différent :� si p0 <1 p1 <2 p2 et 41 � 42 alors p0 <2 p2
Les propositions suivantes indiquent comment les coûts définisprécédemment sont corrélés. Pour toutes ces
propositions, lorsque l’expression d’un coût repose sur deshypothèses (additivité, finitude du support, topologie,
taille, etc.), nous les supposons vérifiées au moment de juger chaque inclusion.

Coût statique déduit d’un coût statique général.
(1) 4�ni � 4abs-pp �1 4pp � 4asymloc
(2) 4�ni �1;2 4p�ni � 4asymglob �3 4asymloc

Si (4D)D2D est (1.) stable / (2.) compatible avec la fusion faible / (3.) compatible avec la restriction.

Distribution.
(3) (4�1)�2 = 4�1:�2
(4) 4abs �1 4�abs et 4abs-pp �1 4�abs-pp
(5) (4DjD0)� = (4�D)jD0

Notons (1.) que la réciproque est vraie si� > 0.

Coût limite.
(6) 4D � 4lim;D

Coût maximum.
(7) 4max � 4max-asymglob
(8) 4abs �1 4max-asymloc ; 4max-asymglob

Sous l’hypothèse (1.) que(4D)D2D est totale.
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Coûts majorés. Soient1 < �1; �2.
(9) (4maj(�1))maj(�2) = 4maj(�1�2)

(10) (4majl(�1))maj(�2) = (4maj(�1))majl(�2) = (4majl(�1))majl(�2) = 4majl(�1�2)
(11) 4maj(�1) �4maj(�2) �1 4maj(�1�2)
(12) 4maj(�1) �4majl(�2) ; 4majl(�1) �4maj(�2) ; 4majl(�1) �4majl(�2) �1 4majl(�1�2)
(13) si 1 < �1 < �2 alors 4n�egl � 4maj(�2) � 4majl(�2) � 4maj(�1) � 4majl(�1)
(14) 4maj(�1) \4maj(�2) = 4maj(max(�1;�2))
(15) 4majl(�1) \4majl(�2) = 4majl(max(�1;�2))

Sous l’hypothèse (1.) que4D est homothétique.

Support fini.
(16) 4abs � 4moy = 4moy-lim
(17) 4abs �1 4max = 4max-lim
(18) 4pp = 4asymloc = �triv
(19) 4�ni = 4p�ni = 4asymglob = 4D

Sous l’hypothèse (1.) que(4D)D2D est totale.

Coûts d’usage pratique. En particulier, les coûts d’usage pratique vérifient :4abs � 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
14max-asymloc14max-asymglob4moy-�ni � 8>>>>>>><>>>>>>>:4abs-pp � 4moy-pp � 4moy-asymloc4moy-p�ni � 8>>><>>>:4moy-asymglob4moy-lim

sous l’hypothèse (1.) que(4D)D�D est totale. De plus, toutes ces inclusions sont strictes en général : il n’y a
pas d’inclusions en dehors de celles indiquées.

Dans le casD fini, ces coûts se réduisent à :4abs � 8>>><>>>: 14max = 4max-asymglob4moy = 4moy-�ni = 4moy-p�ni = 4moy-lim = 4moy-asymglob9>>>=>>>; � 4asymloc = 4pp = �triv
sous l’hypothèse (1.) que(4D)D�D est totale.

Ces inclusions chaînées fournissent une graduation pour des transformations. Par exemple, une transforma-
tion T telle que pour tout programmep on ait T (p) 4abs-�ni p est meilleure qu’une transformation qui vérifieT 0(p) 4moy-�ni p, mais moins bonne qu’une transformation vérifiantT 00(p) 4abs p. Néanmoins, il n’existe pas
nécessairement de relations entre les programmesT (p), T 0(p), etT 00(p).
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Conclusion du chapitre.

Nous avons proposé une définition formelle de modèle de performance capable de traiter des aspects comme
le temps d’exécution ou l’espace mémoire consommé (x3.1, 3.2, 3.3), et défini une mesure de performance
générique sur les classes de modèles d’exécution définies au chapitre précédent à l’aide de la sémantique
naturelle et des schémas de programme (x3.2.5, 3.2.6).

Nous avons construit (x3.4) plusieurs modèles de coût statique (coût absolu, moyen, maximal), et défini
des moyens de déduire un coût statique à partir d’un ou plusieurs autres (distribution, coût presque partout, fini,
presque fini, limite, asymptotique, majoré).

Nous avons étudié quelles sont les qualités souhaitables d’unmodèle de coût statique (x3.5), et en particulier
les propriétés de stabilité (déf. 3.34) et de discrimination (déf. 3.35). Nous avons indiqué comment ces qualités
sont reliées entre elles, et notamment les relations entre composabilité et additivité (prop. 3.2).

Enfin, nous avons minutieusement et systématiquement recensélesquelles parmi ces qualités étaient ap-
portées ou préservées par les procédés de construction de coût statique (x3.6). Nous avons également établi les
propriétés d’inclusion de ces modèles de coûts afin de fournir des échelles de comparaison (x3.6.6).

Cette notionde modèle de performance nous permet de formaliser auchapitre suivant le concept d’évaluation
partielle.



3.6 PROPRIÉTÉS DES RELATIONS DE COÛTS 1134 < 64 � �< 4 6< � �64 6< 4 � � 6�� � � � � ?� � ? �41 � 42 <1 � <2 641 � 642 �1 � �2\i2I4i \i2I<i � \i2I 64i � \i2I�i \i2I�i[i2I4i [i2I<i � [i2I 64i � [i2I�i � [i2I�iOi2I 4i Oi2I <i � Oi2I 64i � Oi2I �i Oi2I �ilexOi2I 4i lexOi2I <i Oi2I �i4(0) 4 �40 4+40 �:441 � 42 (41 �401) � (42 �402) (41 +401) � (42 +402) �:41 � �:42\i2I4i � \i2I (4i �40i) � \i2I (4i +40i) � \i2I �:4i[i2I4i � [i2I (4i �40i) [i2I (4i +40) [i2I �:4iOi2I 4i Oi2I (4i �40i) Oi2I (4i +40i) Oi2I �:4ilexOi2I 4i � lexOi2I �:4i4j \j2J4j [j2J 4j Oj2J 4j lexOj2J 4j41 � 42 \j2J 4j1 � \j2J4j2 [j2J 4j1 � [j2J4j2 Oj2J 4j1 �Oj2J 4j2\i2I4i \i2I (\j2J4ji ) � \i2I ([j2J4ji) \i2I (Oj2J 4ji) � \i2I ( lexOj2J 4ji)[i2I4i � [i2I (\j2J4ji ) [i2I ([j2J 4ji) � [i2I (Oj2J 4ji)Oi2I 4i Oi2I (\j2J4ji ) � Oi2I ([j2J4ji ) Oi2I Oj2J 4jilexOi2I 4i � lexOi2I (\j2J4ji )
Tableau 3.1 : Identités des combinaisons de coûts
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Propriété de4(i) < 64 � � 41 � 42 Ti2I 4i Si2I 4i Ni2I 4i Nlexi2I 4i
réflexivité X X ) X X� X X
antisymétrie X X4 X ( X� X X
transitivité X X X X X5 X X
totalité X ) X�
additivité X X X X X X X X
homothéticité X X X X X X X X
stabilité X X ) X X� X X
discrimination X X X ( X� X X
restriction X X X X X
fusion1 X X3 X3 X X X
composabilité1;2 X X X X XX : si la propriété est vérifiée par4, elle l’est aussi par<, 64,�,�X : si la propriété est vérifiée par tous les4i, elle l’est aussi par���i2I 4iX�: si la propriété est vérifiée par un des4i, elle l’est aussi par���i2I 4i) : si la propriété est vérifiée par41, elle l’est aussi par42( : si la propriété est vérifiée par42, elle l’est aussi par41

1. : forte (resp. faible)
2. : à gauche (resp. à droite)
3. : si4 est compatible avec la restriction des supports
4. : triviale (l’équivalence associée est vide)
5. : si 8i; j 2 I 9k2 I 4i [4j � 4k ; c’est vrai en particulier lorsque(4i)i2I est une suite croissante.

Tableau 3.2 : Propriétés des combinaisons de coûts
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Propriété de4 stat = abs moy1 max
support nécessairement fini X
réflexivité X X X2;3
antisymétrie X
transitivité X X X
totalité X X3
additivité X X
homothéticité X X X
stabilité X X8 X2;3
discrimination X X8
restriction X
fusion forte faible4 forte2;5
composabilité forte6 faible7;8(<)stat = <stat X X(64)stat = 64stat � X(�)stat = �stat � X(�)stat = �stat X X41 � 42 ) 41;stat � 42;stat X X X(Ti2I 4i)stat = Ti2I 4i;stat X X �(Si2I 4i)stat = Si2I 4i;stat � X(Ni2I 4i)stat 'Ni2I 4i;stat X X X(Nlexi2I 4i)stat 'Nlexi2I 4i;stat X

1. D est par hypothèse fini
2. si4 est total
3. siD fini
4. nécessairement finie carD est fini
5. fusion finie
6. à gauche et à droite
7. à gauche
8. si4 est additif

Tableau 3.3 : Propriétés préservées par les coûts statiques4stat;D déduits d’un coût dynamique4
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Propriété de(4D)D�D stat = jD0 pp �ni p�ni asymloc asymglob
supports finis suffisants X X X X
réflexivité X X X X X X
antisymétrie X2 X X
transitivité X X1 X2 X X X
totalité
additivité X X X X X X
homothéticité X X X X X X
stabilité X X X X X X
discrimination X X X
restriction X X X X X X
fusion forte3 X X5 X5 X5 X5 X5
composabilité3;4 X6 X6 X6 X6 X6 X64stat;D siD est fini �triv 4D2 4D �triv 4D(4stat)stat = 4stat X X X X �triv X(<)stat = <stat X X X X X X(64)stat = 64stat X � � � � �(�)stat = �stat X � � � � �(�)stat = �stat X X X X X X41 � 42 ) 41;stat � 42;stat X X X X X X(Ti2I 4i)stat = Ti2I 4i;stat X �9 �10 �8 �8 �8(Si2I 4i)stat = Si2I 4i;stat X �9 �2;7 �7 �7 �7(Ni2I 4i)stat 'Ni2I 4i;stat X �9 �10 �8 �8 �8(Nlexi2I 4i)stat 'Nlexi2I 4i;stat X �1;7

1. si (4D)D�D est compatible avec la restriction du support
2. si (4D)D�D est stable et compatible avec la fusion faible finie des supports
3. forte (resp. faible)
4. à gauche (resp. à droite)
5. fusion finie
6. à gauche uniquement
7. si I est fini
8. on a égalité si (7.)
9. on a égalité si (7.) et (1.)

10. on a égalité si (7.) et (2.)

Tableau 3.4 : Propriétés préservées par les coûts statiques4stat;D déduits de coûts statiques généraux(4D)D�D
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Propriété de4D stat = lim1 � maj(�)3 majl(�)3 maj n�egl
supports finis suffisants
réflexivité X X
antisymétrie X7 X15 X15 X8;15 X15
transitivité X2 X X8 X8 X8 X8
totalité X
additivité X X
homothéticité X X X X X X
stabilité X X
discrimination X2;4;14 X7 X X X X
restriction X X X X X X
fusion10 X2;4;5;9 X X X X9 X
composabilité10;11 X2;12 X(4stat)stat = 4stat X � � X X(<)stat = <stat X X(64)stat = 64stat X � � �(�)stat = �stat X �8 �8 � �8(�)stat = �stat X X X15 X15 X15 X1541 � 42 ) 41;stat � 42;stat X X X X X X(Ti2I 4i)stat = Ti2I 4i;stat �6 X X X �13 X(Si2I 4i)stat = Si2I 4i;stat �13 X � � � �(Ni2I 4i)stat 'Ni2I 4i;stat �13 X X X �13 X(Nlexi2I 4i)stat 'Nlexi2I 4i;stat X

1. 4D est par hypothèse normé
2. si4D est additif
3. � > 1 par hypothèse
4. si4D est stable
5. fusion faible ; forte siCD est treillissé
6. il y a égalité lorsqueCD est treillissé,4D est stable, etI est fini
7. si � > 0
8. si4D est homothétique
9. fusion finie

10. forte (resp. faible)
11. à gauche (resp. à droite)
12. à gauche uniquement
13. il y a égalité siI est fini
14. si4D est réflexif
15. triviale car�stat = f(0; 0)g si4D est additif et homothétique

Tableau 3.5 : Propriétés des coûts statiques4stat;D déduits de coûts statiques4D
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Chapitre 4

Optimisation et Optimalité

Le terme d’optimisationa quelque peu perdu son sens premier derecherche d’optimum, pour ne plus signifier
bien souvent qu’amélioration. Cette dérive du superlatif au comparatif est somme toute assez naturelle dans la
mesure où la complexité des problèmes interdit souvent tout espoir d’optimum : améliorer, c’est déjà beaucoup.

Nous distinguons dans ce chapitre l’évaluation partielle, qui optimise (c’est-à-dire améliore) un pro-
grammep donné, et l’évaluation partielle optimale, qui recherche lesmeilleures optimisationsde p. Car il
nous semble raisonnable de chercher des améliorationsoptimalespour des classes de programmes relativement
simples, et de nous contenter de modestesmieuxpour les classes plus complexes. C’est ce qui justifie l’ingénuité
de nos exemples.

Organisation du chapitre.x4.1 Nous donnons des définitions formelles concernant l’équivalence de programmes.x4.2 Nous définissons ensuite plusieurs notions d’optimalitéet en donnons quelques propriétés.x4.3 Grâce à ces deux notions sont formellement définies et étudiéesl’ évaluation partielle, ainsi que divers
types d’évaluations partielles optimales.x4.4 Nous illustrons ces définitions à l’aide des modèles de performance définis au chapitre précédent.x4.5 Les cas d’évaluation partielle optimale sont rares. Nousen examinons desconditions d’existenceet
d’inexistence. Nous constatons également l’échec ou les limites de plusieurs méthodes.x4.6 Nous étudions commenttransporterdes évaluations partielles, éventuellement optimales, d’unlangage
dans un autre. L’objectif est de pouvoir résoudre le problème d’abord dans un langage plus simple, puis
d’en transporter des solutions dans un langage plus complexe.x4.7 Nous discutons ensuite les liens entre évaluation partielle optimale etcompilation optimale.x4.8 Pour conclure, nous donnons informellement quelques principes qui sont à la base des techniques
d’optimisations et évoquons le compromis espace statique/temps dynamique. Nous disons également
quel sens donner à l’optimisation d’unensemble d’exécution.

Une évaluation partielle est obtenue par transformation de programme. Le chapitre suivant étudie des conditions
de correction pour quelques transformations.
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4.1 Programmes et équivalence.

L’évaluation partielle d’un programmep est avant tout un programmeéquivalent àp. Nous rappelons (cf.x1.1)
et précisons quelques notations sur l’équivalence de programmes.

Définition 4.1. ( Équivalence de programmes )
SoientL : P � D ! R un langage etD � D un ensemble de données. L’équivalence stricte, l’extension
paresseuse de l’équivalenceet l’équivalence sur un supportsont définies respectivement ainsi :� 8p; q2P p � q ssi L(p) = L(q)� 8p; q2P p v q ssi L(p) = L(q)jDom(p)� 8p; q2PD p �D q ssi L(p)jD = L(q)jD
L’ensemble des programmesstrictement(resp.paresseusement, resp.surD) équivalents àp 2 P est défini par :� Equivstr(p) = fq 2 P j p � qg� Equivpar(p) = fq 2 P j p v qg� EquivD(p) = fq 2 PD j p �D qg pour p 2 PD
On a aussip � q ssi p v q et p w q.

Voici quelques propriétés élémentaires de cette équivalence de programme, qui permettent notamment de
comparer entre eux des ensembles de programmes équivalents.

Proposition 4.1. ( Propriétés sur l’équivalence des programmes )
SoientL : P � D ! R un langage etD � D un ensemble de données.� v est un préordre surP� � est une relation d’équivalence surP� �D est une relation d’équivalence surPD
Soientp; q 2 P.� Si p v q alors Equivstr(q) � Equivpar(q) � Equivpar(p) � PjDom(p)� Si p v q alors Equivstr(p) v Equivstr(q) v Equivpar(q)
SoientD0 � D � D.� 8p2PD Equivstr(p) � Equivpar(p) � EquivD(p) � EquivD0(p)� 8p2PD Equivstr(p) �D Equivpar(p) �D EquivD(p)
Si L : P ! (D ! R) est une injection, alors8p2P Equivstr(p) = fpg.
Équivalence et composabilité (cf.x3.5.5) sont reliées ainsi.

Proposition 4.2. ( Liens entre équivalence et composabilité)
SoitL : P � D ! D un langage dont les programmes sont composables etD � D un ensemble de données.� 8p; q2P si p v p0 alors 8q2P p � q v p0 � q et q � p v q � p0� 8p; q2P si p � p0 alors 8q2P p � q � p0 � q et q � p � q � p0� 8p; q2PD si p �D p0 alors 8q2P p � q �L(q)�1(D) p0 � q et q � p �D q � p0
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4.2 Optimalité.

Dans la mesure où la comparaison de programmes4� n’est généralement pas antisymétrique — des programmes
obtenus par�-conversion (renommage des variables) ont généralement des coûts d’exécution équivalents — il
n’y a pas unicité de la< meilleure évaluation partielle>. Elle n’est généralement pas totale non plus, et il nous
faut distinguer plusieurs notions d’optimalité.

Définition 4.2. ( Optimalité )
Soit (E;4) un ensemble muni d’une relation etA � E.� L’ensemble deséléments minimaux deA estEmin4(A) = fx 2 A j 8y 2A y 4 x ) x 4 yg� L’ensemble desplus petits éléments deA estMin4(A) = fx 2 A j 8y 2A x 4 yg� L’ensemble desminorants deA dansE estMinorE;4(A) = fx 2 E j 8y2A x 4 yg� L’ensemble desbornes inférieures deA dansE est InfE;4(A) = Max4(MinorE;4(A)) =fx 2 E j 8y 2A x 4 y et 8z 2E (8y2A z 4 y) ) z 4 xg avec Max4(A) = Min<(A)
On définit de même unélément maximal, un plus grand élément, un majorantet uneborne supérieure. Par
ailleurs, on noteOpt4jA = Opt4 \ A pour chacun des ensemblesOpt définis ci-dessus.

Les propriétés élémentaires suivantes permettent de comparer entre elles ces différentes notions d’optimalité
sur une partieA d’un ensembleE. Rappelons que le symbole� représente l’équivalence6 \<.

Proposition 4.3. ( Relations entre les optimums )
Soit (E;4) un ensemble muni d’une relation etA � E. Alors (avec les notations de la définition 3.1),

(1) Emin4jA(E) � Emin4(A) = Min6�(A) � A
(2) Min4jA(E) � Min4(A) �1 Emin4(A) � A
(3) MinorA;4(A) = MinorE;4jA(A) = Min4(A) et MinorE;4jA(E) = Min4jA(E)
(4) InfA;4(A) = InfE;4jA(A) = Min4(A) et InfE;4jA(E) = Min4jA(E)
(5) Emin4jA(E) � Min4jA(E) � Min4(A) � Emin4(A) et Min4(A) 4 A

De plus, on a (1.) égalité lorsque4 est totale car alors4 = 6�.

Au vu des points (3) et (4), il n’existe donc que quatre types différents d’ensembles optimaux qui sont
inclus dansA, car les définitions qui emploientMinor etInf se ramènent toutes àMin. Le tableau 4.1 en donne
quelques propriétés supplémentaires, en particulier selon lamanière dont la relation4 est construite.

4.3 Optimisation et évaluations partielles.

Comme nous l’avons vu à propos du coût statique (cf.x3.3), comparer les coûts de deux programmes n’a de
sens que sur un sous-ensemble commun de leur domaine de définition. C’est pourquoi un coût statique opère
sur un supportD � D et borne la comparaion des programmes à l’ensemblePD = fp 2 P j D � Dom(p)g.

Considérons doncp 2 P un programme,D � Dom(p) un support,4D une comparaison de coût surPD etP � PD un ensemble de programmes équivalents àp pour une observation�D surPD. Uneoptimisation dep
dansP surD selon4D consiste à chercher des (ou les plus) petits éléments defp0 2 P j p0 4jD pg.



122 CHAPITRE 4. OPTIMISATION ET OPTIMALITÉOpt Min4(A) Min4jA(E) Emin4(A) Emin4jA(E)Opt� = Opt4 ? ? X X41 � 42 ) Opt41 � Opt42 X XOpt\i2I4i = Ti2I Opt4i X X � �Opt[i2I4i = Si2I Opt4i � �A � A0 ) Opt(A) � Opt(A0) X XA � A0 ) Opt(A) = Opt(A0) \ A � X � X
Tableau 4.1 : Propriétés des ensembles optimaux sur des relations combinées

4.3.1 Évaluation partielle.

L’évaluation partielle est une optimisation dep 2 P sur un supportD = Dom(p)et une classeP de programmes
équivalents àp qui vérifieEquivstr(p) � P � Equivpar(p) (on a bien alorsP � PD). SiP = Equivstr(p), on
recherche uniquement parmi les programmes strictement équivalents àp. Si P = Equivpar(p), on s’autorise
un choix plus large avec des programmes qui simulentp avec exactitude surDom(p), mais qui peuvent avoir
un comportement différent par ailleurs.

Il faut noter queD etP sont fixés pendant tout le processus d’optimisation : on ne cherche pasp0 4jDom(p) p
dansPDom(p), puisp00 4jDom(p0) p0 dansPDom(p0), carp et p00 ne sont pas nécessairement comparables. Plus
précisément, la seule comparaison qui aurait un sens seraitp00 4jDom(p) p, mais elle n’est pas garantie par les
deux comparaisons précédentes.

Définition 4.3. ( Évaluation partielle )
SoientL : P �D ! R un langage,(CD;4D; �D)D�D un modèle de performance deL, p 2 P un programme,
etP un ensemble vérifiantEquivstr(p) � P � Equivpar(p). On note4 = 4DjD;�D la comparaison restreinte
au supportD = Dom(p). L’ensemble des évaluations partielles dep basées surP est défini par :� EvapP;4(p) = fq 2 P j q 4 pg
Nous omettons les indicesP et 4 lorsque le contexte lève toute ambiguïté. Si la relation de coût porte un
indice4stat, nous notonsEvapstat(p) un ensembleEvap4stat(p).� L’évaluation partiellestricteest basée surP = Equivstr(p) : on aEvapstr(p) = EvapEquivstr(p);4(p).� L’évaluationpartielleparesseuseest basée surP = Equivpar(p) : onaEvappar(p) = EvapEquivpar(p);4(p).
Par abus de langage, on appelleuneévaluation partielleun élément del’ évaluation partielleEvap(p). LorsqueEvap(p) est vide, on dit quep n’a pas d’évaluation partielle.

Uneévaluation partielleest donc1 un programme qui est à la fois équivalent (au sens deP ) et meilleur (au
sens de4) quep. Le choix deP détermine si l’on admet ou non des programmes< paresseux>, de domaine
éventuellement plus grand queDom(p).1Le terme d’< évaluation partielle> n’a plus vraiment de sens dans ce contexte, et l’on attendrait plutôt< optimisation>. Dans le
langage courant, uneévaluation partielle dep est un programmep0 obtenu par transformation dep selon: : : des techniques d’évaluation
partielle.
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4.3.2 Meilleures évaluations partielles.

On déduit des généralités sur l’optimalité (cf.x4.2) une définition desévaluations partielles optimales et
minimales. L’ensemble de base est iciE = P , un ensemble de programmes équivalents en un certain sens àp,
et l’on s’intéresse à un sous-ensembleA = EvapP;4(p). Nous employons a priori les quatre types différents
d’optimalité ; nous montrerons qu’elles se traduisent par uniquement trois types de meilleures évaluations
partielles.

Définition 4.4. ( Évaluation partielle optimale, minimale )
Reprenons les notations de la définition 4.3. L’ensemble des évaluations partielles optimales(resp.minimales)
fortes(resp.faibles) dep basées surP est défini par :� EvapoptFP;4 (p) = Min4jEvapP;4(p)(P ) = fq 2 P j q 4 p et 8q0 2P q 4 q0g� EvapoptfP;4(p) = Min4(EvapP;4(p)) = fq 2 P j q 4 p et 8q0 2P q0 4 p ) q 4 q0g� EvapminFP;4 (p) = Emin4jEvapP;4(p)(P ) = fq 2 P j q 4 p et 8q0 2P q0 4 q ) q 4 q0g� EvapminfP;4 (p) = Emin4(EvapP;4(p)) = fq 2 P j q 4 p et 8q02P q0 4 p ^ q0 4 q ) q 4 q0g
Nous employons également les mêmes conventions qu’à la définition 4.3 en ce qui concerne les indices.

Il y a ainsi plusieurs notions de< meilleure évaluation partielle dep dansP > :� Une évaluationpartielleoptimale forteest meilleure que tous les autres programmes deP . C’est également
(prop. 4.3, points 3 et 4) une évaluation partielle qui est uneborne inférieure (resp. un minorant) deP .� Une évaluation partielleoptimale faibleest meilleure que les programmes deP qui sont eux-mêmes
meilleurs quep. Autrement dit, elle est meilleure que toutes les autres évaluations partielles. C’est
également (prop. 4.3, points 3 et 4) une évaluation partielle qui est une borne inférieure (resp. un
minorant) de l’ensemble des évaluations partielles.� Une évaluation partielleminimale forteest telle qu’il n’existe pas dansP de programme strictement
meilleur. Autrement dit, il n’existe pas de programme équivalent àp qui soit strictement meilleur.� Une évaluation partielleminimale faibleest telle qu’il n’existe pas de programme strictement meilleur
parmi ceuxdeP qui sont aussi meilleurs quep. Autrement dit, aucune évaluationpartielle n’est strictement
meilleure.

Comme pour l’évaluation partielle simple, le choix deP détermine là encore si l’on admet ou non des
programmes< paresseux>.

Proposition 4.4. ( Relations entre les évaluations partielles )
Avec les notations de la définition 4.4, on a :

(1) Evap(p) 6= ? si 4 est réflexive car alorsp 2 Evap(p)
(2) EvapoptF4 (p) = Tq2P Evap4(q)
(3) Evapoptf4 (p) = Evap4(p) \ (Tq2Evap4(p) Evap4(q)) =1 Tq2Evap4(p) Evap4(q)
(4) EvapminF4 (p) = Evap4(p) \ (Tq2P Evap 6�(q))
(5) Evapminf4 (p) = Evap4(p) \ (Tq2Evap4(p) Evap 6�(q))
(6) EvapoptF(p) �2 Evapoptf(p) �2 EvapminF(p) = Evapminf(p) � Evap(p) � P
(7) EvapoptF(p) � Evapoptf(p) � EvapminF(p) � Evapminf(p) 4 Evap(p)
(8) SiL : P ! (D ! R) est injective et4 est réflexive alorsEvapoptFstr (p) = Evapoptfstr (p) = Evapminstr (p) = Evapstr(p) = Equivstr(p) = fpg
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On a égalité (1.) siEvap(p) est non-vide / (2.) si4 est totale. Les inclusions sont strictes dans le cas général.

Il est important de noter que (pt. 2) l’évaluation partielle optimale forte ne dépend pas dep et de son
exécution, mais uniquement de la fonction mathématiqueL(p). C’est en quelque sorte les meilleurs programmes
dont la sémantique estL(p) (au sens deP ).

D’autre part (pt. 6), les évaluations partielles minimales forte et faible coïncident ; nous notons alors
simplementEvapmin4;P (p). Il n’existe donc que trois types différents de< meilleure évaluation partielle>, qui en
outre sont confondus lorsque4 est totale (nous notons en ce casEvapopt4;P (p) l’évaluation partielle optimale ou
minimale), ce qui cependant est relativement rare. Même lorsque4 n’est pas totale, les différentes évaluations
partielles optimales et minimales ne diffèrent pas substanciellement car tous leurs programmes sont équivalents
entre eux.

Le tableau 4.2 donne quelques identités sur les ensembles d’évaluations partielles, et en particulier celles
qui concernent les évaluations partielles construites sur des coûts combinés. Remarquons à ce sujet que le
produit41 
 42 de relations surC1 � C2 n’a pas sa place dans ce tableau car il est< transformé> en une
intersection41;�1 \42;�2 surP par une mesure de performance (déf. 3.7). Le cas est similairepour le produit
lexicographique (déf. 3.8).EvapxxxP;4(p) Evap Evapmin Evapoptf EvapoptFEvap� = Evap4 � X ? ?41 � 42 ) Evap41 � Evap42 X X XEvap\i2I4i = Ti2I Evap4i X � X XEvap[i2I4i = Si2I Evap4i X � �P � P 0 ) EvapP � EvapP 0 X X XP � P 0 ) EvapP = EvapP 0 \ P X X � Xp � p0 ^ p 4 p0 ) Evap(p) = Evap(p0) � � � X

Tableau 4.2 : Identités sur les ensembles d’évaluations partielles

La section suivante met en valeur ces résultats sur quelques comparaisons de coûts définies au chapitre
précédent.

4.4 Évaluation partielle et mesure de coût.

Les résultats qui concernent les comparaisons de coût (cf.x3.6) et les évaluations partielles (cf.x4.3) permettent
des jugements à la fois qualitatifs et quantitatifs. Nous l’illustrons sur quelques coûts statiques qui ont été définis
à la sectionx3.4.

Soient les programmesnandi de BOOL suivants.nand1(X,Y) = if X then (if Y then false else true) else truenand2(X,Y) = if Y then (if X then false else true) else true



4.4 ÉVALUATION PARTIELLE ET MESURE DE COÛT 125nand3(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else truenand4(X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else truenand5(X,Y) = if X then (if Y then false else true)else (if Y then true else true)nand6(X,Y) = if Y then (if X then false else true)else (if X then true else true)
Ces programmes vérifient les équivalencesnand1 � : : : � nand6. Par conséquent, les ensembles de pro-
grammes strictement équivalents sont :Equivstr(nand1) = : : : = Equivstr(nand6) = fnand1; nand2; nand3; nand4; nand5; nand6; : : :g
Les programmesnandi sont définis sur toutBool � Bool. On a doncEquivstr(nandi) = Equivpar(nandi).
Notons qu’il n’y a que six autres programmes équivalents auxnandi et ne comportant que deuxif imbriqués
(et troisif en tout) :nand7 (X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else (if Y then true else true)nand8 (X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else (if X then true else true)nand9 (X,Y) = if X then (if Y then false else true) else (if Y then Y else true)nand10(X,Y) = if Y then (if X then false else true) else (if X then X else true)nand11(X,Y) = if X then (if Y then false else X ) else (if Y then Y else true)nand12(X,Y) = if Y then (if X then false else Y ) else (if X then X else true)
Les mesures de coût suivantes leur sont associées :�(nand1 (X;Y )) = 8<: si X = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool

si X = false alors cif + cvar + cbool�(nand2 (X;Y )) = 8<: si Y = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool
si Y = false alors cif + cvar + cbool�(nand3 (X;Y )) = 8>>><>>>: si X = true et Y = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool
si X = true et Y = false alors 2 cif + 3 cvar
si X = false alors cif + cvar + cbool�(nand4 (X;Y )) = 8>>><>>>: si Y = true et X = true alors 2 cif + 2 cvar + cbool
si Y = true et X = false alors 2 cif + 3 cvar
si Y = false alors cif + cvar + cbool�(nand5 (X;Y )) = 2 cif + 2 cvar + cbool�(nand6 (X;Y )) = 2 cif + 2 cvar + cbool

Rappelons (cf.x3.2.5, domaine de coût implicite) que les coûts élémentaires vérifient :0 � cbool � cvar 4 cif � cfunn � cfunm pour 0 4 n < m
4.4.1 Évaluation partielle et coût absolu.

Nous avons défini (cf.x3.4.1) la comparaison absolue sur un supportD comme :� 8p; q2PD p 4abs q ssi 8d2D �(p d) 4 �(q d)
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AvecD = Bool� Bool comme support, les programmesnandi se comparent ainsi.nand3 �abs nand1 �abs nand5 �abs nand6 �abs nand2 �abs nand4
Ce sont les seules relations de coût absolu entre les programmesnandi. D’autre part, il est clair qu’un programmenand équivalent doit comporter au minimum deuxif emboîtés. Les expressions terminales de cesif ont un
coût minimum decbool . Sachant qu’il est plus coûteux de rajouter un troisièmeif que d’employer une variable,
puisquecvar 4 cif, et superflu de faire un appel fonctionnel, nous en déduisons :Evapabs(nand1) = fnand1gEvapabs(nand2) = fnand2gEvapabs(nand3) = fnand1; nand3gEvapabs(nand4) = fnand2; nand4gEvapabs(nand5) = fnand1; nand2; nand5; nand6gEvapabs(nand6) = fnand1; nand2; nand5; nand6g
Il est très rare qu’il existe des évaluations partielles optimales fortes ; leur ensemble est d’ailleurs inclus dans
tous les autres types de meilleures évaluations partielles (prop. 4.4.6). Or4abs est la relation la plus forte que
nous ayons rencontrée, puisqu’elle aussi est incluse dans toutes les autres, ou plus précisément dans toutes
celles qui sont stables (cf.x3.5.1), ce qui est le cas de la majorité des comparaisons de coût (cf. x3.6). Comme
l’indique la propriété<41 � 42 ) EvapoptF41 (p) � EvapoptF42 (p) > (tabl. 4.2), il est donc encore plus rare d’en
trouver pour le coût absolu. Effectivement, les programmesnandi n’ont pas d’évaluation partielle optimale
forte, car les deux programmesnand1 etnand2 ont des évaluations partielles disjointes :EvapoptFabs (nandi) =\p�nandiEvapabs(p) = ?
Certains programmes ont néanmoins une évaluation partielle optimale faible. On la calcule par la formuleEvapoptfabs (nandi) = Tq2Evapabs(nandi) Evapabs(q).Evapoptfabs (nand1) = Evapoptfabs (nand3) = fnand1gEvapoptfabs (nand2) = Evapoptfabs (nand4) = fnand2gEvapoptfabs (nand5) = Evapoptfabs (nand6) = ?
Les programmesnand5 et nand6 n’ont pas d’évaluation partielle optimale faible pour la mêmeraison qu’ils
n’avaient pas d’évaluation partielle optimale forte :nand1 etnand2, qui apparaissent dansEvapabs(nand5) etEvapabs(nand6), ont des évaluations partielles disjointes. Ils ont toutefois une évaluation partielle minimale,
pour laquelle il nous faut calculer tout d’abord les évaluations partielles selon6�.Evap 6�abs(nand1) = fnand1; nand2; nand4; : : :gEvap 6�abs(nand2) = fnand1; nand2; nand3; : : :gEvap 6�abs(nand3) = : : : = Evap 6�abs(nand6) = fnand1; : : : ; nand6; : : :g
Les points de suspension indiquent que des programmes autres quenand1 à nand6 sont dans l’évaluation
partielle.

L’évaluation partielle minimale estEvapminabs (nandi) = Evapabs(nandi) \ (Tq2Evapabs(nandi) Evap 6�abs(q)).Evapminabs (nand1) = Evapminabs (nand3) = fnand1gEvapminabs (nand2) = Evapminabs (nand4) = fnand2gEvapminabs (nand5) = Evapminabs (nand6) = fnand1; nand2g
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Il est naturel que des inclusionsEvapoptFabs (nandi) � Evapoptfabs (nandi) � Evapminabs (nandi) soient en général
strictes car le coût4abs n’est pas total, même si4 l’est (tabl. 3.3).

En fait, les programmesnand1etnand2 sont les deux seuls programmes minimaux deP = Equiv(nandi) :
il n’y a pas de programmenand équivalent auxnandi de coût strictement inférieur à�(nand1) ou�(nand2).
À ce titre, pour tout programmenand dansP , ce sont les seuls éléments possibles de l’évaluation partielle
minimaleEvapminabs (nand), et donc aussi des évaluations partielles optimales. En outre, puisquenand1etnand2
ont des évaluation partielles disjointes, pour toutnand on aEvapoptFabs (nand) = ?. C’est naturel car on a vu
queEvapoptF(p) ne dépend pas dep (prop. 4.4.2), et donc queEvapoptFabs (nandi) = ?.

4.4.2 Évaluation partielle et coût moyen.

Nous avons vu (cf.x3.6.6) que tous les coûts moyens sont équivalents sur un langage de domaines finis comme
BOOL. La mesure de coût moyen explicite (cf.x3.4.4) est définie comme :� 8p2P �moy(p) =Pd2Dom(p) �(p d)=jDom(p)j� 8p; q2P p 4moy q ssi �moy(p) 4 �moy(q)
Le coût moyen des programmesnandi est :�moy(nand1) = �moy(nand2) = 3=2 cif + 3=2 cvar + cbool�moy(nand3) = �moy(nand4) = 3=2 cif + 7=4 cvar + 3=4 cbool�moy(nand5) = �moy(nand6) = 2 cif + 2 cvar + cbool
À la différence du coût absolu, tous les programmesnandi sont comparables en moyenne. C’est aussi le cas de
tout autre programmenand à la condition que4 soit totale (nous n’avons jusqu’ici pris comme hypothèse que
les relations individuelles sur les coûts élémentaires) puisque la construction du coût moyen sur les domaines
finis transporte sur le coût statique le fait que la relation de coût dynamique est totale (tabl. 3.3).nand1 �moy nand2 �moy nand3 �moy nand4 �moy nand5 �moy nand6
Il n’est pas étonnant non plus que la hiérarchie relative (cf.x4.4.1) ne soit pas modifiée puisque4abs � 4moy
(tabl. 3.3). D’autre part, dans la mesure où l’augmentation du nombre deif multiplie également le nombre de
feuilles d’une expression, on peut voir que tout programme équivalent comportant au moins troisif imbriqués
a un coût moyen trop important pour figurer dansEvapmoy(nandi). Une énumération de ceux qui ne comportent
que deuxif conduit aux évaluations partielles suivantes :Evapmoy(nand1) = Evapmoy(nand2) = fnand1; nand2gEvapmoy(nand3) = Evapmoy(nand4) = fnand1; nand2; nand3; nand4gEvapmoy(nand5) = Evapmoy(nand6) = fnand1; nand2; nand3; nand4; nand5; nand6g
Les évaluations partielles pour le coût moyen contiennent bien celles pour le coût absolu, puisque4abs � 4moy
(tabl. 4.2). Cette fois-ci, tous les programmesnandi admettent des évaluations partielles optimales fortes.EvapoptFmoy (nandi) = \p�nandiEvapmoy(p) = fnand1; nand2g
Il n’est pas suprenant que les programmes aient tous la même évaluation partielle optimale forte, puisque nous
avons vu qu’elle ne dépendait que de la baseP = Equiv(nandi), et non du programmenandi considéré.
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D’autre part, puisque tous les coûts moyens sont comparables(ce qui a le même effet que si4 était par
hypothèse totale), les évaluations partielles optimales fortes, faibles, et minimales coïncident.Evapminmoy(nandi) = Evapoptfmoy(nandi) = EvapoptFmoy (nandi) = fnand1; nand2g
Notons également que l’évaluation partielle optimale, même forte, n’est pas nécessairement unique.

4.4.3 Évaluation partielle et coût maximum.

Comme nous l’avons signalé (cf.x3.4.8), il n’est pas très intéressant d’employer le coût maximum < nature>.
Il faut le composer avec un autre coût statique :4stat \4max. Cependant, déterminer les ensembles d’évalua-
tions partielles propres du coût maximum est tout à fait justifié puisque les propriétés de compatibilité avec
l’intersection (tabl. 4.2),� Evap41\42(p) = Evap41(p) \ Evap41(p)� Evapmin41\42(p) � Evapmin41 (p) \ Evapmin42 (p)� Evapoptf41\42(p) = Evapoptf41 (p) \ Evapoptf42 (p)� EvapoptF41\42(p) = EvapoptF41 (p) \ EvapoptF42 (p)
permettent de calculer, ou d’approcher, les évaluations partielles de4stat \ 4max à partir des évaluations
partielles individuelles de4stat et4max.
Le coût maximum dans le cas d’un domaine fini non-vide et d’une relation4 que nous supposons ici totale est :� 8p2P �max(p) = maxd2Dom(p)(�(p d))� 8p; q2P p 4max q ssi �max(p) 4 �max(q)
Le coût maximum des programmesnandi est :�max(nand1) = �max(nand2) = 2 cif + 2 cvar + cbool�max(nand3) = �max(nand4) = 2 cif + 3 cvar�max(nand5) = �max(nand6) = 2 cif + 2 cvar + cbool
La hiérarchie reste bien sûr compatible avec le coût absolu (cf.x4.4.1) car, puisque4 est totale et le domaine
fini, on a4abs � 4max (tabl. 3.3). Elle est en revanche différente de celle du coût moyen (cf.x4.4.2).nand1 �max nand2 �max nand5 �max nand6 �max nand3 �max nand4
Là encore, le nombre deif emboîtés limite la recherche des évaluations partielles.Evapmax(nand1) = Evapmax(nand2) = fnand1; nand2; nand5; nand6gEvapmax(nand3) = Evapmax(nand4) = fnand1; : : : ; nand6; nand7; : : : ; nand12gEvapmax(nand5) = Evapmax(nand6) = fnand1; nand2; nand5; nand6g
Les programmesnand7 ànand12 (cf. x4.4) sont les seuls autres programmes équivalents ànand ne comportant
que deuxif imbriqués. La compatibilité de l’évaluation partielle sur l’intersection nous permet d’en déduire
les évaluations partielles pour4moy-max = 4moy \4max.Evapmoy-max(nand1) = Evapmoy-max(nand2) = fnand1; nand2gEvapmoy-max(nand3) = Evapmoy-max(nand4) = fnand1; nand2; nand3; nand4gEvapmoy-max(nand5) = Evapmoy-max(nand6) = fnand1; nand2; nand5; nand6g
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Puisque ce coût maximum est total (tabl. 3.3), évaluations partielles optimales fortes, faibles, et minimales
coïncident à nouveau.Evapminmax(nandi) = Evapoptmax(nandi) = fnand1; nand2; nand5; nand6g
Grâce à la compatibilité avec l’intersection, on déduit :EvapoptFmoy-max(nandi) = EvapoptFmoy (nandi) \ EvapoptFmax (nandi) = fnand1; nand2g
Dans cet exemple, bien que4moy 6� 4max et4moy 6� 4max l’évaluationpartielle optimale en moyenne des pro-
grammesnandi est en fait également optimale pour le coût maximum :Evapoptmoy(nandi) � Evapoptmax(nandi).
4.5 Difficultés intrinsèques de l’évaluation partielle optimale.

L’indécidabilité de l’équivalence des programmes ne permet généralement pas de connaître complètement l’en-
sembleEvap4(p) et, à plus forte raison, pas non plus les ensemblesEvapmin4 (p),Evapoptf4 (p) etEvapoptF4 (p).
Toutefois, les cas d’existence d’évaluations partielles optimales ou minimales sont rares ; ces ensembles sont
le plus souvent vides.

Il faut noter la différence entre le problème de trouver un meilleur programme pour un modèle d’exécution
fixé, et celui de trouver une meilleure compilation pour une machine d’exécution donnée (cf.x4.7), comme
c’est le cas en particulier dans les recherches d’une meilleure stratégie de réduction lorsque la sémantique est
donnée par un procédé non-déterministe [BL79, Lév80, AL93].

Une partie des résultats présentés ici est reprise et complétée dans la conclusion, dans le rubrique qui traite
des limites de l’évaluation partielle.

4.5.1 Conditions d’inexistence.

Parce que peu de programmes sont comparables entre eux, les évaluations partielles optimales sont le plus
souvent vides. En ce qui concerne l’évaluation partielle minimale, il y a deux tendances opposées : si peu de
programmes sont comparables, il est plus facile de trouver des programmes tels qu’il n’en existe pas d’autres
de coût strictement inférieur, mais d’un autre coté il y a aussimoins d’évaluations partielles.

Évaluation partielle optimale.

Les cas courants pour lesquels on peut décider qu’il n’y a pas d’évaluation partielle optimale sont déduits des
points (2) et (3) de la proposition 4.4 :� EvapoptF4 (p) = ? si 9 q1 6= q2 2P tq Evap4(q1) \ Evap4(q2) = ?� Evapoptf4 (p) = ? si 9 q1 6= q2 2P tq q1; q2 4 p et Evap4(q1) \ Evap4(q2) = ?
C’est parce que les programmesnand1 et nand2 ont des évaluations partielles disjointes pour le coût absolu
qu’ils n’ont pas d’évaluation partielle optimale (cf.x4.4.1). En pratique, il faut exhiber ces deux programmesq1 et q2 pour affirmer qu’il n’y a pas d’évaluation partielle optimale forte ou faible.
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Évaluation partielle minimale.

Deux cas peuvent se présenter dans l’étude de l’évaluation partielle minimaleEvapmin(p0) : ou bien il n’y
a pas de programme de coût strictement inférieur àp0, auquel casp0 est minimal etp0 2 Evapmin(p0) ; ou
bien il existe un programmep1 strictement meilleur quep0, et l’on peut itérer le processus et rechercher s’il
existe un programmep2 strictement meilleur quep1, etc. Il n’y a pas d’évaluation partielle minimale, ni par
conséquent d’évaluation partielle optimale, lorsque ce processus est sans fin, c’est-à-dire lorsque l’ensemble
des programmes n’est pas bien fondé pour la relation de coût statique�. Considérons par exemple la famille
de programmes SML(lengthn)n2IN définie par :fun lengthn(L0) =case L0 of nil => 0 | _::L1 => (1 +...case Ln of nil => 0 | _::Ln+1 => (1 + lengthn(Ln+1)): : :)
La fonctionlengthn correspond àn dépliages de la fonctionlength = length0 ordinaire, qui calcule la
longueur d’une listeL. Sans donner le détail d’un modèle d’exécution ni d’un modèle de performance, on peut
supposer qu’il lui correspond un coût de la forme�(lengthn (L)) = jLj c + � jLjn+ 1� cCALL
où jLj est la longueur effective de la listeL, c est le coût d’exécution d’uncase, etcCALL est le coût spécifique de
l’appel fonctionnel< lengthn (Ln+1) >. Pour toutL, on a d’une part�(lengthn (L)) < �(lengthn+1 (L))
et d’autre part�(lengthn (L)) < �(lengthn+1 (L)) + cCALL ssi jLj > (n + 1)(n + 2). Par conséquent,
pour toutn 2 IN, lengthn+1 �abs lengthn. La suite de programmes(lengthn)n2IN n’est pasbien fondée
pour�abs (cf. xN.9). Cela ne suffit pas en soi à démontrer que la fonctionlength n’admet pas d’évaluation
partielle minimale. Cependant, le même procédé appliqué à unehypothétique évaluation partielle minimalelengthMin, nécessairement récursive, trouve une fonctionlengthMin1 �abs lengthMin, ce qui contredit la
minimalité delengthMin. Par conséquent, il n’y a pas non plus d’évaluation partielle optimale.

Parce que les coûts moyens sont stables et discriminants, on a�abs � �moy (prop. 3.3). Les comparaisons4moy-�ni,4moy-p�ni et4moy-lim vérifient également�abs � �moy-�ni ; �moy-p�ni ; �moy-lim car leur construction
préserve la stabilité et la discrimination (tabl. 3.4, 3.6.5). Par conséquent, la suite de programmes(lengthn)n2IN
n’est également pas bien fondée pour�moy-�ni,�moy-p�ni et�moy-lim. On n’a donc généralement pas non plus
d’évaluation partielle minimale ou optimale pour le coût moyen sur un domaine infini.

Spécifications algébriques.

Pour être optimale ou minimale, une évaluation partielle, et en particulier une spécialisation, doit faire< un
usage maximum des informations présentes dans les données statiques>. C’est d’ailleurs parfois comme cela
que l’on décrit (ou que l’on a décrit) informellement ce qu’estl’évaluation partielle.

Dans le cas où le modèle d’exécution est donné dans un formalisme algébrique(logique équationnelle,
algèbre initiale, système de réécriture), il est nécessaire pourcela de rajouter des équations à la spécification
jusqu’à ce qu’elle soit, le cas échéant,!-complète. Or il existe des spécifications qui n’admettent pas d’enri-
chissement!-complet ; il est alors impossible d’exploiter toutes ces informations, et donc matériellement de
réaliser un évaluateur partiel optimal. Nous renvoyons le lecteur à [Hee86] pour plus de détails sur ce point.
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4.5.2 Conditions d’existence.

Le problème fondamental de l’évaluation partielle optimale ou minimale est que l’on doit comparer un pro-
gramme àtousceux qui lui sont équivalents, programmes qui en pratique sont en nombre infini et que l’on ne
peut même pas dénombrer du fait de l’indécidabilité de l’équivalence.

Évaluation partielle optimale.

En fait, il n’existe guère qu’une méthode pour assurer l’existence d’une évaluation partielle optimale d’un
programmep. Elle procède en deux étapes : il faut tout d’abordminorerle coût d’exécution dansP , c’est-à-dire
trouver une fonction f 2 CDom(p) telle que pour toutp02P f 4 �(p0)
En pratique, il faut pour cela examiner toutes les constructions sémantiques qui sontindispensablespour qu’un
programmep0 soit équivalent àp. Pour ce type de minoration, il est nécessaire de disposer d’une propriété
d’additivité. La seconde étape consiste àexhiberun programmeq qui atteint le coûtf . On a alors :

si �(q) = f alors q 2 EvapoptFP;4 (p)
Un tel programme est une évaluation partielle optimale. Considérons par exemple le programmenot suivant :fun not(X) = if X then false else true
Pour programmer la fonction mathématiquenot = Bool(not) : BoolVal ! BoolVal, il est indispensable de
tester la valeur de l’argument car le résultat en dépend. Il faut donc au minimum une constructionif dont
la condition est une expression qui contient la variableX. Ensuite, selon le résultat du test, il faut retourner
soit true, soit false ; puisque la variableX contient la valeur opposée, il faut nécessairement faire apparaître
à un moment donné une constructionfalse ou true. Le coût d’exécution de tout programme équivalent ànot est donc uniformément minoré parcif + cvar + cbool . Or, le programmenot lui-même atteint ce minorant.
C’est donc une évaluation partielle optimale. Il s’agit en fait là du raisonnement que nous avons déjà tenu pour
justifier les évaluations partielles optimales de la sectionx4.4.

La proposition 4.7, donnée à la section suivante (x4.6), indique comment obtenir une évaluation partielle
optimale à partir de résultats obtenus pour un autre langage.Un cas particulier (prop. 4.8) donne un cadre de
construction explicite d’une évaluation partielle optimale.

Évaluation partielle minimale.

Dès qu’interviennent des dépendences sur plusieurs arguments (ou sur un argument structuré), apparaît aussi
un choix sur l’ordre des tests2. La minoration se traduit alors non plus par une fonction unique mais par un
ensemble de fonctionsF � CDom(p) tel que pour toutp02P il existe f 2F f 4 �(p0)
Comme précédemment, on examine toutes les constructions sémantiques indispensables au fur et à mesure
que l’on accroît l’information connue sur les données d’entrée. Une décision doit intervenir au moment de2Nous considérons ici desmachines séquentielleset, par là-même, desalgorithmes séquentiels(voir aussi [Ber81, BC82]).
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choisiroù gagner de l’information sur ces données afin de mieux cerner le résultat. S’ajoute ensuite une étape
intermédiaire qui consiste à déterminer l’ensembleFmin = Emin4(F ) des éléments minimaux deF . On sait
que cet ensemble est non-vide lorsqueF est bien fondé ; c’est le cas en particulier lorsqueF est fini. Pour
conclure, il faut exhiber un programmeq deP qui atteigne un quelconque des coûts deFmin.

si �(q) 2 Fmin alors q 2 EvapminP;4(p)
En effet, si�(q) 2 Fmin alors pour tout programmep0 2 P , il existe unf 2 F tel quef 4 �(p0) et f 6� �(q).
Supposer�(p0) � �(q) conduit à une contradiction car alorsf � �(q). Par conséquent,�(p0) 6� �(q) et q est
bien une évaluation partielle minimale.

À titre d’exemple, appliquons cette méthode sur la fonction mathématiquenand(X;Y ). Puisque le résultat
dépend de la valeur de chacun des arguments, il y a au minimum untest sur chacun d’eux. Si l’on commence
parX, il est un cas où il n’est pas indispensable de connaître d’information surY . La situation est symétrique
si l’on débute parY . Dans chaque cas, il est toujours plus avantageux pour fournir la valeur retournée de la
construire explicitement plutôt que d’utiliser une variable ou toute autre construction. Par conséquent, on aF = ff1; f2g avec :f1(X;Y ) = si (X = true) alors2 cif + 2 cvar + cbool sinoncif + cvar + cboolf2(X;Y ) = si (Y = true) alors2 cif + 2 cvar + cbool sinoncif + cvar + cbool
PuisqueF est fini, on sait queFmin = Emin(F ) est non-vide ; en l’occurrence,Fmin = F carf1 67abs f2. Or,
les programmesnand1 et nand2 atteignent respectivement des fonctionsf1 et f2 deFmin. Sans connaître les
autres programmesnandi, on peut alors affirmer quenand1 etnand2 sont des évaluations partielles minimales
de tout programme de sémantiquenand.

Existence pour les domaines finis.

S’il n’est pas possible d’établir un théorèmeformelgénéral d’inexistence d’une évaluation partielle optimale et
minimale pour les programmes de domaineinfini, parce que le dépliage d’une construction itérative reste trop
spécifique au langage considéré, il est en revanche possible de garantir l’existence d’une évaluation partielle
minimale pour les coûts absolus, moyen et maximum, à condition que le programme soit de domainefini.

Proposition 4.5. ( Condition d’existence d’une évaluation partielle minimale )
SoientL : P � D ! R un langage,(C;+; :;4) un domaine de coût algébrique additif,(ci)i2I une famille
de coûts positifs au plus dénombrable et bien fondée, et� une mesure de performance deL à valeur dansPi2(I) INci. Alors les modèles de coût absolu, moyen et maximum construitssur 4 vérifient la proposition
suivante (nous notons4D 2 f4abs;D;4moy;D;4max;Dg) :� 8p2P 8P �P tq Equivstr(p)�P � Equivpar(p); si Dom(p) est fini alorsEvapminP;4Dom(p)(p) 6= ?
Cette proposition s’applique en particulier si la famille(ci)i2I est finie car elle est alors nécessairement bien
fondée.

Il n’y a pas de proposition similaire pour l’évaluation partielle optimale. Qu’il n’y ait pas non plus de
résultat similaire pour une comparaison de coût quelconque n’est pas très génant en pratique. En effet, puisque
le domaine est fini, beaucoup de comparaisons coïncident (cf.x3.6.6) avec les coûts absolu, moyen et maximum.

Notons enfin que la démonstration qui suit est non-constructive ; elle ne donne pas de moyen explicite de
calculer une évaluation partielle minimale.
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Démonstration. Pour simplifier la démonstration, nous supposons les coûts(ci)i2I indicés par les entiers
naturels ; nous supposons plus précisément queI est un intervalle deIN contenant0. Soit(�n)n2IN une suite de
coûts de

Pi2(I) INci strictement décroissante : pour toutn 2 IN, �n � �n+1.
Puisque�n 2 Pi2(I) INci, il existe une famille presque nulle d’entiers naturels(�n;i)i2I telle que�n =Pi2I �n;i ci. Soientjn le plus grand indice des coûts élémentaires qui interviennent dans�0; : : : ; �n, et sn la

séquence des coefficients des coûts élémentaires de�n pour les indices inférieurs àjn :� jn = max(fj 2 I j 9 l6n �l;j 6= 0g)� sn = h�n;i j 0 6 i 6 jni
Notons que(sn)n2IN est une suite de séquences de longueurs croissantes et que�n =P06i6jn �n;i ci.

D’autre part, la relation6 sur IN est unbon ordre(cf. xN.10) :� 8(xn)n2N 2 ININ 9 i< j 2 IN xi 6 xj
On noteE le prolongement de6 aux séquences finies :� 8n6m2 IN 8x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym 2 IN (x1; : : : ; xn) E (y1; : : : ; ym) ssi 8i2 [n] xi 6 yi
C’est un cas particulier deplongement dans les séquences(embedding) (cf.xN.10). La relationE définit un
ordre sur les séquences finies d’entiers naturels. Grâce au lemme de Higman (cf.xN.10), on sait queE est alors
aussi un bel ordre.

Par conséquent, il existen < m 2 IN tels quesn E sm, c’est-à-dire8 06 i6 jn �n;i 6 �m;i. Donc,�n = P06i6jn �n;ici 4 P06i6jn �m;ici 4P06i6jm �m;ici = �m par additivité, ce qui contredit l’hypothèse
sur(�n)n2N . Il n’existe donc pas de suite infinie de coûts de

Pi2(I) INci strictement décroissante.

Considérons à présent un supportD fini. Les mesures de performance explicites�moy;D et�max;D (déf. 3.24,
3.29) sont à valeur dans

Pi2(I) INci. Donc(PD;4moy;D;�) et (PD;4max;D;�) sont également bien fondés.

D’autre part, on sait que le produit fini d’ensembles bien fondés est bien fondé pour la relation produit.
PuisqueD est un ensemble fini,(Pi2(I) INci)jDj est bien fondé pour4jDj, et donc(Pi2(I) INci)D bien fondé
pour4abs;D. En particulier,(PD;4abs;D;�) est également bien fondé.

En résumé,(PD;4D;�) est bien fondé pour4D 2 f4abs;D;4moy;D;4max;Dg. Donc pour tout programmep 2 P de domaine fini et toutP � P tel queEquivstr(p)�P � Equivpar(p), il n’existe également pas de
suite de programmes deP strictement décroissante pour�Dom(p);�. Par conséquent, le processus qui consiste à
partir dep0 = p et à choisir unpn+1 �Dom(p) pn dansP pour toutn 2 IN s’arrête donc après un nombre finim
d’étapes. On a alorspm 2 EvapminP;4Dom(p)(p). �

Les conditions de la proposition 4.5 étaient remplies par le modèle abstrait de performance dynamique de
BOOL (cf. x3.2.5), additif par hypothèse, dont les coût élémentaires vérifient 0 � cbool � cvar 4 cif � cfunn �cfunm pour 0 6 n < m et sont donc bien fondés. A posteriori, il n’est pas donc étonnant que nous ayons
effectivement trouvé une évaluation partielle minimale pour les coûts absolus, moyens, et maximum (cf.x4.4).

4.5.3 Méthodes d’obtention.

Jusqu’à présent, nous n’avons pas indiqué commentfabriquer une évaluation partielle optimale (resp. mini-
male), mais simplement comment être sûr qu’un programmedonnéest ou non optimal (resp. minimal) (cf.x4.5.2). Nous envisageons ici diverses méthodes pour cela. Lasection suivante (x4.6) propose quant à elle un
moyen de transporter un programme optimal (resp. minimal) d’un langage dans un autre.
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Échec de la construction par composition.

La composabilité (cf.x3.5.5) d’une comparaison de coût permet de fabriquer des évaluations partielles de
manière< compositionnelle>. Soient par exemple les programmes SML suivantsfun p1(x) = append([1,2],x)fun p2(x) = 1::2::x
ainsi qu’une mesure de coût< plausible> vérifiantp2 4 p1. Formons les programmes suivants :fun q1(x) = [p1(x),p1(x)]fun q2(x) = [p2(x),p2(x)]
Si 4 est faiblement composable à gauche, ou de manière équivalentefaiblement additive (prop. 3.2.9), on a
alors la relationq2 4 q1. Plus précisément, la faible composabilité à gauche (déf. 3.40) signifie :8p2P 8p02Evap4(p) 8q2PIm(p) q � p0 2 Evap4(q � p)
Cette propriété n’est pas vraie pour l’évaluation partielle optimale. Si l’on a< vraisemblablement> p2 2Evapopt(p1), on n’a pas nécessairement l’appartenance deq2 à Evapopt(q1). D’ailleurs, le programmeq2'
suivant est strictement meilleur queq2.fun q2'(x) = let val y = p2(x) in [y,y] end
Cela a des conséquences sur les méthodes à mettre en œuvre pour construire ou prouver la validité des
évaluateurs partiels. Comme le suggère la composabilité à gauche, l’appartenance à l’évaluation partielle
peut faire appel à larécurrence(structurelle). En revanche, l’évaluation partielle optimale ne peut y avoir
recours ; elle nécessite des preuvesglobaleset < directes>, très spécifiques. Cela se traduit également sur
la complexité d’un éventuel algorithme d’évaluation partielle optimale, qui doit souvent examiner la quasi
totalité des programmes possibles. Par exemple, la recherche d’une compilation optimale des motifs de SML
est NP-complète [App92]. Cela nous amène à la méthode par énumération.

Méthode par énumération.

Dans le cas exceptionnel où l’on dispose d’un moyen de décider l’équivalence de deux programmes, il est
envisageable d’énumérer systématiquement des programmes candidatsp0 et de tester d’une part leur équivalence
à p et d’autre part leur adéquation au critère de performancep0 4 p.

Cette recherche peut êtreexhaustivedu point de vu de l’optimum si l’on peut assurer à un certain point que
tous les programmesp0 restant à examiner ont un coût supérieur àp (resp. ne sont pas de coût inférieur àp).
Sans cette garantie, on est peu avancé car non seulement il est possible d’énumérer une infinité de programmes
qui ne sont pas équivalents àp, mais même lorsqu’ils le sont, ils peuvent être de coût supérieurà celui dep ;
dans ce cas, le programmep reste le seul meilleur représentant connu deL(p).

Cette recherche même a un coût évidemment explosif, malgré les heuristiques employées pour essayer de
la contenir. Elle est néanmoins justifiée dans de rares cas finis3.3Il existe dessuperoptimiseurs[Mas87] conçus pour faire la recherche (quasi-)exhaustive demeilleuresséquences d’instructions
machine. Ils prennent en paramètre la description d’une machine physique et un petit fragment de code. Leur but est de réaliser des
librairies de fonctions optimales, destinées à être substituées< in-line> directement dans le code généré d’un compilateur. Il s’agit par
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Transformations monotones.

En pratique, les évaluations partielles sont obtenues par applications successives de transformations correctes.
On peut garantir une optimisation (resp. une optimisation stricte) si l’on emploie des transformations monotones
(resp. strictement monotones) par rapport au critère de performance.

Même si l’on sait qu’il existe bien un optimum, l’itération de ce procédé de l’atteint pas nécéssairement.
Ce peut être pour l’une des raisons suivantes :� Les transformations deviennent stationnaires du point de vue du coût (si la monotonie n’est pas stricte).� Les améliorations sont infinitésimales et tendent vers un optimum sans jamais l’atteindre. C’est contre

cela qu’existe la condition de bonne fondation dans la proposition 4.5.� Les transformations améliorent indéfiniment, au moins d’un coûtconstant fixé. Ce n’est pas incompatible
avec l’existence supposée d’un minimum car on opère sur des objets fonctionnels : on peut par exemple
optimiser un programmesuccessivementsur chacune des données de son domaine sans atteindre le
programe qui est optimal surtoutesles données.� On s’est échoué dans un minimum local ; il n’y a plus de transformation disponible qui fasse décroître
le coût.� On est interrompu prématurément par un critère d’arrêt (cf.x6.2) à cause du danger de non-terminaison.

Notons par ailleurs que, même lorsqu’il existe un optimum unique, il n’y a pas nécessairement confluence des
transformations.

4.6 Modèle intermédiaire.

Pour étudier les propriétés des évaluations partielles (notamment optimales et minimales), et pour les calculer
de manière effective, il est parfois plus commode d’utiliserun langage intermédiaire qui< respecte> en quelque
sorte la sémantique et la mesure de performance d’origine, mais qui simplifie (grâce à plus d’homogénéité,
plus de régularité) les représentations des programmes et leurs classes d’équivalence de coût.

4.6.1 Motivation.

Pour motiver cette approche, nous définissons un nouveau langage, ZML, constitué uniquement de constructeurs
de types de données (il n’y a pas de conditionnelles ni d’appels fonctionnels) et de déclarations de variables.

exemple de fonctions commeabs, max, la multiplication par des constantes, etc. En l’occurrence, le calcul du critère de performance
(comparaison du nombre de temps de cycles) est immédiat, et deux ou trois tests d’équivalence sur des données aléatoires suffisent à
rejeter la plupart des propositions erronées. Pour les cas restants, il faut démontrer l’équivalence avec exactitude. La terminaison de la
recherche exhaustive est assurée par la monotonie du critère. Du fait de l’explosioncombinatoire, la taille du code superoptimisable en
pratique est de l’ordrede 5 à 6 instructions. Des résultats partiels peuvent être obtenus en déplaçant unefenêtre(peephole) d’optimisation
de taille réduite sur une séquence de code plus longue. On cite le cas d’un calcul de deux semaines pour obtenir un gain substantiel dans
une séquence de codecritiquecomportant une vingtaine d’instructions.

Le superoptimiseur de GNU [GK92] est crédité d’une performanceO(mnn2n) oùm est le nombre d’instructions possibles, etn est
la plus courte séquence d’instructions de la fonction à réaliser. En pratique toutefois, les valeurs immédiates (les constantes) ne sont pas
prises en compte et c’est surtout sur les mouvements de registres qu’il donne toute sapuissance. De plus, son test de correction n’est
pas totalement sûr ; il est limité à des heuristiques.
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Les< programmes> ZML sont en quelque sorte un noyau d’expressions constantesde SML, le< degré zéro>
de ML.

Ils sont évidemment peu intéressants intrinsèquement ; leur domaine de définition est un singleton et ils
n’ont qu’une seule exécution, de résultat constant. Cette simplicité n’est pas vaine car ils représentent en fait
les expressionsterminalesd’un programme SML, dont l’évaluation constitue la valeur deretour de tout appel
fonctionnel. Le problème de l’évaluation partielle revient àsavoir comment programmer au mieux le calcul de
ces constantes.

Syntaxe. En plus des constructeurs de types de données et des lieurs de variables, nous considérons également
des délimiteurs de portée lexicale (constructionslet et local). La syntaxe complète de ZML est donnée à
la figure 4.1. Pour simplifier, nous ne distinguons pas, comme enSML, la construction d’un0-uplet et la
construction nullaire, et nous notons par exempleNIL plutôt queNIL(). Nous ne nous préoccupons pas ici de
la déclaration des types de données, que nous notons en majuscules pour les distinguer des variables notées en
minuscules. Nous supposons de plus qu’une constructionvalbinds = valbind1 and : : : and valbindn ne
lie pas la même variable plusieurs fois.exp ::= var x; y; z : : : Vconh(exp1, : : :,expn)i NIL; F(G(A),B); CONS(y,NIL)let decs in exp end let val x = ZERO in CONS(x,NIL) endvalbind ::= var = exp x = F(G(A),B)valbinds ::= valbind hand valbindsi x = y and y = xdec ::= val valbinds val x = SUCC(SUCC(ZERO))local decs1 in decs2 end local val x = ZERO in val y = SUCC(x) enddecs ::= déclaration videdec h;i decs val x = ZERO; val y = CONS(x,NIL)prog ::= decs; val x = SUCC(SUCC(ZERO));

Figure 4.1 : Syntaxe de ZML

Objets sémantiques. Les objets sémantiques employés dans la spécification de ZML en sémantique naturelle
sont donnés à la figure 4.2, accompagnés de quelques exemples. Lerésultat de l’évaluation d’un programme
ZML est un environnement de valeurs associant un type de données à des noms de variable.var 2 Var x; y; z : : :con 2 Con ZERO; SUCC; NIL; CONS : : :v 2 Val = Sk>0(Con� Valk) CONS(SUCC(ZERO);NIL)E 2 Env = Var �n! Val fx 7! NIL; y 7! SUCC(ZERO)g

Figure 4.2 : Objets sémantiques de ZML
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Sémantique. La figure 4.3 spécifie en sémantique naturelle les preuves du jugement E0 ` prog ) E , qui
exprime qu’un programmeprog produit un environnementE dans le contexte d’un environnement de départE0.
Nous nous plaçons dans le cas où cet environnementE0 initial est toujours vide4 :Zml(prog) = E ssi ? ` prog ) E
Par exemple, le programme< local val x=F(A) in val y=G(x,H(x)) end > s’évalue dans l’environne-
ment vide enE = fy 7! G(F(A);H(F(A)))g. À quelques adaptations mineures, ces régles sont identiques à
celles de la définition formelle de SML [MTH90].E ` var ) E(var) : cvar (�var )hE ` exp1 ) v1 : : : E ` expn ) vniE ` conh(exp1, : : : ,expn)i ) conh(v1, : : : ,vn)i : cconn (�conn)E ` dec ) E 0 E + E 0 ` exp ) vE ` let dec in exp end) vE ` exp ) vE ` var = exp ) fvar 7! vg : cvalbind (�valbind))E ` valbind ) E 0 hE ` valbinds ) E 00iE ` valbind hand valbindsi ) E 0 h+E 00iE ` valbind ) E 0E ` val valbind ) E0E ` dec1 ) E1 E + E1 ` dec2 ) E2E ` local dec1 in dec2 end) E2E ` ) fgE ` dec1 ) E1 E + E1 ` dec2 ) E2E ` dec1; dec2 ) E1 + E2

Figure 4.3 : Sémantique dynamique de ZML

Modèle de performance. Les règles de la figure 4.3 sont en outre annotées par des coûts élémentaires qui
définissent un modèle d’exécution de ZML (cf.x3.2.5). Nous nous plaçons dans le cadre d’un domaine de coût
abstrait(C;+; :;4) additif, réflexif et total (cf.x3.2.5, domaine de coût abstrait). La mesure de performance4Voir aussi la note de bas de page numéro 7.



138 CHAPITRE 4. OPTIMISATION ET OPTIMALITÉ� que définissent ces coûts élémentaires est justifiée par l’implémentation informelle suivante (cf.x3.2.5,
implémentation informelle) :� Le coût d’accès à la valeur d’une variable (règle�var ) est un coût constantcvar . Cette hypothèse n’est

pas vérifiée avec les modèles de compilation SECD ou CAM qui font del’environnement local une liste
ou un arbre binaire, plutôt qu’un vecteur ; le temps d’accès est alors linéaire ou logarithmique. En outre,
les variables ne sont pas toujours intégrées dans un environnement explicite (pile, fermeture: : : ), mais
parfois compilées comme des registres machine, d’accès plus rapide et sujets à de multiples optimisations
(notamment avec les architectures RISC).� Un coûtcconn est attribué (règle�conn) à la constructioncon(exp1, : : :,expn). Il comprend l’allocation
et l’initialisation du vecteur ou de la liste nécessaire. Le coût d’une construction nullaire estccon0 .� De même quecvar , le coûtcvalbind d’une liaison de valeur (règle�valbind ) varie beaucoup en fonction des
optimisations de compilation. La valeur peut momentanémentêtre stockée dans une pile, une fermeture,
un registre. En cas d’appel fonctionnel, le type de sauvegarde diffère aussi suivant qu’elle est de la
responsabilité de la fonction appelante ou appelée [ASU86].

Pour simplifier, nous donnons un prix constant à l’opération comprennant l’allocation de la cellule
destinée à contenirv , son initialisation, et également sa libération à la restauration de l’environnement. Ce
dernier point a pour but d’annuler le prix des constructionslet etlocal : le coût global du programme
est alors surévalué d’une valeur constante correspondant àN libérations oùN est le nombre de liaisons
qui apparaissent dans l’environnementE final. Nous travaillons modulo cette translation constante pour
un environnement résultatE donné.� Nous considérons nul ou négligeable le coût des autres règles, soit parce qu’il a été incorporé à d’autres
coûts, comme c’est le cas pour les constructionslet etlocal, soit parce qu’il correspond simplement à
l’enchaînement des instructions compilées.

Par exemple, le programme< local val x=F(A) in val y=G(x,H(x)) end > a pour coût d’exécution2 cvalbind + ccon0 + 2 ccon1 + ccon2 + 2 cvar .

Optimisation. L’optimisation dans ZML se résume à un usage pertinent des constructionslet et local.
L’essence dulet, au moins sur le plan opérationnel, est le partage. Considérons les deux expressions équi-
valentesexp1 = G(F(A),H(F(A))) et exp2 = let x = F(A) in G(x,H(x)) end. La première a un coût
d’exécutionccon2+3 ccon1+2 ccon0 et la secondeccon2+2 ccon1+ ccon0+2 cvar + cvalbind . Il faut préférerexp1
ou exp2 suivant queccon1 + ccon0 4 cvalbind + 2 cvar ou non5.

L’évaluation partielle optimale (ou minimale car4 est total, prop. 4.4.6) existe toujours (prop. 4.5), et
repose sur le même type de choix. Reprenons la méthode proposée àla sectionx4.5.2. Soitprog un programme
deProg qui s’évalue enZml(prog) = E et notonsnb(v ;E) le nombre d’occurrences d’une valeurv parmi
les sous-termes deE . Pour produirev = conn(v1; : : : ; vn) en supposantv1; : : : ; vn disponibles, il y a deux
moyens possibles : ou bien construirev en appliquant le constructeurcon à v1; : : : ; vn, ou bien aller chercherv dans l’environnement courant en accédant à une variable, mais il faut pour cela d’une part que la valeur ait
déjà été créée (au moins une fois), d’autre part qu’elle ait été auparavant liée grâce à une constructionvalbind .5Indépendamment du modèle d’exécution, nous avons pu vérifier par exemple que le compilateur<STANDARD ML of New Jersey>
version 0.93 des Bell Labs ne créait jamais de partage physique implicite des termes. La différence de temps d’exécution sur SUN4
entre< G(F(A),H(F(A))) > et< let val x=F(A) in G(x,H(x)) end > est de l’ordre de 15% en faveur du partage.
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Le coût d’exécution de tout programme qui s’évalue enE est donc minoré par (la somme est presque nulle) :�min(E) = Xv2Val mini > 1i+ j = nb(v ;E)k = si j > 1 alors 1 sinon 0(i cconn + j cvar + k cvalbind )
Arrivé à ce point, il est cependant malaisé de mettre en œuvre directement la suite de la méthode de la
sectionx4.5.2 car choisir s’il faut construire de toute pièce une nouvelle valeur, la sauvegarder pour une réutili-
sation éventuelle, ou la récuper dans l’environnement courant, est compliqué par la possibilité d’encapsuler les
liaisons au moyen des constructionslet etlocal. La structure des programmes, trop concrète, est un obstacle
au raisonnement sur l’optimisation.

4.6.2 Théorie.

C’est pourquoi nous examinons dans quelles circonstances on peut faire< migrer> le problème vers un autre
langage, en pratique plus simple, plus régulier. On désire savoir si cette mise en correspondance transporte ou
non des résultats d’évaluation partielle, éventuellement optimale. À la section suivante, nous mettrons en œuvre
ce type de démarche afin de construire explicitement un évaluateur partiel optimal fort de ZML (cf.x4.6.3).
Nous employons dans notre approche une variante6 de la notion de connexion de Galois [MSS85, HH85].

Définition 4.5. ( Connexion de Galois contractante )
Soient(E;4) et (E0;40) deux ensembles préordonnés, etf : E0 ! E; f 0 : E ! E0. La paire de fonc-
tions(f 0; f) forme uneconnexion de Galois contractante entre(E;4) et (E0;40) ssi :� 8x; y2E x 4 y ) f 0(x) 40 f 0(y) et 8x0; y02E0 x0 40 y0 ) f(x0) 4 f(y0)� 8x2E f(f 0(x)) 4 x et 8x02E0 f 0(f(x0)) 40 x0
Autrement dit, les fonctionsf etf 0 sont croissantes et leurs composées inférieures à l’identité.

Intuitivement, les ensembles(E;4) et (E0;40) vont représenter les programmes de deux langages dif-
férents, chacun muni d’une relation de coût, et les fonctionsf et f 0, des traductions (transformations) d’un
langage dans l’autre. Les conditions requises signifient d’une part que les comparaisons de programmes qui
sont vraies pour un langage le sont également après traductiondans l’autre, et d’autre part que l’on ne perd pas
de performance en appliquant deux fois les transformationset en revenant ainsi au langage de départ.

Examinons comment les connexions de Galois contractantes se comportent sur les ensembles optimaux
que nous avons définis à la sectionx4.2.

Proposition 4.6. ( Connexion de Galois contractante et optimalité )
Soient(f 0; f) une connexion de Galois contractante entre(E;4) et (E0;40), etA une partie deE.� f 0(Emin4(A)) � Emin40(f 0(A))� f 0(Emin4jA(E)) � Emin40jf 0(A)(f 0(E))� f 0(Min4(A)) � Min40(f 0(A))� f 0(Min4jA(E)) � Min40jf 0(A)(f 0(E))6La définition ordinaire dit que les fonctionsf et f 0 sont décroissantes et que leur composition est supérieure à l’identité. Si on
l’applique aux relations réciproques< et<0, on obtient notre définition à la différence près quef et f0 sont encore décroissantes et
non croissantes. Avec ce type de condition, on n’obtient pas les résultats que nous donnons par la suite. C’est pourquoi nous avons dû
introduire la variante suivante.
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La définition de connexion de Galois contractante étant symétrique, on a les mêmes résultats pour l’application
def sur les ensembles optimaux deE0.

Avant de reprendre les définitions des évaluations partielles optimales, nous précisions la notion de corres-
pondance dont nous avons parlé en introduction.

Définition 4.6. ( Correspondance stricte, paresseuse )
Soient(CD;4D; �D)D�D et (C 0D0;40D0 ; �0D0)D0�D0 deux modèles de coût statique sur les langages respectifsL : P � D ! R etL0 : P 0 �D0 !R0, etT : P 0 ! P ; T 0 : P ! P 0 des transformations de programmes.
La paire(T 0; T ) forme unecorrespondance stricteentre(L; CD;4D; �D)D�D et (L0; C 0D0;40D0 ; �0D0)D0�D0 ssi
pour toutp 2 P, elle forme une connexion de Galois contractante� entre(P;�) et (P 0;�)� entre(Equivstr(p);4Dom(p)) et (Equivstr(T 0(p));40Dom(T 0(p)))
La paire(T 0; T ) forme unecorrespondance paresseusede(L; CD;4D; �D)D�D sur(L0; C 0D0;40D0 ; �0D0)D0�D0
ssi pour toutp 2 P, elle forme une connexion de Galois contractante� entre(P;w) et (P 0;w)� entre(Equivpar(p);4Dom(p)) et (Equivpar(T 0(p));40Dom(T 0(p)))
Notons que si(T 0; T ) est une correspondance entreL etL0, alors(T; T 0) est une correspondance entreL0 etL.
Ce n’est pas le cas de la correspondance paresseuse.

La connexion de Galois contractante entre(P;�) et (P 0;�) signifie :� 8p; q2P p � q ) T 0(p) � T 0(q) et 8p0; q0 2P 0 p0 � q0 ) T (p0) � T (q0)� 8p2P T (T 0(p)) � p et 8p02P 0 T 0(T (p0)) �0 p0
Dans le cas de la correspondance paresseuse, on a :� 8p; q2P p v q ) T 0(p) v T 0(q) et 8p0; q0 2P 0 p0 v q0 ) T (p0) v T (q0)� 8p2P T (T 0(p)) w p et 8p02P 0 T 0(T (p0)) w p0
Cette définition correspond au diagramme suivant.C �� (P � D ) L- RC 0 ��0 (P 0T 0 ?6T� D0 ) L0- R0
Comme le montre la proposition suivante, une correspondance permet de transporter des évaluations partielles
d’un langage dans un autre.

Proposition 4.7. ( Evaluation partielle et langages correspondants )
Soit(T 0; T ) une correspondance stricte entreL etL0 (resp. paresseuse deL surL0). Alors pour tout programmep 2 P, et pourP = Equivstr(p) etP 0 = Equivstr(T 0(p)) (resp.P = Equivpar(p) etP 0 = Equivpar(T 0(p))),� T 0(EvapP (p)) � EvapP 0(T 0(p))� T 0(EvapoptFP (p)) � EvapoptFP 0 (T 0(p))� T 0(EvapoptfP (p)) � EvapoptfP 0 (T 0(p))� T 0(EvapminP (p)) � EvapminP 0 (T 0(p))
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On a des propositions symétriques pourT . En les combinants, on obtient :� T (T 0(EvapP (p)))� EvapP (p)� T (T 0(EvapoptFP (p))) = EvapoptFP (p)� T (T 0(EvapoptfP (p))) � EvapoptfP (p)� T (T 0(EvapminP (p)))� EvapminP (p)
Pour plus de lisibilité, nous n’avons pas noté les indices4 et40, qui ne sont pas ambigus.

La démonstration de cette proposition, laissée en annexe (cf.xD.4), repose principalement sur les relations
entre optimalité et connexion de Galois contractante (prop. 4.6), ainsi sur les lignes 5 et 7 du tableau 4.2.
L’évaluation partielle optimale faible, qui fait défaut à ce tableau, nécessite un retour à la définition et un
développement spécifique.

Cette proposition nous permet d’obtenir des évaluations partielles d’un programmep deL au moyen de
résultats connus dansL0. En effet, si l’on peut trouver dansL0 une évaluation partiellep0 (resp. optimale forte,
optimale faible, minimale) deT (p), alorsT (p0) est une évaluation partielle dep (resp. optimale forte, optimale
faible, minimale).

Notons que l’égalité des évaluations partielles deT (T0(p))etpn’est garantie que dans le cas de l’évaluation
partielle optimale forte :EvapoptF(T (T 0(p))) = EvapoptF(p). On peut aussi remarquer que siEvapmin(p)
est non-vide (résultat que l’on peut par exemple obtenir grâceà la proposition 4.5), alorsEvapmin(T 0(p))
est également non-vide. Autrement dit, il y a des< chances> de trouver dansL0 une évaluation partielle
minimale p0 de T 0(p), et l’on sait alors queT (p0) 2 Evapmin(p). Cette propriété est aussi vérifiée par les
évaluations partielles optimale forte et faible.

Nous rencontrerons le cas particulier suivant, où les langages partagent les ensembles de valeurs sémantiques
et de coûts. P(C  D)������ HHHHLj (D ! R)YHHHH�0 P 0T 0 ?6T ����L0*
Considérons le cas où la sémantiqueL0 est injective, ce qui signifie qu’il n’y a (au plus) qu’une seule manière
de coder dansP 0 une fonction deD ! R.

Proposition 4.8. ( Modèle intermédiaire de la dénotation )
Soit (CD;4D; �D)D�D un modèle de coût réflexif deL : P � D ! R. Soient L0 : P 0 � D ! R un
langage tel quêL0 : P 0 ! (D ! R); est injective,�0 : P 0 � D ! C une mesure de performance surL0, etT : P 0 ! P ; T 0 : P ! P 0 des transformations de programmes telles que :� L = L0 � T 0 et L0 = L � T� � 4 �0 � T 0 et �0 4 � � T
Alors (T 0; T ) est une correspondance stricte entreL etL0. De plus,� 8p2P T (T 0(p)) 2 EvapoptFstr (p)
Pour tout programmep 2 P, le programmeT (T 0(p)) est une évaluation partielle stricte optimale forte dep.

L’idée de cette construction est d’envoyer les programmes dep 2 P en quelque sorte sur leurdénotation,
c’est-à-dire sur un objet qui représenteL(p) : c’est ce qu’expriment l’équationL = L0 �T 0 et le fait queL0 soit
injective. La classe des programmes strictement équivalents àp est alors envoyée sur le singletonfT0(p)g. La
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représentationT 0(p) 2 P 0 de cette dénotation doit être choisie telle que l’on puisse trouver un�0 qui satisfasse� < �0 � T 0 et �0 < � � T . En pratique, on cherche à ce que�0 � T 0 minimise directement le coût dansP
et l’on a alors�0 � � � T . Lorsque ces conditions sont remplies, la transformationT � T 0 est unévaluateur
partiel optimal fort.

4.6.3 Application.

Nous mettons en application ce résultat afin de construire un évaluateur partiel optimal de ZML. Pour cela,
on établit un lien entre programmes, environnements et une représentation sur sous forme de graphes orientés
sans cycle (DAG, voir par exemple [Sed88, Cou90b]), qui modélisent l’implémentation d’arbres avec partage.

Syntaxe. On considèreG l’ensemble des graphes orientés sans cycle d’arêtes ordonnées, tels que les nœudsg
(les sommets) de tout grapheG 2 G sont étiquetés par :� un constructeurcon 2 Con� un ensembleV = fvar1; : : : ; var lg de variables (éventuellement vide)

et sont tels que :� les ensemblesV qui annotent deux nœuds distincts sont disjoints deux à deux� les racines du graphe portent une annotationV 6= ?
Ces nœuds sont notésg = conV (g1; : : : ; gn) où g1; : : : ; gn est la séquence des nœuds fils, ordonnée par les
arêtes, etdge le nombre de nœuds pères deg.

Sémantique. Notons qu’à tout nœudg 2 G correspond une valeurv = val(g) 2 Val qui est l’arbre (fini carG n’a pas de cycle) issu deg. On définit la fonctionL0 : G ! Env par (cela a un sens car lesV sont disjoints) :� L0(G) = fvar 7! v j g = conV (g1; : : : ; gn) 2 G; var 2 V; v = val(g)g
L’équivalence opérationnelle surG est :G1 � G2 ssi L0(G1) = L0(G2). En fait, il y a une correspondance
biunivoque entre les graphes deG et les environnements deEnv ; l’équivalence� surG est donc l’égalité.

Modèle d’exécution. On munit ensuiteG d’une mesure de coût�0 : G ! C de la manière suivante :� 8G2G �0(G) =Pg2G �0(g) avec si g = conV (g1; : : : ; gn) et m = dge et l = jV j :� �0(g) = 8<: min(mcconn ; cvalbind + cconn +mcvar ) si V = ?l cvalbind + cconn + (l� 1 +m) min(cconn ; cvar ) si V 6= ?
L’affectation de ces coûts prépare la traduction inverse, desgraphes vers les programmes optimaux, qui est
donnée plus bas. Le casV = ? correspond au cas où aucune variable deE = L0(G) ne liev = val(g) ; on
a alors le choix entre construirem nouvelles instances dev , ou bien n’en construire qu’une, que l’on lie dans
un environemment local, et que l’on réutilise ensuite en accédantm fois à une variable. Dans le casV 6= ?, la
liaison dans l’environnement est obligatoire ; il fautl+m productions dev , dont une au moins par construction
explicite ; on choisit alors entre accéder à une variable et construire de nouveauv . On définit également la
mesure de coût�00 : Env! C par�00(E) = �0(L0�1(E)).
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Traduction dans les graphes. Toute valeurv 2 Val est représentée par un arbre étiqueté avec des construc-
teurscon 2 Con. À tout environnementE = fvar1 7! v1; : : : ; varN 7! vNg correspond le graphe orienté sans
cycle d’arêtes ordonnées qui représente la forêt des valeursv1; : : : ; vN . On définit une traductionT 0 : P ! G
qui à tout programmeprog 2 P, de valeurE = Zml(prog), associe le grapheG 2 G représenté parE , dont
les nœudsg = conV (g1; : : : ; gn) sont annotés par :� V = fvar 2 Var j E(var) = val(g)g
Notons que l’on aE = Zml(prog) = L0(T 0(prog)), c’est-à-direZml = L0 � T 0.
Traduction dans les programmes. Réciproquement, à tout grapheG 2 G, on associe le programmeprog =T (G) déterminé par la transformationT : G ! Prog suivante. On commence par faire un tri tolopologique
(voir par exemple [Sed88]) des nœuds deG (c’est possible carG est un graphe sans cycle). On renverse ensuite
la séquence de nœuds obtenus pour former une séquencesG. Notons() la séquence vide et(g j s) la séquence
constituée deg suivi des éléments de la séquences. Nous nous donnons également(varv)v2Val un ensemble
des variables indicées par les valeurs, toutes différentes entre elles, et disjointes des ensembles de variables
qui apparaissent dansG (en pratique unnouveausymbole de variable est généré à la demande). On définit
ensuite les transformationsTexp : G ! Exp et Tdecs : G� ! Decs ainsi : pour toutg = conV (g1; : : : ; gn) etm = dge,� Texp(g) = 8>>><>>>: varval(g) si V = ? et cvalbind + cconn +mcvar 4 cconncon(Texp(g1); : : : ; Texp(gn)) si V = ? et cvalbind + cconn +mcvar � mcconnvar si var 2 V 6= ?� Tdecs() = déclaration vide� Tdecs(gjs)= 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:local val var1 = con(Texp(g1); : : : ; Texp(gm)) in Tdecs(s) end

si V = ? et cvalbind + cconn +mcvar 4 mcconnTdecs(s)
si V = ? et cvalbind + cconn +mcvar � mcconnval var1=con(Texp(g1); : : : ; Texp(gn));val var2=var1; : : : ;val var l=var1;Tdecs(s)
si V = fvar1; : : : ; var lg 6= ?

L’ordre topologique inverse garantit que l’accès à une variable est toujours postérieur à sa liaison dans l’environ-
nement courant. La transformationT est finalement définie parT (G) = Tdecs(sG). On peut démontrer que pour
tout grapheG, représentant un environnementE = L0(G), le programmeT (G) est tel queZml(T (G)) = E .
Autrement dit,L0 = Zml � T .

Transport de la mesure de performance. Soitprog un programme etG = T 0(prog). Pour tout valeurv qui
apparait dans la preuve� de l’éxécutionZml(prog) = E , on note�(�; v) la participation dev dans le coût
total�(prog) =Pv2Val �(�; v) :� �(�; v) = i cconn + j cvar + k cvalbind
où i; j; k sont le nombre d’occurrences respectives dans� des règles (�con), (�var ) et (�valbind ) où figurev . Soitg = conV (g1; : : : ; gn) le nœud qui représentev dansG, m = dge, et l = jV j. Les contraintes suivantes suri; j; k; l;m 2 IN sont toujours vérifiées :� m 6 i+ j � k (l’environnement conserve moins d’occurrences d’une valeur que l’exécution)� 1 6 i (toute valeur qui apparaît dans l’environnement est au moinsproduite une fois)



144 CHAPITRE 4. OPTIMISATION ET OPTIMALITÉ� 1 6 j ) 1 6 k (si une valeur est produite par l’accès à une variable, elle a nécessairement été liée)� l 6 k (l’environnement conserve moins de liaisons d’une valeur globale que l’exécution)

On étudie le signe de� = �(�; v)� �0(g). SiV = ?; c.-à-d. si l = 0,� Si mcconn < cvalbind + cconn+mcvar = �0(g); alors � = (i�1) cconn+(j�m) cvar +(k�1) cvalbind .
Notons alors quecconn < cvar . En effet, dans le cas contraire, sicconn � cvar alorsmcconn � mcvar carm > 1 puisque V = ?; donc cconn � mcvar + cvalbind + cconn , ce qui contredit l’hypothèse.� Si 1 6 j alors 0 6 k � 1 donc � < (i � 1) cconn + (j � m) cvar ; or cvar 4 cconn et0 6 i� 1 donc � < (i� 1) cvar + (j �m) cvar = (i+ j �m � 1) cvar ; or m 6 i+ j � k donci+ j �m� 1 > k � 1 > 0; donc � < 0.� Si j = 0 alors� = (i�1) cconn�mcvar+(k�1) cvalbind ; or �cvalbind+(m�1) cconn < mcvar ; donc� < (i�m) cconn + k cvalbind ; or m 6 i� k; donc 0 6 k 6 i�m; et � < k cconn + k cvalbind < 0.� Si cvalbind + cconn +mcvar < mcconn = �0(g); alors � = (i�m) cconn + j cvar + k cvalbind .� Si cconn 4 cvar alors � < (i � m) cconn + j cconn + k cvalbind ; or m 6 i + j � k; donc0 6 k 6 i+ j �m; donc � < k cconn + k cvalbind < 0.� Si cvar 4 cconn :� Si 1 6 j alors 1 6 k; donc � = cvalbind + cconn +mcvar +(i�m� 1) cconn+(j�m) cvar +(k�1) cvalbind < (i� 1) cconn +(j�m) cvar + (k� 1) cvalbind < (i� 1+ j�m) cvar +(k� 1) cvalbind ; or0 6 k � 1 6 i+ j �m� 1; donc � < (k� 1) cvar + (k � 1) cvalbind < 0.� Si j = 0 alors m 6 i� k; donc 0 6 k 6 i�m; donc � < 0.

Si maintenantV 6= ?; c.-à-d. 1 6 l,� Si cvar 4 cconn alors �0(g) = l cvalbind + cconn + (l � 1 + m) cvar et � = (i � 1) cconn + (j �l + 1 � m) cvar + (k � l) cvalbind < (i � 1 + j � l + 1 � m) cvar + (k � l) cvalbind car i > 1; or0 6 k � l 6 i+ j �m� l; donc � < 0.� Si cconn 4 cvar alors�0(g) = l cvalbind+(l+m) cconn et � = (i�l�m) cconn+j cvar+(k�l) cvalbind <(i+ j � l �m) cvar + (k� l) cvalbind ; or 0 6 k � l 6 i+ j �m� l; donc � < 0.

Dans chaque cas, on a� < 0. Par conséquent�0(g) 4 �(�; v) et �0(T 0(prog)) = �0(G) 4 �(prog). On peut
aussi montrer que pour tout grapheG 2 G, on a�(T (G)) = �0(G).
Évaluateur partiel optimal. Nous sommes dans le cadre de la proposition 4.8 car :� L0 est une bijection� Zml = L0 � T 0 et L0 = Zml � T� � < �0 � T 0 et �0 = � � T
Par conséquentevap = T � T 0 est un évaluateur partiel optimal. On peut noter que les constructionslet etand sont superflues car elles n’interviennent pas dans les évaluations partielles optimales calculées parevap.

Bien que cet exemple soit élémentaire (pour le langage, comme pour le modèle d’exécution), la construction
d’un évaluateur partiel optimal n’est pas très simple7. Nous n’avons d’ailleurs pas donné toutes les preuves de7Si l’on ne considère plus queE0 est vide (cf.x4.6.1, sémantique) mais qu’il est un paramètre du problème, la situation devient
plus compliquée. Par exemple, pourE0 = fx 7! Ag etE = fx 7! B; y 7! F(A;B); z 7! G(A;B)g on a, en cas de partage, des
programmes optimaux de structure très différente :local localval aux = x val aux = Bin inval x = B val x = auxval y = F(aux,x) and y = F(x,aux)val z = G(aux,x) and z = G(x,aux)end end
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nos assertions. On mesure d’autant la difficulté de l’évaluation partielle optimale dans des cas plus complexes.

Il faut néanmoins noter que, dans l’esprit de la sectionx4.7, une implémentation optimale allouerait en fait
statiquementles valeurs calculées par une expression constante8.
4.7 Évaluation partielle et compilation optimale.

La définition 3.10 indique comment définir la performance d’un langage compilé : la performance d’un
programme sourceps est celle de son code compilépc = T (ps). On peut ainsi effectuer l’évaluation partielle
d’un langage sourceLs selon les critères de performance d’un langage cibleLc.

Il existe alors deux évaluations partielles : l’une dansLs, l’autre dansLc. Cependant, ce n’est pas parce
qu’une évaluation partielleqs d’un programmeps deLs est optimale ou minimale que c’est également le cas
de sa compilationqc = T (qs) dansLc.

Considérons par exemple le modèle de performance fourni par l’implémentation de la sectionx2.2. Le fait
que les programmesnand1 etnand2 soient minimaux pour�S:Nat avec le coût absolu et optimaux avec le coût
moyen ne signifie pas que leur compilation l’est aussi pour�Mach. Le programmenand1 a été compilé ainsi
(cf. x2.2.2) :nand1 : MOV BP,SPMOV AX,(BP + 4); CMP AX,0; JZ lab3MOV AX,(BP + 2); CMP AX,0; JZ lab1MOV AX,0; JMP lab2lab1 : MOV AX,1lab2 : JMP lab4lab3 : MOV AX,1lab4 : RET 4
Son coût d’exécution par�Mach est :c MOV reg;reg + c MOV reg ;(reg+depl) + c CMP reg;imm + c MOV reg;imm + c RETdepl +8>>>>><>>>>>: si (SP + 4) = 0 alors c JZZF=1addr

si (SP + 4) = 1 et (SP + 2) = 1 alors c MOV reg;(reg+depl) + c CMP reg;imm + 2 (c JZZF=0addr + c JMPaddr )
si (SP + 4) = 1 et (SP + 2) = 0 alors c MOV reg;(reg+depl) + c CMP reg;imm + c JZZF=0addr + c JZZF=1addr+ c JMPaddr

En revanche, le programmeMach suivant économise des branchements inutiles.8C’est le cas par exemple du compilateur POLYML version 2.05 qui construit une fois pour toutes les structures de données
correspondantes au moment de la compilation ; leur< évaluation> est alors immédiate, de temps constant, infime, et de coût mémoire
dynamique nul. En revanche, nous ne connaissons pas d’implémentation qui réalise le partage desexpressions.
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Il a pour coût d’exécution :c MOV reg;reg + c MOV reg;(reg+depl) + c CMP reg;imm + c MOV reg;imm + c RETdepl +8>>><>>>: si (SP+ 4) = 0 alors c JZZF=1addr

si (SP+ 4) = 1 et (SP + 2) = 1 alors c MOV reg;(reg+depl) + c CMP reg;imm + 2 c JZZF=0addr
si (SP+ 4) = 1 et (SP + 2) = 0 alors c MOV reg;(reg+depl) + c CMP reg;imm + c JZZF=0addr + c JZZF=1addr

Comparé à la compilation denand1, ce programme est strictement meilleur pour le coût absolu, et par consé-
quent, grâce à la proposition 3.3, aussi strictement meilleur pour le coût moyen, qui est stable et discriminant
(tabl. 3.3). La compilation denand1 n’est donc ni optimale, ni minimale, et c’est en fait le programmenandopt
qui est minimal dansMach pour le coût absolu, et optimal pour le coût moyen (si l’on se limite aux seules
instructions définies pourMach à la sectionx2.2.2).

Autrement dit, on perd en performance à vouloir optimiser dansLs plutôt que dansLc. La raison est que
dans le premier cas on optimise surT (Ps), et dans le second surPc � T (Ps). Cet argument, qui remet en
cause le bien-fondé du problème de l’évaluation partielle, sera repris dans la conclusion.

4.8 Essence des optimisations.

Pour clore ce chapitre, nous examinons de manière informelleles < grands> principes qui sous-tendent
la majorité des optimisations. Nous examinons également quel sens donner à l’optimisation d’un ensemble
d’exécutions.

4.8.1 Les principes.

Un langage de programmation associe deux concepts :donnée(les valeurs et les opérations sur les valeurs) et
structure decontrôle(branchements, appels de routines). En pratique, une machine d’exécution (séquentielle)
effectue les tâches suivantes.� construction de données,� déplacement de données,� destruction de données,� déplacement du point de contrôle.

Une optimisation réduit l’importance ou le nombre de tâches à effectuer au moment de l’exécution, tout en
préservant le comportement opérationnel des programmes. Elle obéit aux principes suivants.
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Ce qui doit (ou peut) être calculé, le faire avant l’exécution. Ce principe, qui déplace des calculs dans
le temps (cf.x4.8.3), est à la base de la spécialisation (cf.x1.3) et de l’évaluation partielle généralisée (cf.x1.5) : une expression statique (indépendante des paramètres du programme) est remplacée par sa valeur9 ;
de même, une suite de branchements est réduite. Il y a généralement gain en termes de temps et d’espace
mémoire dynamiques, quels que soient les paramètres du programme : le programme optimisé est meilleur que
le programme original au sens du coût absolu (et donc du coût moyen). Cependant, ce n’est pas toujours vrai
pour les données qui ne sont pas atomiques (cf.x4.6.1, optimisation).

Plus généralement, si l’on imagine l’exécution d’un programmecomme celle d’un système de transition,
ce principe consiste à recenser statiquement les futurs états dynamiques qui comporteront des composantes
invariables et sur lesquelles il est possible de faire dès à présent des calculs. C’est ainsi par exemple qu’est
éliminé le niveau d’interprétation d’un méta-interpréte (cf.x1.3.3).

Lors de l’exécution, calculer un minimum de fois. Ce principe contient en particulier l’élimination des
calculs inutiles (les valeurs sont calculées zéro fois). Celacomprend notamment la réduction des mouvements
de données (propagation des constantes, allocation des registres, de la pile, etc.) et l’élimination des contructions
temporaires (supercompilation, déforestation, cf.x1.4).

Ce principe exprime aussi que chaque valeur calculée à l’exécution ne doit pas être recalculée inutilement ;
c’est une abstraction de l’élimination des redondances. Il ne s’agit pas simplement de partager des sous-termes
(cf. x4.6.1, optimisation), mais plus généralement de faire en sorte que toute valeur soit calculée un minimum
de fois au cours d’une exécution. C’est l’objet d’un compromis que rencontrent les programmes incrémentaux :
il vaut mieux recalculer certaines valeurs, et d’autres, les préserver afin de les réutiliser (cf.x4.8.3).

Données multiformes. Une autre source d’optimisation consiste à avoir plusieursreprésentations concrètes
d’une même donnée abstraite. Alternativement, on peut voir cela comme un quotient des résultats d’exécution
par une relation d’équivalence. L’état courant d’une classe est un représentant déterminé par l’histoire de son
calcul ou son usage futur (arbres non-équilibrés, matrices creuses, etc.). Dans le cas de l’évaluation partielle,
cette notion peut être matérialisée dans un langage de haut niveau par l’emploi d’un type abstrait.

Dans le même ordre d’idées, on peut aussi penser aux modèles de compilation dans lesquels un même
programme peut choisir à l’exécution parmi plusieurs implémentations la plus adpatée. Dans notre formalisation,
la donnée d’une famille de pondération permet précisément d’obtenir ce type de comportement. À différents
modes d’utilisation d’un programme correspondent différentes distributions. Il suffit de calculer, statiquement,
des évaluations partielles optimales qui correspondent à chacune de ces distributions. Puis, dynamiquement,
le programme doit déterminer de quelle distribution ses données sont le plus proches, et exécuter l’évaluation
partielle correspondante.

4.8.2 Le compromis espace/temps.

Pour optimiser un programme, on peut être amener à faire croître sa taille arbitrairement, et donc immodérément.
L’espace mémoire occupé peut aussi être consommé durant l’exécution dans le cas d’une compilation dynamique
(automate, byte-code: : : ). Un compromis entre l’espace et le temps est donc inévitableet indispensable.9Tous les langages ne permettent pas la coercition directe d’une valeur en un élément deprogramme. Un programme PROLOG

par exemple ne fait pas apparaître explicitement de valeurs, qui sont les séquences (éventuellement infinies) de substitutions ; il faut
nécessairement les représenter par programme.
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Par exemple, la transformationx::(if c then y else z) ! if c then x::y else x::z lorsquex, y et z sont statiques (cf.x1.3.5, valeurs conditionellement statiques) permet de gagner du temps sur la
construction des listes, qui peut être réalisée statiquement,mais génère un programme plus coûteux en place
mémoire.

Autre exemple, le langage rationnel dénoté par l’expressionrégulière(a+ b)�a(a+ b)n�1 est reconnu par
un automate fini déterministe minimal de tailleO(2n), qui minimise également le tempsO(l) nécéssaire pour
accepter une chaîne de longeurl. Cependant, une version non-derterministe de cet automatene nécessite qu’un
espaceO(n), pour un temps d’exécution simplementO(nl).

Cet exemple illustre accessoirement l’influence de résultatsissus de la théorie des automates sur l’optimi-
sation [Var94]. En effet, à divers types d’automates (fini, à pile, etc.) correspondend des classes de fonctions.
L’existence d’automates minimaux et certaines propriétés destabilité (par intersection, complémentaire, etc.)
ont des retombées en terme d’optimisations. En particulier,des procédures de décision sur ces automates
permettent la résolution statique de certaines expressionssymboliques, dans l’esprit de l’évaluation partielle
généralisée (cf.x1.5).

Le compromis espace/temps est au cœur des optimisations par évaluation partielle, qui bien souvent ne
font qu’éliminer des niveaux d’interprétation : on éclate les fonctionnalités en les spécialisant, afin de gagner
du temps à l’exécution. En pratique, il y a peu ou pas de contrôle. Si l’expansion des programmes est parfois
bornée [Sah91a], on ne sait pas faire grand chose d’autre en cas de débordement que de s’arrêter au point où
l’on en est. Par ailleurs, l’exemple phare de la compilationd’expressions régulières par évaluation partielle
génère une fonction par état ; par rapport à un automate, le code est plus rapide d’un facteur linéaire, mais aussi
plus gros d’un autre facteur linéaire.

4.8.3 Optimiser un ensemble d’exécutions.

La vie d’un programme se déroule sur plusieurs périodes : une période d’optimisation par évaluation partielle
(partial evaluation time), une période de compilation (compilation time), et enfin la période d’exécution
proprement dite (run time). Le coût de chacune de ces phases peut êtreamorti en cas d’utilisation répétée des
objets qu’elles produisent (cf.x1.3.3).

C’est un point important en évaluation partielle : alors qu’il est généralement obligatoire de compiler un
programme, l’optimisation par évaluation partielle reste un choix. Il faut savoir dans quelles circonstances cette
opération est rentable.

En particulier, il est toujours possible d’améliorer des parties du programme originalp qui ne seront en fait
jamais atteintes par l’exécution sur certaines données ou mêmesur toutDom(p). Il y a alors perte systématique,
indépendamment du modèle de performance : des ressources ont été consommées inutilement.

Optimisation statique.

Considérons un programmep devant être exécuté sur plusieurs donnéesd1; : : : ; dn. Sans traitement préalable,
la mesure de performance de l’exécution globale estc1+ � � �+ cn, où ci représente le coût d’exécution dep(di).

Si l’on optimise le programmep en un programmep0, opération qui elle-même a un coût� (que nous
supposons homogène auxci), la même mesure donne pourp0 un coûtc01 + � � � + c0n, où c0i représente le coût
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d’exécution dep0(di). Il y a un gain global ssi�+ c01 + � � �+ c0n 4 c1 + � � �+ cn. Le coût de l’optimisation est
en quelque sorte partagé par chacune des données, qui y trouvefinalement son avantage.

Pour donner un ordre d’idée, supposons les coûtsci et c0i scalaires et constants, égaux respectivement
à c et c0, et tels quec0 � c. L’optimisation dep en p0 est avantageuse ssi� + nc0 4 nc, c’est-à-dire ssin > �=(c� c0). Dans le cas où �=(c� c0) 6 1, il est avantageux d’optimiser le programme, même s’il ne sert
qu’une fois (n = 1). Dans le cas contraire, l’opération n’est rentable qu’à partir de plusieurs utilisations.

Cette inégalité a aussi une importance pratique pour justifierl’intérêt de la recherche de meilleures évalua-
tions partielles. En effet, comme nous l’avons vu à la section x4.5, le calcul d’une évaluation partielle optimale
ou minimale — quand il est possible — est souvent extrêmement couteux. Toutefois, ce calcul n’est à faire
qu’une seule fois, lorsque le programme est terminé et mis aupoint10.
Optimisation dynamique.

La mémoïsationest une méthode dynamique pour simuler le gain procuré par ce partage au cours d’une seule
exécution. Elle troque de l’espace dynamique contre du temps.

Les résultats de certains appels fonctionnels (il ne faut pasqu’interviennent d’effets de bord car sans
cela on ne peut garantir que le même appel renverra le même résultat) au cours d’une même exécution sont
dynamiquement stockés dans une table avec leurs paramètres d’appel. Lorsque lamémo-fonctionest appelée
de nouveau, on regarde dans cette table si les paramètres sontidentiques à un appel déjà effectué auparavant ;
si c’est le cas, la table contient également la valeur de retour et il n’est pas nécessaire d’exécuter une nouvelle
fois la fonction. Cette méthode conduit parfois à de l’évaluation partielle dynamique[HG91].

La mémoïsation est en fait une des facettes de laprogrammation dynamique(voir par exemple [Sed88]).
Recalculer ou stocker pour réutiliser est une des sources de compromis entre temps et espace dynamique.

Conclusion du chapitre.

Grâce aux notions définies dans les chapitres précédents, nous avons pu donner une définition formelle de
l’évaluation partielle (déf. 4.3). Parce qu’il existe plusieurs notions d’optimalité (x4.2), il existe également
plusieurs types d’évaluation partielle optimale (déf. 4.4) ;nous avons indiqué comment elles étaient reliées
entre elles (prop. 4.4) et quels étaient leurs liens avec les constructions de coût (tabl. 4.2).

L’illustration de ces propositions sur les exemples de coût statique définis au chapitre précédent montre que
l’ensemble de ces définitions forme un tout cohérent, à la fois formel et concret (x4.4). De plus, les relations
entre propriétés permettent d’anticiper ou de mieux comprendre certains résultats.

Nous avons ensuite étudié les difficultés intrinsèques des évaluations partielles optimales et minimale,
recensant des conditions d’existence (x4.5.2) et d’inexistence (x4.5.1). Beaucoup se présentent sous forme
de méthodologies à appliquer à un problème spécifique. Nous avonstoutefois pu obtenir un résultat formel ;10C’est une tâche non-interactive qu’en pratique on peut lancer la nuit, sur les machinessouvent moins chargées. C’est grâce à cela
que les chiffres donnés dans la note de bas de page numéro 3 trouvent leur justification.
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avec quelques hypothèses sur le domaine de coût, nous avons montré qu’il existait une évaluation partielle
minimale pour tout programme de domaine fini (prop. 4.5). Nousavons également constaté l’échec ou les
limites de plusieurs méthodes de construction explicite (x4.5.3) : procéder par composition est impossible, par
transformations monotones, hasardeux, et par énumération, excessivement couteux.

Nous avons montré comment il était possible de résoudre des problèmes d’évaluation partielle, notamment
minimale et optimale, en passant par l’intermédiaire d’un autre langage (prop. 4.7). Nous avons donné comme
exemple un évaluateur partiel optimal d’expressions constantes pour SML (x4.6.3).

Par ailleurs, nous avons noté qu’une évaluation partielle optimale ne signifie pas que sa compilation l’est
aussi. Nous reviendrons dans la conclusion de cette thèse surcette pierre d’achoppement de l’évaluation
partielle.

Enfin, nous avons recensé quelques principes de bases qui régissent les méthodes d’optimisation (x4.8).
Nous avons aussi indiqué le sens et l’importance de l’optimisation sur un ensemble d’exécution (x4.8.3).

Le chapitre suivant étudie la correction de transformationsqui permettent de construire des évaluations
partielles.



Chapitre 5

Transformations et Correction

Les principales transformations de programmes employées enévaluation partielle sont lepliageet ledépliage
(cf. x1.3.4, 1.4.3, 1.5.3, transformations). Cependant, elles ne sont pas toujourscorrectes(cf. x1.3.4, correction).
Pour étudier leur correction, nous avons recours aux schémas de programmes récursifs (cf.x2.5).

Il faut toutefois noter que les schémas de programmes ne sont pas bien adaptés pour étudier la correction
dans un langage de programmationstrict. En effet, alors que dans un tel langage le dépliage est complet mais
pas nécessairement valide (cf.x1.3.4, correction), le dépliage est par contre toujours correct pour des schémas
de programmes (cf.x5.2.1). En fait, leur sémantique correspond (entre autres) àla stratégie de réduction de
l’appel par nom (cf.x2.5.4) et ne peut donc être employée pour modéliser un langage deprogrammation strict.

C’est une des raisons pour lesquelles nous avons préconisé l’emploi de schémasréguliersqui, eux, ne posent
pas ce type de problème (cf.x2.5.7). Néanmoins, dans un soucis de généralité, et aussi parce que cela peut
être utile dans le cas d’un langage paresseux, nous étudions ici des conditions de correction pour des schémas
algébriques, et non simplement réguliers. Par ailleurs, dans les manipulations de systèmes de réécriture qui
suivent, les degrés de difficulté restent de toute façon voisins.

Organisation du chapitre.x5.1 Nous donnons des définitions formelles qui concernent lacorrectiondes transformations de programme.x5.2 Nous puisons ensuite dans la littérature plusieurs conditions pour qu’une transformation soit correcte,
dont celle dedépliage/pliage faible, qui impose de faire d’abord des dépliages, puis des réécritures
sémantiques, et enfin des pliages. Toute transformation se ramène ensuite à ce cas particulier pourvu que
les règles sémantiques des lois algébriques soient linéaires à gaucheet à droite.x5.3 Ce dernier point met en jeu des propriétés decommutativitédes systèmes de réécriture. Nous démontrons
quelques lemmes et propositions nouveaux qui permettent defaire commuter des dérivations.x5.4 Ces propositions montrent qu’une linéarité à gaucheou à droite suffit à ramener une transformation de
pliage/dépliage quelconque à une transformation de dépliage/pliage faible.x5.5 Enfin, une dernière section définit uneséquence de transformationscomme une suite de transformations
élémentaires qui mettent en jeu pliages, dépliages, réécrituresselon les lois algébriques, et définitions de
fonctions auxiliaires. Nous montrons qu’elle peut toujours se ramener à une forme normale, sur laquelle
nous disposons des résultats de correction de la sectionx5.4.

Le chapitre suivant s’intéresse aux algorithmes de transformation, et notamment à leur terminaison.
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5.1 Correction d’une transformation.

La présentation des schémas de programme de la sectionx2.5 se cantonnait à la sémantique. Nous donnons ici
les notions qui concernent lacorrection d’une transformation.

5.1.1 Aperçu.

Classe d’interprétations et équivalence. Un ensemble d’équations sur les symboles de base d’un schéma,
dites lois algébriques, détermine uneclasse équationnelled’interprétations, constituée précisément de l’en-
semble des interprétations qui respectent ces lois. Par exemple, les interprétations usuelles sur les listes< à la
LISP> appartiennent à la classe définie par les lois suivantes.car(cons(x; y)) = xcdr(cons(x; y)) = yif(nil; x; y) = yif(cons(x0; y0); x; y) = x
Ces équations décrivent en fait des opérationsparesseuses. Une classe équationnelle stricte est par exemple :car(cons(x; d)) = x si d 6= ?car(cons(x;?)) = ?cdr(cons(d; y)) = y si d 6= ?cdr(cons(?; y)) = ?
Deux schémas de programme sontéquivalentsselon une classe d’interprétations s’ils ont la même sémantique
pour tous les éléments de la classe.

Correction d’une transformation. Une transformation estcorrecteselon une classe d’interprétations si elle
transforme tout schéma en un schéma équivalent. Reprenons un des exemples de spécialisation (cf.x1.3.2) en
terme de schémas. append(x; y) = if(x; cons(car(x); append(cdr(x); y)); y)append12(y) = append(cons(1; cons(2; nil)); y)
Pour toute interprétation appartenant à la classe équationnelle ci-dessus, les transformations suivantes sont
correctes.append12(y) = append(cons(1; cons(2; nil)); y)= if(cons(: : :); cons(car(cons(1; cons(2; nil))); append(cdr(cons(1; cons(2; nil))); y)); y)= cons(1; append(cons(2; nil); y))= cons(1; if(cons(2; nil); cons(car(cons(2; nil)); append(cdr(cons(2; nil)); y)); y))= cons(1; cons(2; append(nil; y)))= cons(1; cons(2; if(nil; cons(car(nil); append(cdr(nil); y)); y)))= cons(1; cons(2; y))
L’équation deappend12 a subi ici des transformations deréécriture suivant les lois algébriqueset dedépliage.
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5.1.2 Définitions.

Les définitions suivantes font suite à celles données à la section x2.5.2. Elles sont en majeure partie tirées
de [Cou90a].

Classe d’interprétation. SoitC uneclasse(un ensemble) deF -interprétation.� M estC -initiale ssi pour toutD 2 C il existe un homomorphisme deM dansD.� L’interprétationM1
 (F ) est initiale vis à vis de l’ensemble de toutes lesF -interprétations.

Comparaison de schémas. Soient� et�0 deux systèmes d’équations surF avec l’ensemble d’inconnues�,
etC une classe deF -interprétations.� � 6C �0 ssi 8D 2C �D 6 �0D� � �C �0 ssi � 6C �0 et � >C �0
On omet l’indiceC lorsque c’est l’ensemble de toutes lesF -interprétations, ou bien lorsqueC =M1
 (F ).
Classe équationnelle. SoitR un sous-ensemble deM(F;X)�M(F;X). L’ensembleR est un ensemble
d’équations qui expriment les lois algébriques des fonctionsreprésentées par les opérateurs deF .� La classe équationnelleC (R) définie parR est la classe de toutes lesF -interprétationsD tels quetD = t0D pour tout(t; t0) 2 R (voir aussi [Cou86, Cou90a, Gue81]).� C (R) est l’ensemble de toutes les interprétations ssiR est un sous-ensemble, éventuellement vide, de la

relation égalité surM(F;X).� On note� 6R �0 pour � 6C (R) �0, et � �R �0 pour � �C (R) �0. On omet l’indiceR lorsqueC (R)
est l’ensemble de toutes lesF -interprétations.

Transformation et correction. SoitC une classe deF -interprétations.� Une transformationtrans est une relation entre systèmes d’équations :� trans �0. Le schéma�0 est
aussi appelé unetransformation de� par trans .� Une transformation de� partrans estC -correctessi pour tout�0 tel que� trans �0, alors� �C �0.� Une transformationtrans estC -correctessi pour tous systèmes d’équations� et�0, si� trans �0,
alors� �C �0.

Une transformationcorrecteest une transformationM1
 (F )-correcte.

5.2 Principales transformations.

Soit� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g un système d’équations surF avec les inconnues�. Nous notons
également� le système de réécriturefh'i(xi;1; : : : ; xi;ni) ! tii j i 2 [N ]g. SoitE un ensemble d’équations
surM(F;X) exprimant les lois algébriques des fonctions représentées parles opérateurs deF . On oriente
les équations� = � de E pour former un système de réécritureR � M(F;X)�M(F;X) constitué des
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régles sémantiques (suivant les lois algébriques)h�! �i. Il faut noter que nous n’imposons pas la contrainteVar(�) � Var(�) (cf. xN.17). On définit :�!�;R = �!� [�!R [ �R !�;R = �!� [ �� [�!R [ �R
5.2.1 Transformations fondamentales.

Le système d’équations�0 = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = t0i j i 2 [N ]gest obtenu respectivement parréécriture selon
les lois algébriques(rewriting according to the algebraic laws),dépliage(unfold),pliage(fold), pliage/dépliage
(fold/unfold) du système d’équations� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g ssi :� rewrR �0 ssi 8i2 [N ] ti � !R t0i� unfR �0 ssi 8i2 [N ] ti ��!�;R t0i� dR �0 ssi 8i2 [N ] ti � ��;R t0i� udR �0 ssi 8i2 [N ] ti � !�;R t0i
Nous avons les propositions suivantes [Cou90a, prop. 7.1] :

si � rewrR �0 alors � �R �0
si � unfR �0 alors � �R �0
si � dR �0 alors � >R �0
si � udR �0 alors � >R �0

L’inégalité � >R �0 signifie intuitivement que la transformation préserve la correction partielle, mais pas la
terminaison, c’est-à-dire que les fonctions' 2 � vérifient '�;D > '�0;D pour toutD 2 C (R) : '�0;D est
moins définie que'�;D . On dit égalementdépliage/pliage(unfold/fold) pour pliage/dépliage.

5.2.2 Pliage/dépliage restreint.

Comme le montrent les exemples des sectionsx1.3 etx1.4, la transformation de pliage est indispensable en
évaluation partielle. Cependant, à la différence du dépliage,elle n’est pas toujours correcte. Courcelle impose
des contraintes surudR afin d’assurer la correction de certains pliages [Cou86, Cou90a].

Pour toutI � [N ], on note�"I l’ensembles des équations de� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g
portant sur les inconnues('i)i2I. Le système d’équations�0 = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = t0i j i 2 [N ]g est obtenu
par pliage/dépliage restreint(restricted fold/unfold) de�, noté� rudR �0 ssi il existe un sous-ensemble
d’indicesI � [N ] tel que :� 8i2 I ti = t0i� 8i2 [N ] n I ti � !�"I;R t0i
Cette définition stipule que les équation de� utilisées pour la transformation (c’est-à-dire�"I) ne sont pas
elles-mêmes transformées. Cette transformation est correcte :
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Cependant, cette contrainte sur les pliages est trop forte pour un usage en évaluation partielle : les exemples
des sectionsx1.3 etx1.4 nécessitent dépliage et pliage sur les mêmes fonctions.

5.2.3 Pliage/dépliage de systèmes univoques.

Courcelle [Cou79] propose un autre type de condition.� Un système� estunivoquessi il a une unique solution dansM1
 (F; V )= �R. Autrement dit, toutes les
solutions de�, en tant que système d’équations sur les arbres infinisM1
 (F; V ), sontR-équivalentes.

L’univocité garantit la correction :� Proposition [Cou79, th. 5.20] : si� udR �0 et �0 est R-univoque alors� �R �0.
Comme le remarque Kott [Kot85], cette approche est à la fois très puissante, car elle assure la correction de
toute transformationudR, et relativement difficile d’emploi, car la vérification de l’univocité fait appel à des
propriétés complexes des systèmes de réécriture, comme la confluence et la terminaison.

5.2.4 Dépliage/pliage faible.

C’est ce qui conduit Kott [Kot80, Kot85] vers l’étude de transformations moins générales, mais dont la preuve
de correction est moins complexe.

Le système d’équations�0 = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = t0i j i 2 [N ]g est obtenu pardépliage/pliage faible
(weak unfold/fold) de� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g, noté� wufR �0, ssi :� wufR �0 ssi pour touti2 [N ] ti ( ��!� � !R � �� ) t0i
Autrement dit, les équations subissent tout d’abord des dépliages, puis des réécritures suivant les lois algé-
briques, et enfin des pliages.

La transformationwufR n’est pas toujours correcte car elle comporte des pliages ; c’est un cas particulier
deudR. Nous avons donc la proposition suivante (cf.x5.2.1).� Proposition : si� wufR �0 alors � >R �0.
Kott propose d’ajouter un ensemble de règlesR0 à R afin d’obtenir des conditions pour� �R[R0 �0. Il en
déduit des conditions suffisantes pour� �R �0. Nous renvoyons le lecteur à [Kot80, Kot85] pour l’expression
de ces conditions. La section 6.3 de [Kot80] donne des motivations supplémentaires concernant cette approche.

Cette restriction des transformationsudR est suffisante pour traiter< manuellement> un grand nombre
de situations. Cependant, elle est trop restrictive dans lecas d’un systèmeautomatiquede transformation de
programmes qui, s’il conclut souvent par des pliages, combine généralement< par nécessité> des réécritures
suivant les lois algébriques et des dépliages. Cette transformation a toutefois été spécifiquement employée à
des fins d’optimisation dans une procédure automatique pour éliminer des calculs redondants et des parcours
de structures inutiles [PP91b].

Néanmoins, Kott signale également que toute transformationudR se ramène à une transformationwufR
lorsque les règles deR sont linéaires à gaucheet à droite [Kot80, prop. 7.3.1]. Une démonstration explicite
est aussi donnée dans [Cou86, lemme 1.9]. Cette condition couvre l’essentiel des cas pratiques mais bute par
exemple sur la distributivité et, réciproquement, la factorisation f(x; g(y; z))$ g(f(x; y); f(x; z)) , ainsi que
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sur l’idempotencef(x; x)! x, qui intervient dans le partage d’expressions. Nous examinons dans la section
suivante un moyen d’étendre la condition de linéarité qui permet de ramener une transformationudR à une
transformationwufR.

5.3 Lemmes de commutativité.

Pour ramener une transformationudR à une transformationwufR, on permute les réductions!� et!R qui
la composent. C’est pourquoi nous examinons les propriétés decommutativité des systèmes de réécriture.

5.3.1 Dérivations et superposition.

Nous affinons ici les définitions de base concernant la réécriture (cf. xN.17), qui ont déjà été exploitées pour
la sémantique opérationnelle des schémas de programme (cf.x2.5.2). Pour permettre une manipulation plus
abstraite, nous distinguons égalementM !u;r;� N , réductionconcrétedeM enN à l’occurrenceu par la
règler au moyen de la substituation�, d’une relation!u;r sur les termes qui exprime simplement la possiblité
abstraited’une réduction parr à l’occurrenceu.

Définition 5.1. ( Réduction )
SoientF une signature etR � M(F;X)�M(F;X) un ensemble des règles. Uneréduction(ou dérivation
atomique) concrèteest un triplet(u; r; �) tel que :� u 2 Occ� r = h�! �i 2 R� � 2 Subst(F;X)
Elle définit une relation!u;r;� surM(F;X) par :� M !u;r;� N ssi M=u = �� et N =M [u ��]
Uneréduction abstraiteest un couple(u; r). Elle définit une relation!u;r surM(F;X) par :� M !u;r N ssi 9�2 Subst(F;X) M !u;r;� N
Nous définissons surM(F;X) la relation!R deréduction parR :� M !R N ssi 9u2Occ 9r2R M !u;r N
On omet l’indiceR lorsqu’il n’est pas ambigu. Règle et réduction réciproques sont notées ainsi :� r�1 = h� ! �i et R�1 = fr�1 j r 2 Rg et (u; r; �)�1 = (u; r�1; �) et (u; r)�1 = (u; r�1)� M  u;r;� N ssi M !u;r�1;� N ssi N !u;r;� M
On a de même u;r = (!u;r)�1 = !u;r�1 pour la réduction abstraite. On noteReduc(R) l’ensemble des
réductions surR.

Définition 5.2. ( Dérivation parallèle )
SoientF une signature etR �M(F;X)�M(F;X)un ensemble des règles. Unedérivation parallèleconcrète
est une famille@ = (ui; ri; �i)i2I de réductions telle que :� (ui)i2I est une famille finie d’occurrences disjointes

Elle définit une relationq!@ surM(F;X) par :� M q!@ N ssi 8i2 I M=ui = �i�i et N =M [ui �i�i j i 2 I]



5.3 LEMMES DE COMMUTATIVITÉ 157

On note également :� Derivk(R) l’ensemble des dérivationsparallèlesavec des règles deR� Occ(@) = fui j i 2 Ig� Roots(@) = Roots(Occ(@)) et Roots(@1; : : : ; @n) = Roots(Occ(@1) [ : : : [Occ(@n))� @jJ = (uj; rj ; �j)j2J pour J � I; et @ji = (ui; ri; �i) pour i 2 I� u � @ = (u � ui; ri; �i)i2I pour toute occurrenceu 2 Occ� �:@ = (ui; ri; �:�i)i2I pour toute substitution� 2 Subst(F;X)
Si @ = (ui; ri)i2I et @0 = (ui; ri)i2I0 sont deux dérivations parallèles deDerivk(R), indicées par des
ensemblesI et I 0 disjoints et telles queOcc(@) k Occ(@0), on note alors :� @ [ @0 = (ui; ri; �i)i2I[I0 2 Derivk(R)
La dérivation réciproqueest@�1 = (ui; r�1i ; �i)i2I. On a :� q @ = ( q!@)�1 = q!@�1 2 Derivk(R�1)
En pratique,U = Occ(@) lui-même est l’ensemble d’indices. On a alors :� @ = (u; ru; �u)u2U
On définit la même terminologie sur lesdérivations abstraites parallèles@ = (ui; ri)i2I. On note en particu-
lier q!@ et q!R les relations surM(F;X) définies par :� M q!@ N ssi 9(�i)i2I 2Subst(F;X)I M q!(ui;ri;�i)i2I N� M q!RN ssi 9 @ 2Derivk(R) M q!@ N
On omet l’indiceR lorsqu’il n’est pas ambigu.

Définition 5.3. ( Dérivation )
SoientF une signature etR � M(F;X)�M(F;X) un ensemble des règles. Unedérivation de longueurn
est une séquence finie de réductionsr = (ui; ri; �i)i2[n]. Elle définit une relationq!nr surM(F;X) par :� M0 !nr Mn ssi 9(Mi)i2[n]2M(F;X)n 8i2 [n] Mi�1 !ui;ri;�i Mi
On note également :� Roots(r) = Roots(u1; : : : ; un)� jrj = n� r�1 = (un�i; r�1n�i; �n�i)i2[n]� u � r = (u � ui; ri; �i)i2[n] pour toute occurrenceu 2 Occ� �:r = (ui; ri; �:�i)i2[n] pour toute substitution� 2 Subst(F;X)� Deriv(R) = Reduc(R)� est l’ensemble des dérivations qui emploient des règles deR
On définit la même terminologie sur lesdérivations abstraitesr = (ui; ri)i2[n]. On note en particulier!nr
et!n les relations surM(F;X) définies par :� M !nr N ssi 9(�i)i2[n]2Subst(F;X)[n] M q!(ui;ri;�i)i2I N� M !n N ssi 9r2Reduc(R)n M !nr N
Les relations!�r pourr 2 Deriv(R), et!�R, ne font pas mention explicite de la longueur de dérivation :� M !�r N ssi 9(�i)i2[jrj] 2Subst(F;X)[jrj] M� M !�R N ssi 9r2Deriv (R)M !�r N
La donnée d’une séquencer = (@i)i2[n] de dérivations parallèles définit également une relation de dériva-
tion!�r qui consiste en un ordre arbitraire des réductions de chacunedes dérivations parallèles :� M0 !nr Mn ssi 9(Mi)i2[n]2M(F;X)n 8i2 [n] Mi�1 q!@iMi
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Soitr = (@i)i2[n] etr0 = (@i+n)i2[n0]. On note :� Roots(r) = Roots(@1; : : : ; @n)� r�1 = (@�1n�i)i2[n].� r;r0 = (@i)i2[n+n0]� si Roots(r) k Roots(r0) alors !�r;r0 =!�r !�r0 =!�r0 !�r
Plus généralement, si(ri)i2[m] est une famille de dérivations,� r = Qi2[m]ri = r1; : : : ;rm
La relationr résultante est indépendante de l’ordre desri si lesRoots(ri) sont parallèles deux à deux.
Autrement dit, les relations!ri permutent entre elles. Il n’est pas indispensable alors quel’ensemble d’incides
soit explicitement ordonné.

Les problèmes de confluence et de commutativité font intervenir les notions de superposition et de paire
critique [KB70, Hue80].

Définition 5.4. ( Superposition )
Un termeM2 2 M(F;X) se superpose(overlap) à un termeM1 2 M(F;X) à l’occurrenceu 2 Occ(M1)
ssiM1(u) =2 Var(M1) et fM1=u;M2g est unifiable. Une règler2 = h�2 ! �2i se superpose àune règler1 = h�1 ! �1i à l’occurrenceu ssi�2 se superpose à�1 enu. On parle alors desuperposition der2 sur r1
enu. La superposition estimproprelorsque�2 2 X etu = �, etpropredans le cas contraire.

Définition 5.5. ( Paire critique )
Soientr1 = h�1 ! �1i et r2 = h�2 ! �2i deux règles, éventuellement renommées afin qu’elles n’aient pas
de variables communes, etu 2 Occ(�1) tel quer2 se superpose àr1 enu. Si r1 = r2, on suppose en outre queu 6= �. Soit� un unificateur principal de�1=u et�2. On dit que la superposition der2 surr1 enu détermine
unepaire critiquehP;Qi définie parP = �(�1[u �2]) etQ = �(�1). Une paire critiquehP;Qi est unique
à un renommage près. Elle estpropre(resp.impropre) ssi la superposition est propre (resp. impropre).

La définition ordinaire de la superposition considère qu’une règle r2 de la formehx! �2i se superpose à
toute règler1 = h�1 ! �1i en�. Cette superposition est très particulière car elle ne met pasde constructeurs
der1 et r2 en commun. Intuitivement, la situation est identique au casoù r1 apparaît sous l’occurrence d’une
variable der2 C’est pourquoi nous avons distingué superpositionpropreet impropre.

Pour la commutativité, nous nous appuyons sur Toyama [Toy88], qui définit une notion de paire critique
entre deux systèmes de règles.

Définition 5.6. ( Ensemble des paires critiques )
Soientr1 etr2 deux règles. On noteCrit(r1; r2) l’ensemble des paires critiques déterminées par des superposi-
tions der2 surr1. SoientR1 etR2 deux ensembles de règles, on noteCrit(R1; R2) = Sr12R1;r22R2 Crit(r1; r2).
L’ ensemble des paires critiquesd’un systèmeR estCrit(R) = Crit(R;R). On note de mêmeCritpro(R1; R2)
etCritpro(R) les ensembles de paires critiques propres.

Il faut noter que la définition de la superposition est asymétrique. En général on a doncCrit(r1; r2) 6=Crit(r2; r1). Par définition, nous avons aussiCritpro(R1; R2) � Crit(R1; R2).
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5.3.2 Commutativité et linéarité à gauche.

Nous nous intéressons dans cette section à la commutativité des systèmes de réécriture linéaires à gauche. Les
résultats qu’elle contient apparaissent sous diverses formes ou variantes dans [Ros73, th. 6.5], [RV80, prop. 10],
[Hue80, lemme 3.3] et [Toy88, cor. 3.1].

Il faut noter que nos propositions sont à la fois plus particulières, parce que nous ne considérons que des
règles sans superposition (nous autorisons toutefois les superpositions impropres), et plus générales, parce que
nous n’imposons pas que les règlesh�! �i vérifientVar(�) � Var(�). Cette condition supplémentaire, qui
rend la réduction déterministe, n’est pas vérifiée par les règles deR(D) ouV (D) (cf. x2.5.2). Il ne nous est donc
pas possible d’utiliser directement des résultats connus. Les propositions voisines données à la sous-section
suivante (x5.3.3), plus originales, n’employent pas seulement la linéarité à gauche mais aussi la confluence.

Lemme 5.1. ( Linéarité à gauche et superposition )
Soit @ = (u; ru)u2U une dérivation parallèle par un ensemble de règlesR et @0 = (u0; r0) une réduction.
Supposons vérifiées les hypothèses suivantes :� u0 6 U� 8u2U ru ne se superpose pas àr0 enu=u0� r0 est linéaire à gauche

Il existe alors une dérivation parallèle@0 2 Derivk(R) de domaineU 0 dominé paru0, telle que : �@0 �k!@ � �k!@0  �@0
De plus, sir0 est linéaire à droite, alorsjU0j 6 jU j. Si r0 est d’ordre zéro à droite, alorsU0 = ?.

Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est donnée en annexe (cf.xD.5). Elle suit les lignes
de celle du lemme 3.3 de Huet [Hue80].

Soit une dérivationM  u0;r0;�0 N q!(u;ru ;�u)u2U P avecr0 = h�0 ! �0i et ru = h�u ! �ui pouru 2 U . Par définition, cela signifieN=u0 = �0�0, M = N [u0  �0�0], et pour toutu 2 U , N=u = �u�u, etP = N [u �u�u].
Pour toutu 2 U , u0 6 u et aucunru ne se superpose àr0 enu=u0 signifie que la reduction enu a lieu sous

une variablexu deVar(�0) dans le termeN=u0 = �0�0.
Pour toutx 2 Var(�0) fixé, les exemplaires dexu = x sous�0 dansM , comme ceux situés sous�0 dansN , sont tous instanciés par le même terme�0x. Puisque�0 est linéaire, les occurrences de�u�u sousx dans�0x sont disjointes. On peut donc réduire en parallèle les termes�u�u et construire une dérivationM q!@0M 0.
Puisque l’on a fait la même opération sous chaque occurrence desx de�0 dansM , il revient au même de

réduire d’abordN q!@ P puisP q!@0 M 0. Ces dérivations sont illustrées à la figure 5.1.�
Lemme 5.2. ( Linéarité à gauche et dérivations parallèles )
SoientR1; R2 des ensembles de règles linéaires à gauche tels queCritpro(R1; R2) = Critpro(R2; R1) = ?. k�R1 �k!R2 � �k!R2  k�R1
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Figure 5.1 : Commutativité et linéarité à gauche

Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est donnée en annexe (cf.xD.5).

Soient@1 2 Derivk(R1) et@2 2 Derivk(R2) deux dérivations parallèles de domaineU1 etU2. Il y a quatre
possibilités à considérer lorsqu’on composeq @1 et q!@2.

1. Siu1 2 U1 domine strictementV2 = fu2 2 U2 j u1 < u2g 6= ?, alors @1ju1 q!@2jV2 � q!@02  @1ju1 par
le lemme 5.1.

2. Siu2 2 U2 domine strictementV1 = fu1 2 U1 j u2 < u1g 6= ?, alors q @1jV1 !@2ju2 � !@2ju2 q @01
par le lemme 5.1, symétriquement.

3. S’il existeu 2 U1 \ U2, notonsr1 et r2 les régles qui correspondent àu respectivement dans@1 et@2. On a alors deux cas exclusifs< r2 ne se superpose pas àr1 en � > et < r1 ne se superpose pas
à r2 en � >. Grâce au lemme 5.1, on obtient @1ju1 !@2ju2 � q!@02  @1ju1 dans le premier cas, et @1ju1 !@2ju2 � !@2ju2 q @01 dans le second.

4. Enfin siu1 k U2 pouru1 2 U1, la réduction permute avec toutes les autres : @1ju1 q!@2 = q!@2  @1ju1 .
Le cas est identique lorsque, symétriquement,u2 k U1.

Dans la mesure où U1 etU2 sont constitués d’occurrences disjointes, ces cas individuels sont indépendants et
peuvent être traités en parallèle. Lorsqu’on les réunit tous, onobtient q @1 q!@2 � q!@02 q @01. �
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Proposition 5.3. ( Linéarité à gauche et commutativité )
SoientR1; R2 des ensembles de règles linéaires à gauche tels queCritpro(R1; R2) = Critpro(R2; R1) = ?.� �R1 ��!R2 � ( �R1 [ �!R2 )� = ��!R2 � �R1
Plus précisément, on a8m;n2 IN q mR1 q!nR2 � q!nR2 q mR1 .
Démonstration. On est dans les conditions d’application du lemme 5.2. On a donc q 1 q!2 � q!2 q 1. On
en déduit q m1 q!n2 � q!n2 q m1 par récurrence successive surm;n 2 IN. Par conséquent, �1 !�2 � !�2  �1.

On montre ensuite par récurrence surn 2 IN que( 1[!2)n � !�2  �1. L’identité est triviale pourn = 0.
Pour le cas strictement positif, on a( 1 [ !2)n+1 = ( 1 [!2)n ( 1 [!2) � !�2  �1 ( 1 [!2) par
l’hypothèse de récurrence. La relation se distribue sur les deux cas suivants :

1. !�2  �1  1 � !�2  �1.
2. !�2  �1 !2 � !�2 q!2  �1 en vertu du résultat précédent,� !�2  �1.

On a donc bien( 1 [!2)n+1 � !�2  �1. L’inclusion réciproque( 1 [!2)� � !�2  �1 est triviale. �
Corollaire 5.4. ( Linéarité à gauche et confluence )
Pour tout ensembleR de règles linéaires à gauche tel queCritpro(R) = ?, la relation!R est confluente et� !R = ��!R � �R
5.3.3 Commutativité et confluence.

Nous adaptons les résultats de la section précédente (x5.3.2) au cas où un seul des deux systèmes est linéraire
à gauche. On exploite alors sa confluence (lemme 5.4). Il n’y a pas strictement commutativité dans ce cas ; il
subsiste un< résidu de dérivation>.

Lemme 5.5. ( Confluence d’une famille de dérivations )
SoientR un ensemble de règles qui détermine une relation!R confluente,(ri)i2I une famille finie de
dérivations, etx; (yi)i2I 2M(F;X).� si 8i2 I x!�ri yi alors 9x02M(F;X) 9(r0i)i2I 2Deriv(R)I 8i2 I yi !�r0i x0
Démonstration. On montre ce lemme par récurrence sur le nombre d’éléments deI. Il est trivial si I est
vide ou un singleton. SiI contient au moins deux élémentsj et k, par l’hypothèse de récurrence, il existex00 2 M(F;X) et (r00i )i2Infjg 2 Deriv(R)Infjg tels que8i2 I n fjg yi !�r0i x00. Puisque!R est confluente
et yj  �rj x !�r00k x00, il exister0j, r0 et x0 tels queyj !�r0j x0  �r0 x00. Pour touti 2 I n fjg, on définitr0i = r00i ;r0. On a alors8i2 I yi !�r0i x0. �
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Lemme 5.6. ( Confluence et superposition )
Soit @ = (u; ru)u2U une dérivation parallèle par un ensemble de règlesR et @0 = (u0; r0) une réduction.
Supposons vérifiées les hypothèses suivantes :� u0 6 U� 8u2U ru ne se superpose pas àr0 enu=u0� R est confluent

Il existe alors deux dérivationsr etr0 deR, dominées paru0 et telles que : �@0 �k!@ � ��!r  �@0 � �r0
Si �0 est d’ordre zéro à droite, alorsr = ?. Le cas où r0 est linéaire à gauche est traité plus en détail par le
lemme 5.1 (queR soit confluent est alors sans importance).

Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est donnée en annexe (cf.xD.5).

Soit une dérivationM  @0 N q!@ P avec@0 = (u0; h�0 ! �0i). Comme pour le lemme 5.1, la condition
de superposition signifie que la réduction enu 2 U = Occ(@) a lieu sous une variablexu deVar(�0) dans le
termeN=u0 = �0�0.

Pour toutx 2 Var(�0) fixé, les exemplaires dexu = x sous�0 dansM , comme ceux situés sous�0 dansN , sont tous instanciés par le même terme�0x. Dans la mesure où �0 n’est pas nécessairement linéaire, ces
occurrences, disjointes dansN , peuvent se recouvrir dansM après transport par@0 (voir la figure 5.2).

Toutefois, l’hypothèse de confluence permet de prolonger grâceau lemme 5.5 les réductions aux occurrencesu en des dérivations qui confluent vers un même terme pourx fixé, et cela soit en partant deM : M !�r M 0,
soit en partant deP : P !�r0 N 0. Le fait que les variablesx 2 Var(�0) soient chacunes instanciées par un
même terme permet de construire la substitution qui justifie laréductionM 0  @0 N 0. Ces dérivations sont
illustrées à la figure 5.2.�
Lemme 5.7. ( Linéarité à gauche et dérivations parallèles )
SoientR1; R2 des ensembles de règles tels queR1 est linéaire à gauche etCritpro(R1; R2) = Critpro(R2; R1) =Critpro(R1) = ?, alors :  k�R1 �k!R2 � ��!R1 �k!R2 � �R1
Démonstration. La démonstration formelle de ce lemme est à l’image de celle donnée en annexe (cf.xD.5)
pour le lemme 5.2, par récurrence sur la somme des longueurs des dérivations parallèles. Nous ne donnons ici
que les cas individuels.

Soient@1 2 Derivk(R1) et@2 2 Derivk(R2) deux dérivations parallèles de domaineU1 etU2. Il y a quatre
possibilités à considérer lorsqu’on composeq @1 et q!@2.

1. Siu1 2 U1 domine strictementV2 = fu2 2 U2ju1 < u2g 6= ?, alors @1ju1 q!@2jV2 � q!@02  @1ju1 par
le lemme 5.1.

2. Siu2 2 U2 domine strictementV1 = fu1 2 U1ju2 < u1g 6= ?, q @1jV1 !@2ju2 � !�r1 !@2ju2  �r01
grâce au lemme 5.6 carR1 est confluent (lemme 5.4).
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Figure 5.2 : Commutativité et confluence

3. S’il existeu 2 U1 \ U2, notonsr1 et r2 les régles qui correspondent àu respectivement dans@1 et@2. On a alors deux cas exclusifs< r2 ne se superpose pas àr1 en � > et < r1 ne se superpose pas àr2 en � >. On obtient alors @1ju1 !@2ju2 � q!@02  @1ju1 grâce au lemme 5.1 dans le premier cas, et @1ju1 !@2ju2 � !�r1 !@2ju2  �r01 par le lemme 5.6 dans le second.

4. Enfin siu1 k U2 pouru1 2 U1, la réduction permute avec toutes les autres : @1ju1 q!@2 = q!@2  @1ju1.
Le cas est identique lorsque, symétriquement,u2 k U1.

Dans la mesure où U1 etU2 sont constitués d’occurrences disjointes, ces cas individuels sont indépendants et
peuvent être traités en parallèle. Lorsqu’on les réunit tous, onobtient q @1 q!@2 � !�r1 q!@2  �r01. �
5.3.4 Retour sur la linéarité à gauche.

On regroupe les résultats obtenus aux deux sections prédécentes (cf. x5.3.2, 5.3.3) dans le but de simplifier
l’expression de la relation � !R1;R2. On n’obtient en fait de résultat que sur( !R1 [�!R2 )� grâce au théorème 5.10.

Lemme 5.8. ( Linéarité à gauche et dérivations parallèles )
SoientR1; R2 des ensembles de règles tels queR1 est linéaire à gauche etCritpro(R1; R2) = Critpro(R2; R1) =
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Démonstration. On montre par récurrence surn 2 N que q n1 q!2 � !�1 q!2  �1. L’identité est triviale
pour n = 0. Pour le cas strictement positif, on aq n+11 q!2 = q 1 q n1 q!2 � q 1 !�1 q!2  �1 par
l’hypothèse de récurrence,� !�1 q 1 q!2  �1 par la proposition 5.3,� !�1 !�1 q!2  �1  �1 par le lemme 5.7,� !�1 q!2  �1. �
Lemme 5.9. ( Linéarité à gauche et commutativité )
SoientR1; R2 des ensembles de règles linéaires à gauche tels queCritpro(R1; R2 [ R�12 ) = Critpro(R2 [R�12 ; R1) = Critpro(R1) = ?, alors : ��!R2 ��!R1 � ��!R1 ��!R2 � �R1
Démonstration. On montre par récurrence surn 2 N que �1 q n2 � !�1  �2  �1. L’identité est triviale
pourn = 0. Pour le cas strictement positif, on a �1 q n+12 = �1 q n2 q 2 � !�1  �2  �1 q 2 par l’hypothèse
de récurrence,� !�1  �2 !�1 q 2  �1 par le lemme 5.8 appliqué àR�12 , � !�1 !�1  �2 q 2  �1 par par le
lemme 5.3,� !�1  �2  �1. �
Théorème 5.10. ( Linéarité à gauche et commutativité )
SoientR1; R2 des ensembles de règles linéaires à gauche tels queCritpro(R1; R2 [ R�12 ) = Critpro(R2 [R�12 ; R1) = Critpro(R1) = ?, alors :( !R1 [�!R2 )� = ��!R1 ��!R2 � �R1
Démonstration. On montre par récurrence surn 2 N que(!1 [ 1 [!2)n � !�1 !�2  �1. L’identité est
triviale pourn = 0. Pour le cas strictement positif, on a(!1 [  1 [!2)n+1 = (!1 [ 1 [ !2)n (!1 [ 1 [!2) � (!�1 !�2  �1) (!1 [ 1 [!2) par l’hypothèse de récurrence. On envisage successivement les
trois cas.

1. !�1 !�2  �1 !1 � !�1 !�2 q!1  �1 par le lemme 5.3,� !�1 !�1 !�2  �1  �1 par le lemme 5.9,� !�1 !�2  �1
2. !�1 !�2  �1 !2 � !�1 !�2 q!2  �1 par le lemme 5.3,� !�1 !�2  �1
3. !�1 !�2  �1  1 � !�1 !�2  �1

Dans chaque cas, on a bien(!1 [ 1 [!2)n+1 � !�1 !�2  �1. L’inclusion réciproque(!1 [ 1 [!2)� �!�1 !�2  �1 est triviale. �
Notons qu’en substituantR�1 à R, on obtient toute une gamme de résultats similaires si l’un oules deux

systèmesR1; R2 est linéaire à droite plutôt qu’à gauche.
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5.4 Applications aux transformations de pliage/dépliage.

Le système de réécritureh'i(x1; : : : ; xni) ! tiii2[N ] associé à un système d’équations� est très particulier.
D’une part, pour touti 2 [N ], les variables(xj)j2[ni] sont distinctes. Par conséquent,� est linéaire à gauche

D’autre part, les inconnues('i)i2[N ] sont également distinctes. Les seuls recouvrements de� sur lui-même
sont donc les recouvrements des règles sur elles-même en�, qui ne sont pas pris en compte dans la définition
de la superposition (déf. 5.4). Par conséquent,Crit(�) = ?
L’ensembleCritpro(�) des paires critiques propres est donc vide également. Du corollaire 5.4, on déduit alors
le corollaire suivant, aussi donné dans [RV80, cor. 1].

Corollaire 5.11. ( Décomposition du pliage/dépliage )
Pour tout système d’équations�, on a � !� = ��!� � ��

Autrement dit, toute combinaison de pliages et de dépliages peut se récrire comme une suite de dépliages,
suivie d’une suite de pliages. On peut également résumer ce résultat par ud = wuf ; cette égalité s’entend
dans l’interprétation initiale (cf.x5.1.2).

5.4.1 Règles sémantiques linéaires à gauche ou linéaires à droite.

Dans la mesure où les règles deR et les parties gauches des règles de� sont construites sur des signatures
disjointes, il n’y a pas de superposition propre possible entreR et� d’une part, et entreR�1 et� d’autre part.
Les seules superpositions sont impropres et de la formehx! �i surh'(x1; : : : ; xn)! ti en�. Par conséquent,Critpro(R [ R�1;�) = Critpro(�; R [ R�1) = ?
Du théorème 5.10, on déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.12. ( Décomposition du dépliage/pliage avec réécriture sémantique )
Pour tout ensembleR de règles linéaires à gauche et tout système d’équations�,(�!� [�!R [ �� )� = ��!� ��!R � ��
Cela vaut également siR est linéaire à droite en substituantR�1 àR.

Autrement dit, toute combinaison de pliages, de dépliages etde réécritures peut se récrire comme une suite
de dépliages, suivie d’une suite de réécritures, et terminée parune suite de pliages. En toute rigueur, nous ne
pouvons prétendrewufR = udR dans le cas oùR est linéaire à gauche car la définition de ces transformations
emploie$R et non!R. Cependant, dans la mesure où R est constitué d’équations dont la seule contrainte
est d’être validées par l’interprétation (cf.x2.5.2, sémantique opérationnelle), cela est peu contraignant en
pratique : on peut faire n’importe quelle réécriture compatible avec la sémantique une fois que l’on a opté pour
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des règles linéaires à gauche ou linéaires à droite. En particulier, ce n’est pas un problème lorsque les règles
deR visent à normaliser les termes, car dans ce cas on désire précisément orienter les règles en!R au lieu
d’employer tout$R.

Plus formellement, disons qu’un système d’équations�0 = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = t0i j i 2 [N ]g est
obtenu respectivement pardépliage/pliage dirigéou dépliage/pliage faible dirigédu système d’équations� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g ssi :� dudR �0 ssi pour touti2 [N ] ti (�!� [�!R [ �� )� t0i� dwufR �0 ssi pour touti2 [N ] ti ( ��!� ��!R � �� ) t0i
On a alors : dwufR = dudR si R est linéaire à gauche ou linéaire à droite

Dans la mesure où dwufR est un cas particulier dewufR, on peut dès lors employer les résultats de Kott (cf.x5.2.4) afin de déterminer la correction d’une transformationdudR, cas courant des transformationsudR. En
particulier, nous pouvons traiter à présent (cf.x5.2.4) le cas de la distributivitéou de la factorisation (nous ne
pouvons employer les deux simultanément car ils ne sont pas linéaires du même coté). Nous pouvons également
employer les simplifications par idempotence.

5.4.2 Cas non-linéaire.

Notons que le corollaire 5.12 et par conséquent le théorème 5.10sont faux si l’hypothèse de linéarite n’est
pas satisfaite, même dans le cas de schémas réguliers. Dans l’exemple qui suit,� est d’ordre zéro etR n’est
linéaire ni à gauche, ni à droite.� � = f' = h(')g� R = fhf(x)! g(x; x)i; hg(x; h(x))! xig
Considérons la dérivation suivante :f(')�!R g(';')�!� g('; h('))�!R '
Il est impossible de faire commuter la réduction par� pour la repousser vers l’extérieur de la dériva-
tion. En effet, toute dérivation par!�� !�R  �� est nécessairement de la formef(') !n� f(hn(')) !Rg(hn('); hn(')) l+m� g(hn�l('); hn�m(')) et il n’est pas possible d’atteindre'.

La raison de cela est que la partie droite non-linéaireg(x; x)deR et la partie gauche non-linéaireg(x; h(x))
ont un unificateur qui est rationnel [Hue76, Cou83] mais qui n’est pas fini :fx 7! h(h(h(: : :)))g. On ne peut
extraire la réduction par�, qui reste< piégée> dans ce terme infini1.1Des résultats partiels nous laissent penser que si aucune dérivation deR ne fait intervenir d’unificateur rationnel infini, on a alors
l’identité ($� [$R)� =!�� $�R  ��, c’est-à-direudR = wufR.

Un cas particulier de cette condition couvre les situations courantes ; c’est lorsque toutes les occurrences d’une même variable
dans une partie droite ou gauche de règle ont la même longueur, c’est-à-dire lorsque des variables identiques apparaissent à une même
profondeur. Le test de cette condition a l’avantage d’être syntaxique et trivial. Il permet par exemple d’employer la règle de distributivitéf(x; g(y; z)) $ g(f(x; y); f(x; z)) dans les deux sens : la variablex dans le terme non-linéaireg(f(x; y); f(x; z)) apparaît à une
même profondeur. Il en va de même de l’idempotencef(x; x)$ x (cf. x5.2.4).
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5.5 Composer des transformations.

Nous étudions enfin la composition dans un ordre quelconque de plusieurs transformations de pliage/dépliage
et d’introduction de définitions auxiliaires. Nous examinonsen particulier quand une telle transformation
composée est correcte.

Ces définitions auxiliaires sont celles de fonctions intermédiaires, que font nécessairement apparaître
les systèmes de transformation de programmes (cf.x1.3.2). Elles correspondent en pratique à des fonctions
spécialisées, ou à des configurations, dans le cas de la supercompilation (cf.x1.4.3).

5.5.1 Création de fonctions auxiliaires.

En termes de schémas de programmes, la définition de fonctions auxiliaires consiste à ajouter de nouvelles
équationsh'(x1; : : : xn) = ti à un système� existant. Ces inconnues additionnelles ne doivent pas être prises
en compte dans une comparaison de schémas ni altérer la sémantique : elles ne sont pasvisibles.

Inconnues auxiliaires.

Pour permettre l’introduction dynamique de ces nouvelles fonctions dans un schéma, nous employons la notion
d’inconnue auxiliaire. Les définitions suivantes font suite à celles données aux sectionsx2.5.2 etx5.1.2. Elles
sont en majeure partie adaptées de [Cou86,x7].

Sous-système et inconnues auxiliaires.Soit� = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]g un système d’équa-
tions d’inconnues� � �. On définit :� 8i2 [N ] �('i) = ti� �j	 = f'i(xi;1; : : : ; xi;ni) = ti j i 2 [N ]; 'i 2 	g pour 	 � �� �j	 est unsous-systèmede� ssi�j	 est un système d’équations sur les inconnues	� Une inconnue' 2 �\	 est appeléeinconnue principalede�. Une inconnue' 2 �n	 est appelée

inconnue auxiliairede�.

Comparaison de schémas avec inconnues auxiliaires.SoientC une classe deF -interprétations,� et�0 deux systèmes d’équations surF avec les inconnues respectives� et �0, et 	 � � \ �0 un ensemble
d’inconnues.� � 6C ;	 �0 ssi 8D 2C 8'2	 '�;D 6 '�0;D� � �C ;	 �0 ssi � 6C ;	 �0 et � >C ;	 �0
Si�j	 et�0j	 sont dessous-systèmesrespectifs de� et�0, alors� � 6C ;	 �0 ssi �j	 6C �0j	� � �C ;	 �0 ssi �j	 �C �0j	
On omet l’indiceC lorsque c’est l’ensemble de toutes lesF -interprétations continues, ou bien lorsqueC =M1
 (F ).
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Transformation et correction de schémas avec inconnues auxiliaires. SoientC une classe deF -interpré-
tations et	 un ensemble d’inconnues.� Une transformation de� partrans estC ;	-correctessi	 � � et pour tout�0 d’inconnues�0 tel que	 � �0 et� trans �0, alors� �C ;	 �0.� Une transformationtrans estC ;	-correctessi pour tous systèmes d’équations� et �0 d’inconnues

respectives� et�0 telles que	 � � \ �0, si� trans �0, alors� �C ;	 �0.� Si une transformation de� partrans est correcte, alors elle estUnk(�)-correcte.

Une transformation	-correcteest une transformationM1
 (F );	-correcte.

Introduction de nouvelles définitions.

Maintenant posées ces notations, nous pouvons définir la transformation qui exprime l’introduction de nouvelles
définitions.

Définition 5.7. ( Introduction d’une définition auxiliaire )
Soient� un ensemble fini d’inconnues,' =2 �, et t; '(x1; : : : ; xn) 2 M(F [ � [ f'g; fx1; : : : ; xng)�(').
L’ introduction de la définition auxiliaireh'(x1; : : : ; xn) = ti est la transformation sur les schémas de pro-
gramme qui est définie par :� � ndef h'(x1;:::;xn)=ti �0 ssi Unk(�) � � et �0 = � [ f'(x1; : : : ; xn) = tg� � ndef �0 ssi il existe'(x1; : : : ; xn) et t tels que� ndef h'(x1;:::;xn)=ti �0.� � ndefs �0 ssi � ndef � �0
La transformationndef h'(x1;:::;xn)=ti est déterministe : un seul�0 vérifie� ndef h'(x1;:::;xn)=ti �0.
Proposition 5.13. ( Correction de l’introduction de nouvelles définitions )
Pour tout système d’équation� d’inconnues�, toute transformation� ndefs �0 est�-correcte.

Démonstration. Pour touth'(x1; : : : ; xn) = ti 2 �, le termet appartient àM(F [ �;X). Or�j� = �0j�,
donc'� = '�0 dans laF -algébre libre continueM1
 (F;X). Par conséquent,� �� �0. �

En pratique, tous les langages ne permettent pas l’emploi defonctions auxilaires, c’est-à-dire en fait de
fonctions dont lavisibilité (scope) peut être restreinte. En ML par exemple, ce type de fonctions est introduit
par les constructions< let decs in exp end > et < local decs in decs 0 end >, qui limitent la portée
des déclarationsdecs. Il n’existe pas en revanche de tels mécanismes dans des langages comme LISP, SCHEME,
PROLOG, C: : : , et l’on doit se résoudre en pratique à générer un nouveau nom, suffisamment< étrange> pour
qu’il ne risque pas d’entrer en collision avec d’autres fonctions écrites par le programmeur, ou par un autre
système de transformation. En toute rigueur, pour ces langages, aucune transformation qui crée de nouvelles
fonctions n’est correcte. Néanmoins, certaines extensionsremédient à cette carence [MS91].
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5.5.2 Dérivation de schémas.

En termes de schémas de programme, composer des transformations forme une suite�0;�1; ::;�n de systèmes
d’équations. Avant de l’étudier , nous posons quelques notations concernant les mécanismes de passage d’un
schéma�i à un schéma�i+1.

Il nous faut auparavant poser quelques notations afin d’exprimer précisément les mécanismes de passage
d’un schéma�i à un schéma�i+1.
Définition 5.8. ( Dérivation de schémas )
SoientS un ensemble de règles surM(F [ �;X). Pour toutr 2 Deriv(S), on définit les relations suivantes
sur les systèmes d’équations d’inconnues�.� �!';r �0 ssi �(')!�r �0(') et �j�nf'g = �0j�nf'g� �!';S �0 ssi 9r2Deriv(S) �!';r �0� �!S �0 ssi 9'2� �!';S �0
Cette définition s’emploie en particulier pour le dépliageS = �, le pliageS = ��1, ou la réécriture selon des
lois algébriquesS = R.

5.5.3 Séquence de transformations.

Nous définissons uneséquence de transformationscomme une suite de transformations élémentaires constituées
de pliages, de dépliages, de réécritures selon les lois algébriques, ou de définitions de fonctions auxiliaires.
À partir d’un schéma de départ, une séquence de transformation construit ainsi une suite�0;�1; : : : ;�n de
systèmes d’équations.

Par ailleurs, pour passer d’une étape�i à une étape�i+1, nous nous autorisons, en cas de pliage ou
de dépliage d’une inconnue, à employer non seulement les définitions de�i, mais toutes celles déjà cal-
culées :�0; : : : ;�i. Cette transformation diffère a priori d’un simple enchaînement de transformations de
pliage/dépliage qui, en quelque sorte,< n’a pas de mémoire> : pour passer de�i à �i+1, les pliages et
dépliages sont en ce cas réalisés avec le seul schéma�i.

D’autre part, on peut noter que les transformations ne sont généralement ni confluentes2, ni réversibles3.
Par conséquent, un choix de transformation dans un algorithme est le plus souvent définitif, et il vaut mieux
disposer non seulement du maximum de choix possibles, mais aussi de transformations de< faible granularité>
(les systèmes d’indices plus faibles ont subi a priori moins de dépliages et sont donc plus réduits) qui permettent
des avancées modérées mais contrôlées.

Une séquence de transformations laisse ainsi une plus grandelatitude dans les stratégies d’un système
automatique de transformation de programmes.

Définition 5.9. ( Séquence de transformations )
Un système d’équations�0 est obtenu parséquence de transformationsde� ssi il existe une suite de schémas(�i)i2[0::n] telle que� = �0, �n = �0, et :2Plus pour des raisons pratiques que théoriques.3Une fois le schéma� = h' = f(')i déplié en�0 = h' = f(f('))i, il n’est plus possible de retrouver� à partir de�0 par
simples pliages ou dépliages.



170 CHAPITRE 5. TRANSFORMATIONS ET CORRECTION� 8i2 [0::n� 1] (Si = Sj2[i]�i�i (!Si [$R [ Si) �i+1 ou �i ndef �i+1
Une séquence de transformations de� à�0 est notée� sequdR �0. Elle est correcte ssi� �R �0.

Il faut noter qu’une transformation de pliage/dépliageudR est un cas particulier de séquence de transfor-
mations, où pliages et dépliages s’effectuent par rapport au seul schémade départ. Par conséquent, les résultats
de correction deudR ne s’appliquent pas directement à une séquence de transformations.

Néanmoins, la proposition suivante exprime que toute séquence de transformations peut se mettre sous une
forme normale, comme la composition de définitions auxiliaires suivies d’une transformation de pliage/dépli-
ageudR. La proposition 5.13 assure alors la correction des définitions auxiliaires et permet donc de ramener
le problème à celui de la correction d’une transformationudR.

Proposition 5.14. ( Décomposition d’une séquence de transformation )
Il existe une séquence de transformations de� en�0 ssi � ndefs udR �0.
Démonstration. Nous montrons d’abord que, dans une séquence de transformations (�i)i2[0::n], il est
possible de faire permuter de la droite vers la gauche toutesles introductions de nouvelles définitions, afin de
les repousser en tête de séquence :� Si �i !';u;r;� �i+1 ndefh'0(x01;:::;x0n0 )=t0i �i+2 avec h'(x1; : : : xn) = ti 2 �i et t !u;r;� s alors�i+2 = �ijUnk(�i)nf'g [ f'(x1; : : : xn) = s; '0(x01; : : : ; x0n0) = t0g; donc �i ndef h'0(x01;:::;x0n0 )=t0i�0i+1 !';u;r;� �i+2 avec �0i+1 = �i [ f'(x1; : : : ; xn) = tg: En effet ' =2 �i et t; '(x1; : : : ; xn) 2M(F [ Unk(�i);X) car ' =2 �i+1 et Unk(�i) = Unk(�i+1). Donc, par récurrence sur la longueur

de la séquence de transformation, toutes les transformations ndef peuvent être remontées en tête de
séquence.

Il ne reste donc à considérer que le cas des transformations�i (!Si [$R [ Si) �i+1. Nous montrons par
récurrence surn 2 INque pour tout(�i)i2[0::n], pour touti 2 [n], il existe une dérivation�0 !��0[R[R�1[��10 �i.
Notons� = Unk(�0) l’ensemble des inconnues du schéma�0, et S00 = �0 [ R [ R�1 [ ��10 . On a donc!S00 =!�0 [$R [ �0 et (S00)�1 = S00.

Le cas est trivial pourn = 0. Lorsquen > 1, pour touti 2 [n � 1] on a�0 !�S00 �i par l’hypothèse
de récurrence. En particulier,�0 !�S00 �n�1. D’autre part,�n�1 (!�i [$R [ �i) �n pour un certaini 2[0::n� 1]. Il faut envisager trois cas :

1. Supposons�n�1 !';u;r;� �n avec r = h (x1; : : : ; xm) = ti 2 �i: On a donc �n�1(')=u =�: (x1; : : : ; xm) et �n(')=u = �:t: Soit r0 = h (x1; : : : ; xm) ! �0( )i 2 �0. En employant
une nouvelle fois l’hypothèse de récurrence, on sait qu’il existe�0 !(';r')'2� �i avec 8'2�r' 2 Deriv(S00): Or �: (x1; : : : ; xm) !�;r0;� �:�0( ) !�:r �:�i( ) = �:t: Posons r0 =(�; r0; �);�:r 2 Deriv(S00); alors�n�1(')=u!r0 �n(')=u: Par conséquent�0 !�S00 �n�1 !';r00�n avec r00 = u � r0 2 Deriv(S00).

2. Si �n�1 !';u;r;� �n avec r 2 R [ R�1; alors �n�1 $R �n; donc �0 !�S00 �n�1 !S00 �n.

3. Supposons�n�1  ';u;r;� �n avec r = h (x1; : : : ; xm) = ti 2 �i. Si l’on permute�n�1 et�n dans
le point (1.) ci-dessus, on obtient une dérivation�n�1(')=u  r0 �n(')=u avec r0 2 Deriv(S00);
donc �n�1(')=u !(r0)�1 �n(')=u avec (r0)�1 2 Deriv(S0�10 ) = Deriv(S00): Par conséquent�0 !�S00 �n�1 !';r00 �n avec r00 = u � (r0)�1 2 Deriv(S00).

Pour toutn 2 IN, on a donc�0 !�0[R[R�1[��10 �n, c’est-à-dire�0 udR �n. La réciproque est triviale
puisqueudR est un cas particulier de séquence de transformations.�



5.5 COMPOSER DES TRANSFORMATIONS 171

Il faut noter toutefois que la conversion d’une séquence de transformations(�i)i2[0::n] en une transformation
de pliage/dépliage�0 udR �n décrite dans la démonstration de la proposition 5.14 n’est pas< optimale>. En
particulier, si l’on est certain à partir d’une étapei que l’on n’employera jamais plus les règles des systèmes
d’équation(�j)j<i, il vaut mieux montrer la correction de(�j)j2[0::i], puis prendre�i comme nouveau schéma
de départ, et montrer la correction de(�j)j2[i::n]. On évite ainsi des pliages et des dépliages supplémentaires
pour ramener le problème en termes de dérivations de�0. Plus généralement, il serait intéressant d’étudier
formellement comment tester la correction de manièreincrémentale, sans avoir à faire explicitement la remontée
des transformationsndef et la conversion en dérivations de�0.

Notons enfin que les dérivations de schémas sont identiques pourles cas algébriques et réguliers. Il n’y a
pas ici de différence fondamentale entre les deux formulations (cf.x2.5.7).

Conclusion du chapitre.

Nous avons présenté une variante sur le thème de la commutativité des systèmes de réécriture linéaires à gauche
(prop. 5.3). Nous avons pour cela employé une notion de dérivation abstraite (déf. 5.1, 5.2, 5.3) et de paire
critique propre (déf. 5.5).

Avec les mêmes techniques, nous avons ensuite démontré un lemme voisin sur les systèmes confluents
(lemme 5.6), qui permet d’établir un théorème de forme normale sur les dérivations entrelacées de deux
systèmes de réécriture (th. 5.10).

Une application de ce théorème montre qu’il suffit d’une linéarité à gauche ou d’une linéarité à droite pour
ramener une transformation quelconque à une transformation de dépliage/pliage faible (x5.4). Cette extension
permet en particulier de traiter le cas des simplifications qui emploient la distributivité, la factorisation, et
l’idempotence, simplifications qui sont impossibles avec lacondition ordinaire de linéarité à gauche et à droite.
Par ailleurs, nous avons donné un exemple de transformationqui emploie une règle qui n’est linéaire ni à
gauche, ni à droite, et qui ne peut pas se ramener à une transformation de dépliage/pliage faible (cf.x5.4.2).
Déterminer les conditions pour lesquelles on peut lever l’hypothèse de linéarité reste un problème ouvert.

Nous avons défini une notion de séquence de transformations, quipermet d’utiliser, dans des pliages ou des
dépliages, les schémas intermédiaires obtenus à toutes les étapes précédentes (déf. 5.9). Nous avons montré
comment ramener une telle séquence sous une forme normale (prop. 5.14), dont la correction peut être traitée
à l’aide des résultats précédents. Nous avons employé pour celaune notion abstraite de dérivation de schéma
(déf. 5.8).

Auchapitre suivant, nous étudions une classe d’algorithmesqui peut permettre de piloter des transformations
de pliage et de dépliage.
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Chapitre 6

Algorithme et Terminaison

Aucune stratégie ne guide l’emploi des transformations définies au chapitre 5 ; nous pouvons simplement
déterminer, lorsque l’on nous donne explicitement une transformation de pliage/dépliage, si elle est correcte ou
non. Le rôle d’un systèmeautomatiquede transformation de programme est d’établir une stratégie d’application
des transformations qui permette, étant donné un programme,de produire en un temps fini un programme
transformé.

Nous ne proposons pas dans ce chapitre une stratégie générale qui puisse s’appliquer à tout langage de
programmation, car c’est un problème trop spécifique. En revanche, nous présentons différents composants
formels qui constituent un squelette pour un système automatique de transformation de programme. Cette
ossature doit ensuite être garnie des nécessités propres à chaque langage.

Ces composants répondent à deux types de problème : pouvoir enchaîner des transformations élémentaires
en garantissant la terminaison du processus global de transformation, et permettre d’effectuer le maximum de
transformations, tant que cela reste compatible avec la terminaison.

Nous abordons le premier point par l’étude de l’algorithme de redémarrage généralisé, employé notamment
en supercompilation. Cet algorithme est contrôlé par uncritère d’arrêt quelconque ; dans un deuxième temps,
nous examinons comment le choisir.

Organisation du chapitre.x6.1 Nous étudions dans cette première section l’algorithme deredémarrage généralisé, qui permet de piloter
une séquence de transformations. Nous démontrons sa terminaison, parfois négligée, et examinons la
nature de lafonction de généralisation.x6.2 D’autre part, nous analysons la nature et les qualités descritères d’arrêt, qui peuvent équiper un algorithme
d’évaluation partielle. En particulier, nous examinons lesmérites d’un critère d’arrêt basé sur le théorème
de Kruskal.

Ainsi s’achève le corps de ce document. Il ne restera plus à la conclusion qu’à retracer le chemin parcouru,
proposer quelques perspectives, et commenter le< bien-fondé> de l’évaluation partielle.
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6.1 Redémarrage généralisé.

Les constructions de la sectionx5.5ne permettent pas de réaliser un outil automatique qui fait des transformations
de programme. On suppose une séquence de transformationsdonnéeet l’on statue sur sa correction.

Décider quelle succession de transformations élémentaires sont appliquées au programme initial, et décréter
quand la transformation est terminée est le rôle d’unalgorithme de transformation. Dans cette section, nous
étudions un mécanisme de ce type, dont l’objectif est de permettre le maximum de transformations tout en
respectant un critère d’arrêt (cf.x6.2). Il s’agit de l’algorithme deredémarrage généralisé.

Il ne s’agit en fait pas d’un algorithme proprement dit mais d’un outil de construction d’algorithme. Il ne
décrit pas explicitement comment piloter la construction d’une séquence de transformations ; pour le mettre en
œuvre pratiquement, il faut notamment spécifier une fonction qui réalise des enchaînements de transformations,
ainsi qu’un critère de terminaison.

L’algorithme de redémarrage généralisé a principalement été employé en supercompilation (cf.x1.4.3,
algorithme) et en spécialisation (cf.x1.3.4, terminaison), avec toutefois certaines libertés quant à la preuve de
sa terminaison [Tur88, Has88, Sah91a, WCRS91]. Nous revenons sur ce point et étudions également la nature
de la fonction de généralisation.

6.1.1 Aperçu.

Pour donner un aperçu de l’algorithme de redémarrage généralisé,nous reprenons l’exemple de la fonction
factorielle, à l’aide cette fois-ci d’une définition qui fait intervenir un accumulateur.fac(n) = facc(n; 1; 1)facc(n; i; r) = if(ge(i; n); r; facc(n; add1(i);mul(add1(i); r)))
Dans cette formulation,i varie entre1 etn, etr prend les valeurs successives dei! au cours de la dérivation defac(n). Dans le contexte d’une évaluation partielle, le termefacc(n; 1; 1) apparaît comme un appel fonctionel
de facc à spécialiser(cf. x1.3) sur les valeurs statiques(1; 1) des deux derniers arguments. On effectue pour
cela quelques dépliages et réécritures selon les lois algébriques.fac(n) ! facc(n; 1; 1)! if(ge(1; n); 1; facc(n; add1(1);mul(add1(1); 1)))�! if(ge(1; n); 1; facc(n; 2; 2))
Pour poursuivre cette dérivation, il faudrait à présent déplier facc(n; 2; 2). Cependant, les arguments defacc
semblent croître et l’on n’est pas certain que ces dérivationspuissent se terminer. Faisons l’hypothèse qu’un
critère d’arrêt (cf. x6.2) déclare qu’il ne faut pas poursuivre plus avant.

Remarquons tout de même que les deuxième et troisième argumentsdans facc(n; 1; 1) !� facc(n; 2; 2)
sont identiques. S’il n’est pas possible de spécialiser par rapport à(1; 1), peut-être peut-on malgré tout faire
une supercompilation (on ne peut plus alors tout à fait parler de spécialisation) à partir de la configurationfacc(n; k; k). On espère ainsi éliminer l’un des arguments defacc pour obtenir une définition récursive qui ne
fait plus intervenir que deux arguments au lieu de trois. Il faut pour cela introduire une fonction auxiliaire (cf.



6.1 REDÉMARRAGE GÉNÉRALISÉ 175x5.5.1). On a alors les définitions suivantes.fac(n) = facc0(n; 1)facc0(n; k) = facc(n; k; k)facc(n; i; r) = if(ge(i; n); r; facc(n; add1(i);mul(add1(i); r)))
Faisons subir àfacc0 quelques réductions.facc0(n; k) ! facc(n; k; k)! if(ge(k; n); r; facc(n; add1(k);mul(add1(k); k)))
Au vu à nouveau des deuxième et troisième arguments (le premier, n, reste constant), on peut imaginer
qu’un critère d’arrêt signale encore un risque de croissance,structurelle cette fois-ci :k ! add1(k) etk ! mul(add1(k); k). Par conséquent, on ne doit pas faire de dépliage plus avant.

Cependant, un pliage defacc(n; add1(k);mul(add1(k); k)) sur facc0 est également impossible : tous les
arguments defacc finissent par être différents au cours d’une dérivation. La conclusion sur cet exemple est
qu’il n’était en fait pas possible de simplifier davantage la définition initiale defac.

Le redémarrageest l’opération qui consiste, au cours d’une suite de transformation, à renoncer à transformer
un terme au bout de quelques dérivations supplémentaires pourreprendre complètement les calculs à partir de
ce point, sur une autre configuration. Icifacc(n; 1; 1) est développé jusqu’à ce que l’on rencontrefacc(n; 2; 2),
puis oublié afin de redémarrer avec le termefacc0(n; k) = facc(n; k; k).

Le redémarrage estgénéralisécar le termefacc(n; k; k) estplus généralque facc(n; 1; 1) : il existe une
substitution� = fk 7! 1g telle que�:facc(n; k; k) = facc(n; 1; 1) (cf. x1.4.3, transformations). On note
cela facc(n; k; k) 6 facc(n; 1; 1). Notons que dans cet exemplefacc(n; k; k) est également plus général quefacc(n; 2; 2) : c’est un dénominateur commun entrefacc(n; 1; 1) et facc(n; 2; 2).

Dans le cas d’un schéma régulier, la généralisation s’exprime à l’aide des variables syntaxiques du
langage et non plus des variables algébriques de schéma. On a par exemple call3(facc; var(n); 1; 1) >call3(facc; var(n); var(k); var(k)) > call3(facc; var(n); var(i); var(r)).
6.1.2 L’algorithme.

Après cet aperçu, nous donnons une définition précise de l’algorithme de redémarrage généralisé. En pratique,
il n’est jamais présenté ainsi, mais habillé de spécificités propres au langage de programmation considéré.

Il faut tout d’abord préciser unbon préordreE, qui permet d’interrompre une suite infinie(qn)n2IN en
détectant par une énumération finie deux indicesi<n 2 IN tels queqi E qn. C’est un test pessimiste qui
détermine lorsqu’il y a unrisque de non-terminaison: il ne permet pas d’entrer dans une boucle infinie,
mais certains calculs, pourtant finis, peuvent être interrompus prématurément parce qu’on estime qu’il y a une
possibilité pour qu’ils soient infinis.

Puis, lors d’une séquence de transformations de programme, si un risque de boucle entre l’étape couranteqn
et une étape antérieureqi est détecté par le testE, on reprend totalement le calcul au niveau deqi engénéralisant
la configuration à transformer (cf.x1.4.3, transformations). Les transformations se poursuivent ensuite sur la
configuration plus générale.
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Revenir ainsi à une étape antérieure est analogue en quelque sorte auretour arrière (backtrack) employé
dans le parcours d’un SLD-arbre en PROLOG. La seule différence est que ce retour arrière-ci ne remonte pas
nécessairement à son père, c’est-à-direqn�1, mais peut remonter à un ancêtreqi quelconque.

En pratique, la nouvelle valeur de départ eni est obtenue parq0i = (qi; qn) où  est une fonction à préciser
dans l’algorithme, qui doit qui calculer une configuration plus générale queqi (cf. x6.1.3). Un préordre bien
fondé � relie ces configurations de généralité croissante afin d’assurerla finitude du nombre d’expressions
considérées. Dans l’exemple de la sectionx6.1.1, ce préordre� est la relation6 de plus grande généralité
sur les termes (cf.xN.16).

L’arrêt survient lorsque la généralisation est stable, c’est-à-dire lorsqueq0i et qi sont équivalents selon�.
Le terme le plus général sur lequel puisse se produire l’arrêt est une variablex.

En voici une définition plus formelle et plus abstraite, qui ne conserve que les informations qui intéressent
la terminaison.

Définition 6.1. ( Algorithme de redémarrage généralisé )
SoientE un ensemble,E un bon préordre surE,� un préordre bien fondé surE, % : E ! E une application,
et  : E � E ! E une application�-décroissante en son premier argument. Pour toutq 2 E, on calcule
l’élément%(q) deE par l’algorithme suivant :

1. i := 1 ; qaux := q
2. répéter

3. n := i ; qn := qaux
4. tant que@ i2 [1::n] qi E qn répéter qn+1 := %(qn) ; n := n+ 1
5. qaux := (qi; qn)
6. jusqu’à ce queqaux �= qi
7. %(q) := qn

La notationx := y désigne l’affectation de la valeury à la variablex, et x �= y l’équivalencex � y etx � y.

Le nombren est l’indice de l’état courant, eti est l’indice de l’étape où a lieu unredémarrage. Les
états(qj)j6i sont préservés, et l’on reprend à partir deqi le processus de transformation représenté par%. Il faut
noter que l’algorithme de redémarrage généralisé n’est pas liéau formalisme des schémas de programmes, ni
même à un formalisme algébrique.

Le termegénéraliséprovient des mises en œuvre pratiques de cet algorithme, danslesquelles� est souvent
la relation6 de plus grande généralité sur des termes algébriques. Cependant, toute autre interprétation de�
et reste possible. En particulier, on peut également faire intervenir le typage [WCRS91].

Dans [Tur88, Has88, Sah91a, WCRS91], la démonstration que ceprocessus se termine se ramène à ceci :< le nombre de termes�-inférieurs àqi est fini, car� est une relation bien fondée, donc l’algorithme se
termine>. Ce raisonnement semble faire l’hypothèse implicitequ’une fois qu’un redémarrage à eu lieu à une
étapei, tous les redémarrages suivants le sont aussi relativement àcette même étape.

Tel que nous avons posé le problème, ce n’est pas nécessairement le cas ; nous pourrions avoir une suite
infinie de redémarrage successifs à des étapes d’indice croissant. Rien n’interdit non plus que le redémarrage
suivant ait lieu à une étape d’indice inférieur ài.
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L’ explication vraisemblablede ce raccourci tient à ce que les étatsq0i; q0i+1; : : : parcourus après un redé-
marrage eni sontimplicitement supposésêtre plus généraux que leurs antécédantsqi; qi+1; : : : ; qn. En d’autres
termes, les transformations sont supposées monotones par rapport à la généralisation. Sous cette hypothèse,
si un nouveau redémarrage devait se produire à un rangj > i, il aurait en fait déjà eu lieu au moment de
l’énumérationqi; : : : ; qj ; : : : qn.

Néanmoins, même cette justification incomplète n’apparaît pas dans les références que nous avons citées.
A fortiori, une démonstration de la monotonie des transformations par rapport à la généralisation n’apparaît
pas non plus.

Nous ne formalisation pas davantage ces notions car, heureusement et malgré tout, cet algorithme se termine
toujours, sans hypothèses supplémentaires. C’est l’objet dela proposition suivante.

Proposition 6.1. ( Terminaison de l’algorithme de redémarrage généralisé )
L’algorithme de la définition 6.1 se termine pour toutq 2 E.

Démonstration. La terminaison de cet algorithme repose sur le lemme de König, qui dit que tout arbre
infini tel que chaque nœud n’a qu’un nombre fini de fils contient un chemin infini1.

Nous associons à l’exécution de cet algorithme un arbre étiqueté à chaque nœud par un état deE, à
l’exception du nœud racine, qui ne porte pas d’étiquette. C’est l’analogue de l’arbre définit par le parcours
incomplet de l’arbre de SLD-résolution en PROLOG.

On déplace une marque (une occurrence) sur les nœuds de l’arbre, qui détermine un< nœud courant>.
Le point de départ de la construction est un arbre constitué d’un seul nœud racine ; c’est également le nœud
courant initial.

Pour chaque affectationqn := : : : un nouveau nœud portant la nouvelle valeur deqn est ajouté comme fils
du nœud courant (à droite des frères éventuels), et devient ensuite le nouveau nœud courant. L’itération de la
boucle intérieure (4.) construit ainsi une branche portant les valeursqi; : : : ; qn.

Lorsqu’on arrive à la fin d’une itération de la boucle externe (2.−6.), c’est-à-dire lorsqu’on a trouvé un
indicei tel que qi E qn, le nœud courant devient le père du nœud marqué par cetqi.

Soit l’algorithme s’arrête là parce queqi �= (qi; qn) ; soit il effectue une nouvelle fois les instructions
(2.−6.), ce qui a pour effet de faire germer une branche sœur de la brancheqi; : : : ; qn.

Il faut noter deux points importants de cette construction :

(1) Pour tout nœud différent de la racine et marqué par un étatqi, s’il a un nœud frère à droite, alors ce frère
est étiqueté par un étatq0i calculé parq0i := (qi; qn). De plus, cet état vérifieq0i � qi.
Il n’est pas possible queq0i �= qi, car alors l’algorithme se serait arrêté auparavant. Par conséquent,
on aq0i < qi et l’on sait que l’exécution de l’algorithme s’est poursuivie. La suite des frères est donc
strictement décroissante.
Par conséquent, elle est toujours finie grâce à l’hypothèse de bonne fondation de�. Autrement dit, tout
nœud n’a qu’un nombre fini de fils.

(2) À chaque étape de la construction de l’arbre, toutes les branches qui partent de la racine contiennent dans
l’ordre une suite d’étatsq1; : : : ; qn qui a la propriété qu’aucuns indicesi < j ne vérifientqi E qj , sauf
peut-être en bout de branche lorsquej = n, au moment d’un retour arrière. Ce n’est pas incompatible
avec le fait queE soit un bon préordre parce que l’arbre courant est fini, ainsi que toutes ses branches.1On peut aussi donner un preuve directe de la terminaison de cet algorithme, basée sur un argument diagonal, mais elle ne fait rien

d’autre que de redémontrer de manière détournée le lemme de König.
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Supposons que cet algorithme ne se termine pas. L’arbre que nous construisons est alors infini puisque qu’il
croit à chaque itération de l’algorithme. Or tout nœud n’a qu’un nombre fini de fils (pt. 1). Grâce au lemme
de König, on sait qu’il existe un chemin (une branche) infini dans l’arbre. Or les états(qn)n2IN qui étiquettent
cette branche sont tels qu’aucuns indicesi < j ne vérifientqi E qj (pt. 2). Cela contredit l’hypothèse queE
est un bon préordre. Donc l’arbre est fini et l’algorithme se termine. �
La démonstration établit en fait un résultat plus général :� Lorsque l’on atteint un pointqi E qn, le redémarrage peut avoir lieu à n’importe quelle profondeurj 2 [1::n], pas simplement eni. Il suffit pour cela de construire l’arbre comme si l’on avait eu qj E qn.� La valeur de redémarrageq0i peut dépendre de tout l’historiqueh = hq1; : : : ; qi; : : : ; qni ; il suffit

simplement que l’on ait la décroissanceqi � (qi; h).
Nous nous intéressons à présent à la nature de la fonction.

6.1.3 Fonction de généralisation.

Le choix de la fonction de généralisation : E � E ! E est un élément important de l’algorithme de
redémarrage généralisé, non pas pour la garantie de terminaison, mais pour la qualité du résultat final obtenu à
l’arrêt des transformations.

Tous les algorithmes de redémarrage généralisé que nous connaissont [Tur88, Has88, Sah91a, WCRS91]
employent l’anti-unificationcomme fonction de généralisation, sans réelle justification ; c’est une heuristique
établie, bien qu’elle ne soit pas déclarée comme telle. Nous tentons de l’expliquer.

Intuitivement, plus un terme est instancié, meilleur est sonprogramme transformé (en comparaison au
programme initial). Si l’on reprend l’exemple de la sectionx6.1.1, une définition defacc(n; 1; 1) qui ne laisse
quen comme unique argument est potentiellement meilleure qu’une définition defacc(n; k; k)qui ne comporte
que deux arguments : elle n’a pas à traiter toutes les valeurspossibles dek ; elle peut optimiser davantage le
calcul lorsquek = 1. On peut tenir le même raisonnement avec les configurationsfacc(n; k; k) et facc(n; i; r).

Néanmoins, si l’on veut assurer la terminaison (prop. 6.1), il faut garantir qu’en chaque point de redé-
marrageqi, on reprend les transformations avec comme base un termeq0i plus général. C’était le cas avecqi = facc(n; 1; 1) > facc(n; k; k) = q0i.

D’autre part, il est raisonnable de penser — et c’est là qu’est l’heuristique — que ce qu’il y avait de
commun entre les deux termesqi etqn a une chance de le rester dans des réductions ultérieures et mérite d’être
conservé dansq0i : ici, le fait que< i = r > dans les termesfacc(n; 1; 1) et facc(n; 2; 2) est préservé dans la
configurationfacc(n; k; k).

Cela a pour but d’éviter des redémarrages inutiles. En effet, toutes les généralisations deqi sont a priori pos-
sibles. Dans le cas des schémas de programme, choisir par exempleq0i = '(x; a) comme terme de redémarrage,
quandqi = '(f(g(x)); a) et qn = '(h(x); a), c’est se dire ceci.� Le terme plus général'(f(x); a)a peu de chance d’aboutir car la constructionf semble consommée par

la transformation.� Donc la transformation de'(f(x); a) va probablement faire apparaître à nouveau le terme'(h(x); a).� Par conséquent, il y aura aussi à nouveau redémarrage au même rang i sur une configuration plus générale.� Pour éviter de faire des transformations sur'(f(x); a), qui seront oubliées lors du redémarrage qui suit,
on préfère directement faire le redémarrage sur'(x; a).
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Ce raisonnement s’étend aux schémas réguliers en considérant lagénéralisation sur les variables du langage et
non sur les variables de schéma.

C’est pourquoi les algorithmes de redémarrage généralisé recherchent unplus grand dénominateur commun.
En termes algébriques, il s’agit de l’anti-unification[Plo70]. Autrement dit, la fonction vérifie pour toutt1; t2 2M(F;X) : (t1; t2) 6 t1; t2 et pour toutt0 2M(F;X) t0 6 t1; t2 ) t0 6 (t1; t2)
Ainsi, dans le calculq0i = (qi; qn), les contraintes surq0i ont le sens suivants.� q0i � qi : garantir la terminaison de l’algorithme,� q0i � qn : éviter des redémarrages inutiles,� choisir un q0i le plus particulier possible : permettre le plus d’optimisations.

C’est ce que réalise l’anti-unification.

La généralisation dans Fuse [WCRS91] fait également intervenir des sortes de types, qui représentent un
ensemble de valeurs. Elles apportent un degré de finesse intermédiaire dans la généralisation, entre une valeur
statique, connue, et une variable, qui peut désigner n’importe quelle valeur.

Il faut noter que l’état courant est en pratique un sous-termedu terme que l’on transforme. C’est le cas
notamment lors d’appels emboîtés. Il est alors qualifié d’actif (active call) [Tur88, WCRS91]. En pratique,
ce sous-terme est celui sur lequel porte la transformation courante ou suivante. C’est sur ce sous-terme que
s’exprime le test du critère et la généralisation.

Le problème de trouver une bonne généralisation est aussi présent dans la preuve par récurrence. Par
exemple, pour démontrer l’identité< x+ (x+ x) = (x+ x) + x > sur les entiers naturels, avec les axiomes
ordinaires de l’addition, la récurrence surx n’aboutit pas ; il faut d’abord généraliser la proposition en< x+ (y+ z) = (x+ y) + z >. Un système de démonstration automatique est un autre exempled’application
de l’algorithme de redémarrage généralisé : d’une part il contrôle la terminaison, et d’autre part il énumère par
anti-unification des généralisations< intéressantes>.

6.2 Terminaison et critère d’arrêt.

Les problèmes de terminaison sont généralement indécidables, même dans des cas apparemment simples
[Dau89, DLR93] : on ne peut pas toujours assurer que l’exécution va s’arrêter en un nombre fini d’étapes.
Si l’on veut mettre en œuvre en toute sécurité un algorithme de transformation de programmes, il faut donc
prendre des mesures coercitives.

On emploie pour cela uncritère d’arrêt, qui procure la garantie qu’une exécution parcourt toujoursun
nombre fini d’étapes, quitte à l’interrompre prématurément. En effet, si l’on progresse par transformations
élémentairessuccessives (cf.x1.1.5, transformations), un processus de transformationscomposées(cf. x1.1.5,
algorithme) peut fournir malgré tout un résultat partiel lorsqu’il est interrompu.

Il diffère en cela des outils employés en réécriture qui fournissent une garantie de terminaisona priori
[Der87] : on montre que le système de réécriture se termine, et plus aucun contrôle n’est nécessaire ensuite
à l’exécution. En revanche, le problème est différent dans le cas des transformations de programme car
l’enchaînement des transformations ne se termine pas en général ; c’est le critère d’arrêt qui aide à forcer la
terminaison.
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Nous avions remarqué (cf.x3.4, notes de bas de page numéros 7 et 9) que des limites physiques spatiales (la
taille mémoire de la machine) font des coûts moyen et presque partout des exercices paradoxaux et dangereux.
On relève un phénomène analogue à propos des critères d’arrêt : unelimite physique temporelle (le temps
que peut attendre un humain devant une machine, ou le temps que peut fonctionner une machine sans panne
irrémédiable) bornent le nombre d’étapes pratique d’un processus d’exécution. Il vaut mieux obtenir un resultat
partiel en un temps raisonnable, qu’un résultat meilleur en un temps qui, bien que toujours fini, est astronomique.

Il ne faut pas négliger non plus les cas de décidabilité spécifiques (par exemple [Dev90]) : de même qu’il est< raisonnable de chercher des améliorations optimales pour des classes de programmes relativement simples,
et de se contenter de modestes mieux pour les classes plus complexes> (introduction du chapitre 4), il est
aussi souhaitable d’inclure dans les systèmes automatiquesde transformations de programme le maximum de
cas décidables. C’est déjà ce qui se passe pour les programmes de manipulation de systèmes de réécriture, qui
implémentent souvent un ensemble hétéroclite de techniques afinde couvrir plus ou moins automatiquement
le maximum de cas courants.

Dans cette dernière section, nous n’apportons pas réellementde résultat nouveau ou novateur. Nous
présentons simplement une démarche intellectuelle pour décider quel critère d’arrêt employer dans un système
de transformation : définition, nature, qualités. En particulier, nous ne proposons pas une taxinomie des critères
d’arrêt, comme nous l’avions fait au chapitre 3 pour les relations de coût. La section se conclut sur la suggestion
d’un < bon> critère.

6.2.1 Critère d’arrêt.

Un critère d’arrêt est un test< pessimiste> que l’on effectue à chaqueétaped’un processus itératif afin de
déterminer s’il y a unrisque de non-terminaison. Il prend en entrée unétat, représentant l’étape courante, et un
historiquecontenant la liste des états qui le précèdent. Il fournit en sortie l’une des réponses suivantes :

Pas de risque de boucle.On garantit que pour l’instant on est en terrain sûr et que l’onpourra plus tard
interrompre l’exécution si le risque de ne pas s’arrêter devient trop grand.

Risque de boucle. On a détecté une possibilité de boucle infinie. Peut-être le processus va-t-il se terminer de
lui-même un peu plus tard, mais ce ne peut être garanti. Il est conseillé d’interrompre l’exécution.

Un critère d’arrêt peutéventuellementaffiner son verdict ainsi :

Boucle infinie certaine. Le critère d’arrêt certifie que l’on est entré dans une voie qui n’a pas de fin. Il faut
interrompre l’exécution.

Pas de boucle. Si l’état courant permet d’anticiper la terminaison , on peuten toute sécurité poursuivre
l’exécution comme dans le caspas de risque de boucle. Il n’est même plus nécessaire d’avoir à nouveau
recours au critère d’arrêt pour les étapes qu’il reste encore à parcourir.

Ces deux derniers jugements ne sont pas essentiels ; les réponsesrisque de boucleet pas de risque de boucle
suffisent à constituer un critère d’arrêt.

D’autre part, un critère qui fait ces précisions a nécessairement une connaissance sur le mécanisme de
fonctionnement du processus d’exécution. Sinon, déclarer une exécution infinie (resp. finie) en n’en examinant
qu’une partie finie ne fait pas de sens.
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À titre d’exemple, si l’on déclare uneboucle infinie certaine, ce peut être parce que l’on repasse par
un état strictement identique à un état antérieur comme le fait la fonction< fun f(x) = 1::f(x) >. Plus
généralement, cela peut être dû à un état qui a grossiinconditionnellement. C’est le cas par exemple pour
la fonction< fun f(x) = 1::f(2::x) > dont l’évaluation boucle à l’infini en construisant au dessus d’un
terme sans jamais regarder sa structure. De manière plus générale encore, c’est aussi le cas pour les fonctions
comme< fun f(2::x) = 1::f(2::3::x) > qui peuvent explorer l’argument (ici par le motif2::x) mais
qui reprennent l’exécution en construisant un nouveau termede même frontière extérieure (ici2::3::x).

6.2.2 Nature des critères.

Nous avons déjà rencontré quelques types de critères d’arrêt (cf. x1.3.4, 1.4.3, terminaison). Les constructions
les plus courantes en évaluation partielle sont les suivantes :

Décroissance. Une fonction entière� définie sur les étatsxn doit décroître strictement à chaque étape :�(xn�1) > �(xn). Si c’est le cas, on répondpas de risque de boucle, sinon la réponse estrisque de
boucle. C’est par exemple la fonction taillej : j sur des états qui sont des termes algébriques. Dans
l’historique, on ne conserve en pratique que l’état précédentxn�1, ou simplement l’entier�(xn�1). Plus
géneralement, ce type de critère exprime que la suite des états doit décroître strictement selon une relation
bien fondée.

Borne. Une fonction entière� doit rester dans les limites d’une borneb, qui peut être fixée, arbitraire, ou bien
déterminée par�(x0). Cette fonction doit en outre être telle que le nombre d’étatsx ayant une image�(x) donnée doit être fini, à la manière de la taille définie pour le coût asymptotique (cf.x3.4.9). Tant que
l’image par� de l’état courant ne dépasse pas cette borne et que les états parcourus diffèrent, c’est-à-dire
si �(xn) 6 b et 8i<n xi 6= xn, on répondpas de risque de boucle, sinon la réponse estrisque de
boucle. Dans une formulation plus générale, on quotiente les états parune relation d’équivalence d’index
fini et l’on teste sixi � xn. L’historique est ici constitué de l’ensemble des états parcourus. Là aussi,�
peut être la fonction taillej : j sur les termes.

Beau préordre. Le critère d’arrêt est défini par un beau préordreE (cf. x6.1) et l’historique composé des états
déjà parcourus. Si l’on trouve à l’étapen un indicei < n tel quexi E xn, la réponse estrisque de boucle,
sinon elle estpas de risque de boucle. Comme dans le cas de la décroissance à propos de la relation bien
fondée, ce beau préordre est défini en pratique par l’applicationd’une fonction de transport� qui envoie
les états vers un beau préordre connu.

On peut remarquer que le typeborneest un cas particulier du typedécroissance; c’est le nombre d’états non
encore parcourus et inférieurs à la borne fixée qui décroît. De même,le typeborneest un cas particulier du
typebeau préordreoù la relation est définie parxi E xn ssi b < �(xn).

Par ailleurs, les démonstrations qui prouvent qu’une relation est unbeau préordrefont parfois intervenir
unedécroissance, car ce sont des preuves par récurrence2. Il existe néanmoins des preuves non-constructives,
qui n’admettent pas d’équivalent apparent [NW63].2On peut également noter que le rapport entre un historique réduit à l’état précédent, et un historique composé de tous les états déjà
parcourus, est du même ordre qu’entre la récurrence faible (la propositionP (n+ 1) est déduite deP (n) seul) et la récurrence forte
(P (n+ 1) est déduite deP (n); P (n� 1); : : : ; P (0)).
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6.2.3 Qualités d’un critère d’arrêt.

De la même manière que nous avions examiné lesqualitésd’une relation de coût statique (les propriétés
souhaitables, cf.x3.5), nous examinons lesqualités d’un critère d’arrêt. En revanche, nous ne développons pas
une formulation aussi formelle car beaucoup de notions sontspécifiques au processus d’exécution considéré
ou au mode de construction du critère.

Permissivité. La qualité première d’un critère d’arrêt est d’êtrepermissif(tout en restantsûr) ; il doit permettre
de poursuivre les exécutions autant que possible. Dans le cadre de l’évaluation partielle, aller plus loin
signifie optimiser davantage. À l’opposé, un mauvais critère d’arrêt est trop strict ; il voit desrisques de
bouclequi n’en sont pas et interrompt prématurément les exécutions. Dans la classification destests de
boucle3 en programmation logique de [BAK91], être plus permissif, c’est être plusfort (stronger).

Promptitude. Un bon critère d’arrêt est aussi un critèreprompt, qui agit au plus tôt : lorsqu’une réelle boucle
infinie < survient>, il doit la détecter rapidement (risque de boucleou éventuellementboucle infinie
certaine) et ne pas laisser l’exécution continuer pour l’interrompre, finalement, un peu plus tard. En
pratique, dans le cas d’un processus d’optimisation, un critère moins prompt déroule inutilement des
boucles, de sorte que le code généré est plus volumineux pour une performance similaire. Par ailleurs, le
processus d’optimisation lui-même est plus coûteux en temps et en espace.

Perspicacité. Un bon critère est égalementperspicace; il déclareboucle infinie certainelà ou un autre dit sim-
plementrisque de boucle. Dans certains cas, cette information peut être la source d’optimisation [Bol91].

En revanche, déclarerpas de boucle, puis finir quelques étapes plus loin, là où un autre critère dit
simplementpas de risque de boucleet s’arrête, de la même manière, après ces mêmes étapes, n’a pas
d’intérêt majeur, si ce n’est une économie du nombre de tests.

Critère intrinsèque. Un bon critère d’arrêt est un critèreintrinsèque, par opposition à un critère qui repose
sur la donnée extérieure de paramètres, comme des bornes à certains compteurs (cf.x1.3.4, terminaison).
Par ailleurs, ajuster des valeurs en vue d’obtenir un bon résultat nécessite une connaissance sur le
mécanisme d’optimisation. Néanmoins, bien que cela entache aussi le caractère automatique d’un système
de transformation, cette paramétrisation peut parfois être justifiée si elle permet de mieux traiter un
problème plus spécifique.

Coût d’évaluation. Enfin, il ne faut pas non plus perdre de vue l’aspect pratique. Un critère est bon si son
évaluation est peu coûteuse. Bien que ce dernier point n’influe pas en théorie sur la nature du résultat, il
peut le faire en pratique si les temps de calcul sont très longs(voir le paradoxe cité dans l’introduction
de la sectionx6.2).

À titre d’exemple, nous indiquons comment s’expriment ces qualités sur les critères explicités à la sectionx6.2.2,
dont nous reprenons aussi les notations.� Un critèredécroissance1 est plus permissif qu’un critèredécroissance2 si �1 > �2

Un critèreborne1 est plus permissif qu’un critèreborne2 si b1 > b2 et �1 6 �2
Un critèrepréordre1 est plus permissif qu’un critèrepréordre2 si E1 � E2� Un critèredécroissance1 est plus prompt qu’un critèredécroissance2 si �1 6 �2
Un critèreborne1 est plus prompt qu’un critèreborne2 si b1 6 b2 ou �1 > �2
Un critèrepréordre1 est plus prompt qu’un critèrepréordre2 si E1 � E2� Les critères du typedécroissanceetbeau préordresont intrinsèques alors que les critères de typeborne
ne le sont pas.3Ces tests sont employés pour corriger dynamiquement l’incomplétude de la règle de résolution de PROLOG.
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connaissance spécifique sur le processus d’exécution.� Si les coûts des tests sont voisins, un critère de typedécroissanceest moins coûteux qu’un critère de type
borneou beau préordrecar la comparaison est relative au seul état précédent, et non à tout l’historique.

Il faut noter que les propriétés concernant la permissivité etla promptitude ne sont que des conditionssuffisantes.

D’autre part, on remarque que permissivité et promptitude sont paradoxalement des qualités< opposées>
car les conditions suffisantes mentionnées sont contraires l’une de l’autre. Cela vient du fait que la perspicacité
fait du sens sur les exécutions qui se terminent, et la promptitude sur celles qui ne se terminent pas.

La permissivité n’est pas une qualité< difficile > à réaliser, mais c’est aux dépens de la promptitude et du
caractère intrinsèque. En effet, il est toujours possible de fixer arbitrairement une profondeur d’exploration de
l’exécution. Plus cette profondeur est grande, plus on est permissif. En revanche, on est d’< autant> moins
prompt. Par ailleurs, un tel critère n’est pas intrinsèque.

6.2.4 Un bon critère d’arrêt.

Pour motiver ce bavardage, nous indiquons à présent un critèred’arrêt qui nous semble excellent au sens des
qualités définies à la section précédente (cf.x6.2.3). D’une part, il est intrinsèque. D’autre part, il réalise un
bon compromis entre permissivité et promptitude. Enfin, son coût d’évaluation reste (presque) raisonnable. Il
est défini à l’aide de la relation suivante.

Définition 6.2. ( Plongement homéomorphe pur )
Soit F une signature. La relationE de plongement homéomorphe pur(pure homeomorphic embedding)
dansM(F ) est définie par :� 8s; t2M(F ) s = f(s1; : : : ; sm) E g(t1; : : : ; tn) = t ssi(9i2 [n] s E ti) ou (f = g et 8j 2 [n] 9i1; : : : ; im 2 IN 1 6 i1 < � � � < im 6 n etsj E tij)
Il s’agit en fait du plongement homéomorphe de la relation d’égalité (cf.xN.10). C’est une relation d’ordre.

Le critère s’exprime ainsi.

Définition 6.3. ( Critère de Higman-Kruskal )
Si F est une signature finie, dont les opérateurs ne sont pas nécessairement d’arité fixe, la relationE de
plongement homéomorphe dansM(F ) est un bel ordre. Elle définit donc un critère d’arrêt pour tout processus
dont les états varient (naturellement ou par l’intermédiaired’une fonction de transport, cf.x6.2.2) dansM(F ).
Nous le désignerons sous le nom decritère de Higman-Kruskal.

En effet, on doit à Higman le cas d’une signatureF finie dont les opérateurs sont d’arité fixe [Hig52],
et à Kruskal la généralisation à une arité quelconque [Kru60].La sectionxN.10 donne une formulation plus
complète du lemme de Higman et du théorème de Kruskal, dont la proposition précédente est dérivée.

Les plongements qui font l’objet de ce lemme et de ce théorème sont fréquemment utilisés pour résoudre
des problèmes de terminaison dans les systèmes de réécriture [Der87, DJ90]. En particulier, la notion d’ordre
de simplification(simplification ordering) est très proche de celle du plongement ; il a d’ailleurs été démontré
que si deux termes sans variabless et t sont tels ques E t, alorst ne peut être inférieur às dans aucun ordre
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de simplification [Der82]. Néanmoins, parce que les objectifsdiffèrent (cf. l’introduction de la sectionx6.2), le
critère même est d’un usage plus rare. Il a toutefois été utilisédans un but voisin par Plaisted dans le cadre de la
procédure de complétion de Knuth-Bendix [Pla86]. Par ailleurs, nous prétendons que le critère de terminaison
employé dans l’algorithme de supercompilation de REFAL est un cas particulier du critère de Higman (cf.x1.4.3,
terminaison). Il apparaît également dans [BAK91], que nous citions plus haut à propos du test de boucle.

Afin de justifier notre intérêt pour ce critère, nous examinons quelles qualités (au sens de la sectionx6.2.3) il
vérifie. Pour les remarques qui suivent, nous aurons besoin de la proposition élémentaire suivante, qui exprime
la monotonie de la fonction taille par rapport aux relationsE et6.

Proposition 6.2. ( Propriété du plongement homéomorphe pur )
La relationE de plongement homéomorphe pur vérifie :� 8s; t2M(F ) si s E t alors jsj 6 jtj
Par conséquent, sit est un sous-terme propre des, alorss 6E t.

Pour motiver l’étude de ce critère particulier, notons enfin quesa formulation algébrique permet un emploi
facile et immédiat dans un grand nombre de circonstances : systèmes de transformation, langages et schémas
de programmes: : :
Critère intrinsèque.

La première remarque que l’on peut faire sur ce critère d’arrêt est qu’il est intrinsèque ; il ne nécessite pas
la donnée de paramètres de contrôle ; il suffit de savoir que la signature est finie. Il arrive toutefois que des
signatures soient infinies. Nous examinons quelques cas :

Infinitude des entiers. Si des données en nombre infini, comme les entiers par exemple, apparaissent
explicitement dans la signature, il faut leur substituer une représentation qui emploie une signature finie. Ainsi,
les entiers positifs peuvent être remplacés pour les besoins du test par une représentation sous forme unaire :f0 : nat ; s : nat! natg, ou plus généralement dans une base quelconque.

En pratique, il est plus simple de considèrer en fait le plongement homéomorphe (cf.xN.10) non pas de
l’égalité sur tous les symboles, mais du bel ordre défini comme< 6 > sur les entiers et< = > sur les autres
symboles. On évite ainsi une représentation intermédaire inutile.

En ce qui concerne les entiers négatifs, on peut par exemple les faire intervenir par l’intermédiaire de leur
valeur absolue. Il faut toutefois noter que ces adaptationsparticularisent le critère avec des opérations centrées
autour de zéro (ce serait tout autant le cas avec un entier autre que zéro). En toute rigueur, il n’est pas réellement
intrinsèque.

Si ce caractère intrinsèque n’est pas important, on peut aussiquotienter un ensemble infini d’opérateurs par
une classe d’équivalence d’index fini (cf.x1.3.4, terminaison).

Infinitude pour cause de typage. L’infinitude de la signature peut être due à des raisons de typage. C’était
le cas par exemple pour nos transformations de schémas algébriques en schémas réguliers (cf.x2.5.8, 2.5.9),
où il fallait introduire un opérateurcalls1:::sns pour chaque types1 � � � � � sn ! s. Dans l’exemple de BOOL,
la signature, finie dans la spécification algébrique, devient ainsi infinie dans le cas régulier.
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Pour lever ce problème, il suffit d’omettre l’information de typage et de ne conserver, au moment du test,
qu’un unique opérateurcall d’arité quelconque.

Infinitude des variables. Que les variables soient algébriques (dans le cas des schémas de programme
algébriques) ou syntaxiques (dans le cas des schémas de programme réguliers), elles se présentent toujours en
nombre infini. Le dépliage notamment peut en énumérer une infinité. C’est le cas également des variables de
la programmation logique, qui peuvent être fabriquées dynamiquement à l’exécution.

Il faut noter que pour le plongement homéomorphe pur, les variables font partie de la signature au même
titre que les autres opérateurs. Il ne s’agit pas d’un filtrage (voir pour cela [Sti88]).

Une première solution est de confondre toutes les variables ;ainsi, un terme commeif(x; true; '(y; x)) ouif(var(x); true; '(var(y); var(x))) est traduit enif(var; true; '(var; var)). Néanmoins, cette simplification est
un peu grossière au sens de la permissivité ; elle interrompt en particulier une dérivation'(x; y)!� '(z; z)
alors que l’on peut imaginer que la< vraie> boucle se situe en fait au niveau d’un'(z; z)!� '(z0; z0). De
même, elle interrompt une permutation'(x; y; z)!� '(y; z; x)!� '(z; x; y)!� '(x; y; z) au tout début,
sans couvrir un cycle complet et attendre la boucle< réelle>.

Lorsque l’ensemble des variables est dénombrable, on peut associer un entier à chaque variable. On se
ramene ainsi aux cas ci-dessus de la représentation des entiers par une signature finie, ou de l’adaptation du
plongement homéomorphe. Cependant, le critère n’est plus intrinsèque car il faut spécifier la fonction des
variables vers les entiers. On peut éviter cela en numérotant les variables avec une notation normalisée< à la
de Bruijn> : des termes commeif(x; true; '(y; x)) ou if(var(x); true; '(var(y); var(x))) sont alors traduits
en if(var(0); true; '(var(1); var(0))).

De plus, afin de tenir compte des variables communes — cela a surtout un sens en programmation
logique — on peut attribuer les indicessimultanémentdans les deux termes à comparer. Ainsi, au cours de
la permutation'(x; y; z) !� '(y; z; x) !� '(z; x; y) !� '(x; y; z), les termes'(var(0); var(1); var(2)),'(var(1); var(2); var(0)) et '(var(2); var(0); var(1)) ne sont pas comparables entre eux, et l’on ne signale
aucun de risque de boucle. Par contre, on s’arrête bien au boutd’une période exactement, lorsqu’on retombe
sur le même terme :'(var(0); var(1); var(2)) E '(var(0); var(1); var(2)). On réalise ainsi un bon compromis
entre permissivité et promptitude.

Néanmoins, cette adaptation n’est que partiellement satisfaisante car elle introduit un ordre entre les
variables qui, bien qu’il ne dépende pas d’une quantité extérieure, varie cependant en fonction du nombre de
variables et de leur position dans le terme.

Si l’on veut conserver un critère intrinsèque, il faut examiner toutesles numérotations possibles des va-
riables. Par exemple, pour le termet = if(x; true; '(y; x)), un tests E t correspondra à la disjonction des deux
testss E if(var(0); true; '(var(1); var(0))) et s E if(var(1); true; '(var(0); var(1))). Plus généralement, sis
et t font apparaîtren variables distinctes, le tests E t demanden! tests élémentairessi E ti correspondants
aux différentes manière d’indicer les variables. On peut aussi voir cela comme les tests de plongement homéo-
morphes, non pas purs, mais construits sur lesn! relations d’ordre correspondant aux différentes manières de
comparer lesn variables.

Cette dernière formulation est intrinsèque et ne privilégie pas une manière de regarder un terme. Elle permet
également de n’interrompre une permutation qu’en fin de période. En revanche, son évaluation est plus coûteuse
(d’un facteurn!). Toutefois, il est possible de factoriser une grande partie des vérifications structurelles dans
lesn! testssi E ti pour se concentrer principalement sur les différentes manière d’indicer.
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Environnements explicites. Dans le cas d’environnements explictes, il faut expliciterà l’aide de quelques
opérateurs (un nombre fini) les manipulations de stokage et d’accès. Qui plus est, cela va dans le sens d’une
représentation plus concrète, donc potentiellement plus fidèle, de l’éxécution (cf.x2.3).

Permissivité.

Comme nous l’avons dit plus haut, il n’y a pas de caractérisation générale de la permissivité. C’est sur des
exemples que nous l’avons évoqué à propos de l’infinitude des variables, et c’est encore sur des exemples que
nous l’illustrons ici.

Distributivité. Considérons l’application d’une règle de distributivitéhf(x; g(y; z))! g(f(x; y); f(x; z))i.
Alors qu’un critère de décroissance basé sur la taille des termes ditrisque de bouclecarjg(f(x; y); f(x; z))j=3 + 2 jxj+ jyj+ jzj > 2 + jxj+ jyj+ jyj = jf(x; g(y; z))j, le critèreE déclarepas de risque de boucle. En
effet,f(x; g(y; z))E g(f(x; y); f(x; z))) ssi f(x; g(y; z))E f(x; y) ou f(x; g(y; z))E f(x; z). Or cela est
impossible (prop. 6.2).

Fonction de Ackermann. Pour montrer que ce critère permet de poursuivre une exécutionrelativement
loin, nous donnons l’exemple du contrôle de terminaison de la fonction de Ackermann, fonction non primitive
récursive dont la croissance extrêmement rapide est notoire.Nous transformons pour cela la définition donnée
à la sectionx1.3.2 afin d’employer des entiers en notation unaire.fun ack( O , y ) = S(y)| ack( S(x), O ) = ack( x, S(O) )| ack( S(x), S(y) ) = ack( x, ack( S(x), y ))
Cette formulation, traduite en termes de règles de réécritures, est ainsi construite sur une signature finie :ack(0; y) ! s(y)ack(s(x); 0) ! ack(x; s(0))ack(s(x); s(y)) ! ack(x; ack(s(x); y))
Nous montrons que, pour toutp; q 2 IN, aucune dérivation deack(sp(0); sq(0)) selon la stratégie de l’appel par
valeur4 ne vérifie la condition de plongement. Nous ne donnons que les grandes lignes de la démonstration.

1. On montre par récurrence sur la longueur de la dérivation quetout termet qui apparaît dans la dérivationack(sp(0); sq(0)) !� t est de la formesn(0) ou bien ack(sk1(0); : : : ack(skn�1(0); skn(0)) : : :) avecn > 1 et k1; : : : ; kn > 0. On emploie pour cela l’hypothèse sur la stratégie de réduction.

2. Du fait de la structure en peigne très particulière de ces termes, pour toute dérivation de la formeack(sp(0); sq(0))!� t!+ t0, la relationt E t0 se traduit de la manière suivante.t = ack(sk1(0); : : : ack(skn�1(0); skn(0)) : : :) E ack(sk01(0); : : : ack(sk0n0�1(0); sk0n0 (0)) : : :) = t0
ssi9(ij)j2[n] 1 6 i1 < � � � < in 6 n0 tq 8j 2 [n] kj 6 k0ij4Le résultat reste vrai pour une stratégie quelconque, mais la démonstration est plus longue. Il l’est également pour une formulation

en termes de schémas de programmes, par oppposition aux motifs que comportent la définition deack dans la définition en termes de
règles de réécritures ci-dessus.
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Or, la fonctionack eststrictementcroissante en chacun de ses arguments, de même que les fontions�y:ack(c; y) pourc 2 IN fixé : ack(x; y) > yack(x+ 1; y) > ack(x; y)ack(x; y+ 1) > ack(x; y)
Dans la mesure où t et t0 s’évaluent en la même valeur, il est donc impossible d’une partquen0 > n,
et d’autre part quekj < k0ij pour n’importe quelj 2 [n]. Par conséquent,t = t0 ssi n = n0 et8j 2 [n] kj 6 k0j. Autrement dit, la seule possibilité d’avoirt E t0 au cours d’une dérivation est quet = t0.

3. Puisque la stratégie est fixée, déterministe, cela signifie alors que la dérivation ne se termine pas car on
repasse par un même terme. Or on sait que l’exécution deack se termine, et en particulier pour cette
stratégie de réduction. Il donc également impossible quet = t0.

4. Par conséquent, aucuns termest et t0 obtenus parack(sp(0); sq(0))!� t!+ t0 ne vérifientt E t0.
Le critère de Higman-Kruskal permet donc l’exécution complètede la fonction de Ackermann.

Promptitude.

Êtreprompt, c’est détecter les boucles au plus tôt. On peut remarquer quele test de plongementE est positif
lorsque tous les arguments d’un appel récursif ont cru (ou sont restés constants). Cela vaut pour les entiers :

si pour touti2 [k] ni 6 n0i alors f(sn1(0); : : : ; snk(0)) E f(sn01(0); : : : ; sn0k(0))
et plus généralement pour toutes les structures de données, dès qu’il y a imbrication dans la construction des
termes. Cela permet d’interrompre un grand nombre de boucles infinies parmi les plus courantes, juste avant la
seconde itération.

Coût d’évaluation.

La définition du test de plongement fait apparaître une disjonction. L’évaluation du test semble être relative-
ment coûteuse car il faut effectuer récursivement un branchement sur les deux cas. Néanmoins, en dépit des
apparences, le test de plongement n’est pas exponentiel mais linéaire [Sti88, Gus92] ; il est proportionnel à la
taille des deux termes testés et à la plus grande arité.

En revanche, si l’on désire prendre en compte au niveau du testdes propriétés liées à la sémantique du
langage, comme l’associativité ou la commutativité, la complexité augmente. À titre de référence, nous avons
extrait de [Sti88] les résultats mentionnés dans le tableau 6.1.

Des heuristiques aident également une mise en œuvre pratique.La contraposée de la proposition 6.2 fournit
à faible coût une condition suffisante de non comparaison. D’autre part, si l’on prend aussi en compte dans
l’algorithme les types des fonctions, on élimine les comparaisons d’opérateurs qui ne font pas de sens.

Une voie de recherche consiste à trouver une condition de plongement plus faible, qui reste compatible
avec le lemme de Higman ou le théorème de Kruskal, et dont l’évaluation soit moins coûteuse. En effet, la
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Type de plongement Complexité

homéomorphe pur O(jsj : jtj : a)
avec opérateurs associatifs O(jsj2: jtj : a)
avec opérateurs commutatifs O(jsj : jtj : a2;5)
avec opérateurs associatifs et commutatifsproblème NP-complet

(le nombrea est la plus grande arité qui apparaît danss et t)
Tableau 6.1 : Complexité du test de plongements E t

suite de termes énumérée lors d’une exécution n’est pas quelconque ; chaque termeti+1 est déduit deti par une
opération élémentaire qui n’explore en pratique qu’une partiedu termeti.

Par exemple, considérons des constructeurs de types de données f , g, h et h0. Si '(f(h(g(h0(a)))))
suit immédiatement'(f(g(a))) — il y a alors plongement — cela ne peut être dû qu’à des règles qui,
en terme de motifs, représententh'(f(g(a))) ! '(f(h(g(h0(a)))))i, h'(f(g(x))) ! '(f(h(g(h0(a)))))i,h'(f(x))! '(f(h(g(h0(a)))))i, ouh'(x)! '(f(h(g(h0(a)))))i. Or ces règles ne permettent pas de boucler
ou bouclent trivialement. En revanche, si'(f(h(g(h0(a))))) ne suit pas immédiatement'(f(g(a))), cela
signifie que l’insertion deh et deh0 s’est effectuée en deux étapes (sinon, on peut reproduire le même
raisonnement que précédemment). Par conséquent, on peut imaginer limiter la profondeur du test d’imbrication
de la définition plongement et réduire ainsi la combinatoire.

Conclusion du chapitre.

Nous avons donné une formalisation abstraite de l’algorithme de redémarrage généralisé (déf. 6.1) et ouvert
ainsi son champ d’application. Après avoir dit en quoi sa terminaison n’avait pas été rigoureusement prouvée,
nous en avons donné une démonstration complète (prop. 6.1). Puis, nous avons étudié la nature de la fonction de
généralisation, et dit notamment en quoi l’usage courant de l’anti-unification était une heuristique (cf.x6.1.3).

D’autre part, nous avons étudié la notion de critère d’arrêt sous différents angles : réponses produites (cf.x6.2.1), nature (cf.x6.2.2) et qualités (cf.x6.2.3). Cette analyse a permis de justifier les mérites du critère de
Higman-Kruskal. En particulier, nous avons montré qu’il pouvait contrôler l’évaluation totale de la fonction de
Ackermann (cf.x6.2.4, permissivité).

Là s’arrête notre discours. Nous dressons à présent un bilan denotre parcours et concluons sur les limites
de l’optimisation par évaluation partielle.



Conclusion

Avant de clore cette étude, nous faisons une récapitulation rapide des points abordés dans le document. Le
lecteur trouvera un compte rendu plus détaillé, comportant notamment la référence des résultats obtenus, en
conclusion de chacun des chapitres. Nous mentionnons ensuite quelques voies de recherche qui poursuivent
ces travaux, et concluons sur les limites de l’évaluation partielle.

Chemin parcouru.

Nous retraçons ici les étapes importances de cette thèse. Elle adébuté sur un panorama de l’évaluation partielle.

1. Tour d’horizon de l’évaluation partielle. Nous avons présenté dans le premier chapitre une vision
analytique et synthétique de l’évaluation partielle, centréesur les trois grands axes : spécialisation,
supercompilation, évaluation partielle généralisée.

Nous avons mis en évidence quelques déficiences qui, sans remettre en cause les applications pra-
tiques, montrent néanmoins l’insuffisance de certaines justifications. Elles concernent notamment la
nature des optimisations et la terminaison des algorithmes.

Une seconde partie s’est consacrée à la formalisation du problème de l’évaluation partielle.

2. Sémantique et exécution.Afin de poser des bases pour le raisonnement, nous avons proposé, et illustré
à l’aide d’un exemple de compilation, une formalisation desmodèles d’exécution. Nous avons indiqué à
quels niveaux s’établissaient les compromis entre le degré d’abstraction d’un modèle d’exécution et sa
fidélité à une implémentation. Nous avons montré comment interpréter comme modèle d’exécution une
spécification en sémantique naturelle ou au moyen de schémas de programmes.

Par ailleurs, nous avons étendu le type de règles employé par lasémantique opérationnelle des
schémas de programmes afin de mieux pouvoir représenter un modèled’exécution donné. Nous avons
également montré les avantages d’un schéma régulier sur un schéma algébrique en termes de puissance
d’expression et de fidélité, et fourni des procédés de traduction de l’un à l’autre.

3. Mesure de performance.Ensuite, nous avons formalisé un modèle de performance à l’aide d’une notion
de coût abstrait, capable de représenter des quantités comme letemps d’exécution ou l’espace mémoire
consommé. Nous avons défini une mesure de performance générique sur les modèles d’exécution spécifiés
au moyen de la sémantique naturelle ou des schémas de programme. Nous avons ainsi montré comment
attribuer un coût à une exécution, puis à un programme, considéré comme un ensemble d’exécutions
possibles.

Ce cadre formel nous a permis de construire ensuite toute unegamme de comparaisons de coût (coût
absolu, moyen, maximal, presque partout, fini, presque fini, limite, asymptotique, majoré, selon une

189



190 CONCLUSION

distribution). Nous avons étudié quelles qualités rechercher dans une comparaison de coût, comment ces
qualités étaient reliées entre elles, et lesquelles étaient vérifiées par les coûts que nous avions construits.
Enfin, nous avons établi les propriétés d’inclusion de ces modèlesde coûts afin de fournir des échelles
de comparaison sur les transformations.

4. Optimisation et optimalité. Cette étude a conduit à une définition formelle de l’évaluation partielle.
Nous avons montré l’existence de trois types de< meilleures évaluations partielles> (optimale forte,
optimale faible et minimale), que nous avons illustrés sur les modèles de coût précédents. L’examen de
leurs propriétés générales a fourni des renseignements d’ordres qualitatif et quantitatif qui permettent de
mieux apprécier un résultat d’évaluation partielle.

Nous avons ensuite analysé les difficultés intrinsèques des évaluations partielles optimales et mi-
nimale. Nous avons donné des méthodologies pour affirmer ou infirmer l’existence de ces meilleures
évaluations partielles, et montré qu’en général il n’en existait pas. Toutefois, dans le cas d’un programme
de domaine fini, et moyennant quelques hypothèses sur le modèle de performance, nous avons pu établir
qu’il existait toujours une évaluation partielle minimale.D’autre part, nous avons montré et illustré com-
ment employer un langage intermédiaire pour résoudre des problèmes d’évaluation partielle optimale ou
minimale.

Une troisième partie a présenté des outils pour réaliser un système automatique de transformation de programme.

5. Transformations et correction. Nous nous sommes intéressé à la correction des transformations de
pliage/dépliage dans le cadre des schémas de programmes récursifs. Nous avons repris la condition de
dépliage/pliage faible et établi des lemmes de commutativitésur les systèmes de réécriture. Nous avons
ainsi pu étendre l’hypothèse de linéarité à gaucheet à droite des règles sémantiques en une condition
plus faible de linéarité à gaucheou à droite. Nous pouvons ainsi statuer sur la correction dans davantage
de cas pratiques.

Nous avons également examiné le cas d’une séquence de transformations qui autorise plus de liberté
dans le choix des schémas employés pour faire les pliages et lesdépliages. Nous avons montré comment
établir sa correction en la ramenant au cas précédent.

6. Algorithme et terminaison. Nous avons ensuite analysé l’algorithme de redémarrage généralisé.
Nous en avons donné une formulation abstraite et nous avons expliqué pourquoi les preuves de sa
terminaison étaient hâtives. Nous avons montré que l’algorithme terminait néanmoins, sans hypothèses
supplémentaires. Par ailleurs, nous avons aussi étudié la nature de la fonction de généralisation.

Nous avons également fait l’étude des critères d’arrêts, outilsde contrôle de l’algorithme de redé-
marrage généralisé et, plus généralement, des algorithmes d’évaluation partielle. Nous avons examiné
leur nature et énoncé quelles étaient leurs< bonnes> propriétés. Nous avons conseillé et justifié l’emploi
d’un critère d’arrêt particulier, fondé sur le théorème de Kruskal.

Nous donnons à présent quelques prolongements possibles de cette approche.

Perspectives.

Nous voulions réconcilier pratique et théorie afin de clarifier oud’établir certaines justifications. Nous pensons
y être parvenu sur plusieurs points, mais il subsiste encore des questions et des voies de recherche ouvertes.
Elles expliquent aussi la préposition< vers> dans le titre de cette thèse.
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Des transformations aux coûts. Pour réaliser un évaluateur partiel qui repose sur la formalisation que
nous avons présentée, il nous manque une méthodologie et des outils qui nous aident à mettre en
correspondance transformations et comparaisons de coût. Ces développements sont indispensables pour
pouvoir traiter rigoureusement une application de taille réelle (pas simplement BOOL ou ZML!). Des
résultats préliminaires en programmation logique nous laissent penser que notre approche est viable1 et
que cette thèse n’était pas un vain exercice de style2.

Transformations élémentaires globales. Nous n’avons envisagé que des transformations élémentaireslo-
cales, qui agissent sur une zone ponctuelle du programme (pliage,dépliage, réécriture suivant les lois
algébriques). Il faudrait aussi prendre en compte les transformations élémentairesglobales, qui nécessi-
tent un parcours itératif, comme par exemple pour le calcul d’un point fixe.

Correction des transformations de pliage/dépliage. Il reste encore à affaiblir davantage la condition de
linéarité qui permet de ramener une transformation de pliage/dépliage quelconque en une transformation
de dépliage/pliage faible (cf.x5.4.2, et note de bas de page numéro 1). Une autre possibilité est de
reprendre certains des outils proposés et mis en œuvre pour le dépliage/pliage faible [Kot80], et de les
appliquer à des transformations de pliage/dépliage plus générales.

Affaiblissement du critère de Higman-Kruskal. On peut chercher à réduire le coût d’évaluation du critère
d’arrêt de Higman-Kriskal en affaiblissant la condition de plongement. Il faut s’appuyer sur le fait que
la suite des états d’un programme transformé n’est pas quelconque (cf.x6.2.4, coût d’évaluation).

Emploi des informations de typage. La connaissance des types permet de meilleures compilations ; c’est
le cas également de l’évaluation partielle. Par exemple, l’évaluation partielle généralisée peut déduirex = 3 des contraintes2 < x et x < 4 à condition de savoir quex est entier. Pour inscrire la notion
de typage dans notre formalisation, il faut faire en sorte qu’elle soit la plus transparente possible pour la
modélisation de l’exécution et de la performance, mais qu’elle puisse néanmoins être prise en compte
dans les transformations.1Nous pouvons exprimer à l’aide de schémas de programmes réguliers plusieurs sémantiques de laprogrammation logique (sé-

mantique procédurale [JM84, PP91a], déclarative [AvE82, Llo87], multi-ensemble [KK88a, KK88b]) en faisant simplement varier
une ou deux règles de lois algébriques (commutativité et idempotence de la conjonction sur desséquences, des ensembles ou des
multi-ensembles de substitutions). Ces schémas peuvent aussi bien modéliser l’exécution de la SLD-résolution PROLOG, qu’un parcours
en largeur d’abord ou un approfondissement iteratif en profondeur d’abord (depth first iterative deepening) [ST85, Kor85b, Kor85a].
Ils permettent également de représenter la performance d’une compilation (simple) dans la WAM [War83, AK90] ou de celle d’une
exécution par un interprète abstrait. Établir qu’une transformation fait décroîtreun coût nécessite toutefois d’assez longues preuves par
récurrence sur la structure interne des termes manipulés par le programme, dont l’implantation en mémoire, dans le cas de la WAM,
dépend a priori du passé de l’exécution.

Par ailleurs, la formulation en termes de schémas de programmes met en évidence et autorise de nouvelles transformations, tant
théoriques que pratiques. Elle permet par exemple le pliage d’une disjonction, qui était masqué auparavant par les spécificités du
langage. Elle permet aussi naturellement le pliage d’une conjonction ; bien qu’abondamment traité [LS91, GS91, PP91a,: : : ] depuis la
mise en œuvre l’évaluation partielle en programmation logique [Kom82, TS84], ce pliage est boudé par les évaluateurs partiels PROLOG,
qui le limitent en pratique au pliage d’un simple atome.

D’autre part, la structure des termes se prête naturellement au critère deHigman-Kruskal. Pour des résultats automatiques intéressants,
il faut néanmoins l’étendre — il faut faire jouer non seulement l’associativité et la commutativité, mais aussi la distributibité (cf.x6.2.4,
coût d’évaluation). Il faut aussi étendre la fonction de généralisation de l’algorithme deredémarrage généralisé, afin de traiter les
conjonctions et les disjonctions comme des listes associatives (éventuellement commutatives ou idempotentes). Enfin, pour pouvoir
dérouler les boucles au maximum, il faut faire une transformation préliminaire (en pratique, virtuelle) qui accroît le cardinal de la
signature algébrique, tout en conservant sa finitude.

Comme preuve de l’intérêt de notre approche, nous espérons, à l’aide de ces outils, pouvoir par exemple transformernaturellement
et automatiquementla spécification déclarative d’un tri (énumération de permutations et vérification qu’elle est triée), de complexité
exponentielle, en un tri par insertion, de complexité carrée.2Ces résultats préliminaires (car encore partiels) ont en fait précédé la formalisation qui fait l’objet de cette thèse.
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Ces perspectives ne doivent pas masquer le fait que l’évaluation partielle est soumise à des limitations, qu’il
faut savoir assumer avant de se lancer dans cette entreprise.

Limites à l’optimisation par évaluation partielle.

Pour conclure, nous commentons des limites importantes de l’évaluation partielle qui remettent en cause, au
moins sur le plan théorique, son bien-fondé. Nous suggérons néanmoins un compromis de< réhabilitation>.

Limites pratiques.

Les limites pratiques ne sont pas propres à l’évaluation partielle. Elles sont générales à tout système qui veut
manipuler des programmes ou s’exprimer sur leur performance.� Taille du problème. Avant d’affirmer qu’une évaluation partielle réalise effectivement une optimisation,

il faut déjà modéliser fidèlement l’exécution et la performance d’une implémentation donnée, garantir
que les transformations améliorent un coût et démontrer que l’implémentation des transformations est
correcte. Or, ce sont des choses que l’on ne sait pas encore très bien faire à grande échelle. On peut
imaginer ce que cela représente en considérant tout ce qu’il a fallu préciser pour des langages aussi
triviaux que BOOL ou ZML.� Modélisation imparfaite. La compléxité et la nature des processeurs et systèmes d’exploitation font
l’on ne connaît qu’une approximation du< phénomène> d’exécution. Si l’on ajoute à cela les compromis
indispensables en pratique pour définir un modèle d’exécution exploitable, on ne peut en toute rigueur
affirmer qu’un programme est meilleur qu’un autre.� Effort inutile. On peut aussi remarquer qu’il nous a fallu un effort non-négligeable pour obtenir un
évaluateur partiel optimal de ZML. En fait, la compilation optimale en termes de graphe était relativement
simple ; le retour à ZML fut plus compliqué. Or, ce retour est inutile si le programme doit ensuite être
compilé, car il vaut mieux directement exploiter la structure intermédiaire de graphe. Autrement dit,
l’optimisation par évaluation partielle peut devoir faire un travail en pratique inutile, simplement parce
qu’il lui faut rester dans le même langage. Cette entrave peutse muer en limite pratique lorsque croît la
complexité du problème.

Limites factuelles.

Par limite factuelle, nous entendons un fait notable, une action qu’il n’est pas possible ou qu’il n’est pas
souhaitable de réaliser.� Connaissance de l’évaluateur partiel. L’ambition des hommes et la maîtrise croissante des méthodes

de programmation font que les programmes sont de plus en plusvolumineux, complexes et critiques
(sensibles). Il est donc primordial d’automatiser leurs traitements. En conséquence, il ne faut pas avoir
à connaître le fonctionnement d’un évaluateur partiel — lui même de plus en plus volumineux et
complexe — et devoir écrire des programmes< adaptés>. En particulier, le programmeur ne doit pas se
contraindre à employer des heuristiques.
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d’un langage pour réaliser un évaluateur partiel satisfaisant, car on ne dispose pas d’informations sur
l’exécution. Il n’est donc pas envisageable de générer automatiquement un évaluteur partiel à partir de
la seule spécification abstraite d’un langage.� Portabilité. Un des arguments en faveur de l’évaluation partielle est la portabilité : une fois le programme
optimisé par évaluation partielle, on peut l’exploiter sur plusieurs plateformes qui implémentent le
langage. Pourtant, cet argument n’est pas recevable car la performance dépend de la machine d’exécution ;
il n’existe pasunemaisdesévaluations partielles, suivant le modèle de performance considéré. Parler
d’évaluation partielle< dans l’absolu> n’a pas de sens.

Par exemple, les implémentations de PROLOG basé sur la WAM sont efficaces avec des prédicats
allant typiquement jusqu’à quatre ou cinq arguments. Au delà, la gestion des arguments devient coûteuse
et il est plus rentable de construire des données structurées,que l’on passe en paramètres (ils sont alors
moins nombreux) et que l’on< détruit> dans le prédicat appelé. Dans le cas contraire, on peut avoir une
perte de performance par rapport au programme d’origine [Sah91a,x2.4.3, p. 31]. C’est un problème
qu’il ne faut pas négliger car on constate souvent, notammenten PROLOG, un accroissement d’arité lors
des transformations d’évaluation partielle.

Du reste, la question se traduit également en termes d’efforts de programmation pour réaliser un
évaluateur partiel. Par exemple, il peut être fondamental ou inutile de faire apparaître des récursions
terminales, suivant que la machine d’exécution en tient compte ou non.

Limites intrinsèques.

Parmi les limites intrinsèques de l’évaluation partielle, certaines sont spécifiques mais d’autres sont générales
à toutes les techniques d’optimisation.� Indécidabilité. La terminaison et l’équivalence des programmes sont des problèmes indécidables. Dans

la mesure où une évaluation partielleq est avant tout un programme équivalent au programme originalp,
on ne peut généralement pas connaîtretoutesles solutionsq 2 Evap(p) d’un problème d’évaluation
partielle. Cela vaut tout autant pour les évaluations partielles optimales et minimale.� Pas d’optimum ou pas d’optimum atteignable. Comme nous l’avons vu à la sectionx4.5, il n’existe
pas en général d’évaluation partielle optimale, forte ou faible. C’est le cas également de l’évaluation
partielle minimale, excepté pour un programme de domaine fini. Nous avons malgré tout donné des
méthodologies pour établir qu’une évaluation partielle est optimale ou minimale, et indiqué comment
transporter des résultats d’optimalité d’un langage dans unautre — le langage de départ étant, en pratique,
choisi (ou créé) pour sa simplicité. Cependant, cela reste des méthodes< manuelles>, spécifiques. Les
procédés plus ou moins automatiques que nous avons recensés échouent sur ce problème.� Pouvoir d’optimisation. L’évaluation partielleq est recherchée parmi les programmes du même
langage quep. Même si l’on atteint un optimum, on ne garantit pas qu’une compilation vers un autre
langage, notamment plus proche de la machine d’exécution réelle, n’aurait pas permis d’atteindre des
performances encore meilleures. C’est naturel car< optimiser puis compiler> esten théoriemoins bon
que< compiler puis optimiser>. Rester dans le même langage est une contrainte qui borne la palette
d’améliorations.

Outre l’exemple formel que nous avons donné à la sectionx4.7, on imagine aisément qu’un pro-
gramme dans un langage purement fonctionnel peut avoir une compilation plus efficace qui utilise des
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effets de bord, optimisation inaccessible à l’évaluation partielle. On peut tenir un discours identique,
suivant que l’on dispose ou non de tableaux.

Extrême et conciliation.

Ces arguments, poussés à l’extrême, suggèrent que l’on traduise systématiquement un programme en code
compilé et que l’on effectue ensuite sur ce code les optimisations. C’est en quelque sorte ce que réalisent déjà
les passes d’optimisation en aval d’un compilateur. C’est aussi revenir aux sources de l’évaluation partielle,
dont les idées originelles sont nées dans des compilateurs [Ers88]. Néanmoins, une traduction brute perd
des informations. En particulier, tous les renseignementsd’ordre sémantique qu’exploite l’évaluation partielle
généralisée disparaissent dans le binaire. Ce point avait d’ailleurs été indirectement soulevé en 1987 parmi les
nombreux< challenging problems in partial evaluation and mixed computation> [Jon88], mais il semble être
resté dans l’ombre.

Il faut en fait trouver une voie médiane de< compilation partielle>, qui préserve les informations de
haut niveau manipulées d’ordinaire par les évaluateurs partiels, mais qui n’interdit pas les optimisations de
bas niveau des compilateurs. D’ailleurs, si un évaluateur partiel se donne la peine de modéliser et d’optimiser
selon une machine d’exécution qui est un compilateur, il ne doit pas avoir beaucoup plus de mal à générer
directement le code optimisé.

Même cette solution reste extrême quand on connait le succès queremporte malgré tout l’évaluation
partielle. En pratique, l’évaluation partielle produit trèssouvent des programmes (bien) meilleurs que les
programmes originaux, et cela au sens de n’importe quelle implémentation courante. Les cas de perte de
performance sont rares. Il y a donc une réalité immanente dansl’optimisation par évaluation partielle.

C’est pourquoi nous suggérons que l’on formalise une évaluation partielle en fonction declassesde modèles
de performance. Une telle classe peut par exemple être compatible avec le remplacement d’une expression
statique par sa valeur ou avec le dépliage. Ensuite, pour chaque plateforme sur laquelle on désire employer
le résultat d’une évaluation partielle, il ne reste qu’à s’assurer qu’elle respecte bien la classe de modèles de
performance correspondante. C’est dans cette direction que nous voyons un avenir plus sûr pour l’évaluation
partielle.



Annexe D

Démonstrations Auxiliaires

Pour éviter d’encombrer inutilement le texte, nous avons regroupé dans cette annexe la démonstration de
la plupart des propositions élémentaires énoncées dans ce document ; fastidieuses, elles n’apportent pas de
compréhension supplémentaire des phénomènes. Nous avons aussiplacé ici certaines démonstrations< tech-
niques>. La numérotation des sections suit celle du document principal, que l’on préfixe simplement de la
lettre D.

D.2 Sémantique et exécution.

Démonstration (définition 2.4 page 38). Dom(Ms) = Dom(Mc � (TP ; TD)) = (T�1P ; T�1D )(Dom(Mc))
et Dom(Mc) = Dom(Lc) et Dom(Ls) = Dom(TR � Lc � (TP ; TD)) = (T�1P ; T�1D )(Dom(TR � Lc)) etDom(TR � Lc) = Dom(Lc) car TR est une application; donc Dom(Ms) = Dom(Ls). �
Démonstration (définition 2.9 page 67). Les opérations de produitD1 � � � � � Dn et de construction
fonctionnelleD1 ! D2, avec les ordres produits et fonctionnels correspondants,préservent le caractère
d’ensemble complet partiellement ordonné [Mos90]. Les domaines deD0 sont donc bien des cpos. De même,
les opérations (abstraction, application, produit, projection, test, etc.) préservent la continuité [Mos90]. Par
conséquent,D 0 est bien uneF 0-algèbre continue.�
D.3 Mesure de performance.

Démonstration (définition 3.7 page 78). q (Ni2I 4i)(�i)i2I q0 ssi (�i(q))i2I (Ni2I 4i) (�i(q0))i2I ssi8i2 I �i(q) 4 �i(q0) ssi 8i2 I q 4i;�i q0 ssi q Ti2I 4i;�i q0. �
Démonstration (définition 3.8 page 79). q (Nlexi2I 4i)(�i)i2I q0 ssi (�i(q))i2I (Si2I((Nj2I;j<i4j) 
�i 
 (Nj2I;j>i�j;triv)) [ (Ni2I 4i)) (�i(q0))i2I ssi q (Si2I((Tj2I;j<i4j;�j ) \ �i \ (Tj2I;j>i�j;triv)) [(Ti2I 4i;�i)) q0 �
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Démonstration (définition 3.9 page 80). Dom(�) = Dom(� � M) = M�1(Dom(�)) = M�1(T ) =Dom(M) car � est totale: Or Dom(M) = Dom(L) par définition: �
Démonstration (définition 3.11 page 87). Les ensembles(Ds;C;6s;C;?s;C) sont les cpos produits de(Ds;6s;?s) et (C;6C;?C). PuisquefD et �f sont continues, et la formation d’une paire préserve la continuité,fDC est continue.�
Démonstration (définition 3.12 page 87). L’addition est une opération continue (au sens de l’ordre) dans
le cpo(C;6C;?C). Le produit, fonction deIN?�C ! C, est aussi continu. Puisquecf etNf;1; : : : ; Nf;n sont
continues,�f ainsi défini est également continu et le résultat précédent s’applique. �
Démonstration (proposition 3.1 page 98). f 4moy-p�ni-lim g ssi 8"> 0 9h2 CDnorm khk 6 " et 9� fini�D 8�0 fini�D Pd2�0 f(d) 6Pd2�0 g(d)+Pd2�0 h(d). Avecc =Pd2D h(d), ouh(d0) = c; hjDnfd0g = 0
pour und0 2 D, on a f 4moy-p�ni-lim g ssi 8"> 0 9c2 C kck 6 " et 9� fini�D 8�0 fini��Pd2�0 f(d) 4Pd2�0 g(d) + c.

Soit c0 = Pd2D h(d) � f(d) < 0 alors 8"> 0 9� fini �D kc0 �Pd2�(h� f)(d)k 6 " etk Pd2Dn� jh(d)� f(d)j k 6 ". Soit c = c0 +Pd2�(f � h)(d) +Pd2Dn� jf(d)� h(d)j; alors 8�0 fini�� Pd2�0 h(d) 4Pd2�0 g(d); donc
Pd2�0 f(d)4Pd2�0 g(d) +Pd2�0 f(d)� h(d) 4Pd2�0 g(d) +Pd2�(f � h)(d) + Pd2Dn� jf(d) � h(d)j = Pd2�0 g(d) � c0 + c 4 Pd2�0 g(d) + c car c0 < 0; orkck 6 kc0 �Pd2�(h� f)(d)k+ kPd2Dn� jf(d)� h(d)jk 6 2"; donc f 4moy-lim g. �

Démonstration (définition 3.35 page 104).� Soientf; g 2 CD. Alors f �abs g ) f 6<stat g ssi f 4abs g ^ g 64abs f ) g 64stat f ssif 4abs g ^ g 4stat f ) g 4abs f .� La contraposée def 4abs g ^ g 64abs f ) g 64stat f s’écrit aussig 4stat f ) g 4abs f _ g 6<abs f ;
en terme de graphes de relation, cela signifie4stat � 4abs [ 6<abs.� �abs � 6<stat ssi 6�abs � <stat ssi 4stat � 6�abs.� �abs = 4abs \ 6<abs � 4stat par stabilité et �abs � 6<stat par discrimination donc�abs �4stat \ 6<stat = �stat. �

Démonstration (section 3.5.6 page 107).� Si (41\42)stat � 41;stat\42;stat et41 � 42 alors41;stat = (41\42)stat = 41;stat\42;stat � 42;stat.� Réciproquement si841;42 (41 � 42 ) 41;stat � 42;stat); alors 41 \ 42 � 41 donc(41 \42)stat � 41;stat: De même ;41 \42 � 42 donc (41 \42)stat � 42;stat: Par conséquent(41 \42)stat � 41;stat \42;stat: �
Démonstration (proposition 3.2 page 108).

(1) Si c 4 c0 et c0 4 c alors 0 4 c0 � c 4 0 par additivité; donc kc0 � ck 6 0 par monotonie; doncc0 � c = 0 : la relation4 est antisymétrique.�
(2) Si r � 4abs � 4stat car4abs est réflexif lorsque4 l’est (tabl. 3.3).
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(3) Si f 4abs g 4stat f alors f 4stat g 4stat f par stabilité; donc f = g par antisymétrie doncf �abs g par réflexivité.

(4) C’est évident sur les définitions de la fusion forte et faible.

(5) Soit(Di)i2I une famille d’ensembles de données.8J � I on pose�J = Tj2J Dj nSi2InJ Di; alors(�J)J�I est une partition de
Si2IDi.� 8i2 I on poseJi = fJ � I j i 2 Jg et l’on a

SJ�Ji �J = Di: En effet 8J � Ji �J � Di:
D’autre part on poseJx = fj 2 I j x 2 Djg: Alors 8x2Di Jx 2 Ji et x 2 �Jx doncx 2 SJ�Ji �J : Par conséquent

Si2IDi = Si2I SJ�Ji �J = SJ�I �J .� SupposonsJ 6= J 0; c.-à-d. 9j 2 J j =2 J 0 (l’autre cas est symétrique): Si x 2 �J alorsx 2 Dj car j 2 J et j =2 I n J; et si x 2 �J 0 alors x =2 Dj car j 2 J 0 n I; donc�J \�J 0 = ?.

Par conséquent(�J)J�I est une partition de
Si2IDi: On a \i2I4jDi = \i2I4j[J�Ji�J � \i2I\J�Ji4j�J par compatibilité avec la restriction;= \J�I4j�J = 4j[J�I�J par compatibilité avec la fusion

faible;= 4j[i2IDi. Il y a donc compatibilité avec la fusion forte.

(6) Considérons tout d’abord la composabilité à droite.

[)] On voit sur les définitions que si(4D)D�D est fortement composable à droite, alors il l’est
aussi faiblement. D’autre part, sif 4D f 0 alors 8D0�D on considèreg = IdjD0 la fonction
identité restreinte àD0 eth = 0jD0 la fonction constante nulle surD0. Puisque(4D)D�D est fortement
composable à droite, on ah+f �g 4g�1(D) h+f �g; donc 0+f �IdjD0 4Id�1jD0(D) 0+f 0�IdjD0 ; doncfjD0 4D0 f 0jD0 car Id�1jD0(D) = D0; c.-à-d. f 4jD0 f 0. Par conséquent(4D)D�D est compatible avec
la restriction du support.

[(] Supposonsf 4D f 0 et g 2 DD: Soit g0 = gjg�1(D): On a Im(g0) = Im(g) \ D etg�1(D) = g�1(Im(g0)): Alors f 4jIm(g0) f 0 car Im(g0) � D et (4D)D�D est compatible avec
la resctriction: Donc 8h2CDom(g) h + f � g 4g�1(Im(g0)) h + f 0 � g car Im(g) � Im(g0) et(4D)D�D est faiblement composable à droite: Or g�1(D) = g�1(Im(g0)); donc (4D)D�D est
fortement composable à droite.

Considérons maintenant la composabilité à gauche.

[)] La composabilité forte implique aussi composabilité faible car si Dom(h) = g(D) alorsg�1(g(D)) = D car Dom(g) = D. D’autre part, si f 4D f 0 alors 8D0�D on considère les
fonctionsg = IdjD0 et h = 0jD. Alors Dom(h) = D et g�1(Dom(h)) = D0. Puisque(4D)D�D est
fortement composable à gauche, on af+h�g 4jg�1(Dom(h)) f 0+h�g; donc f+0jD0 4jD0 f 0+0jD0 doncf 4jD0 f 0. Par conséquent,(4D)D�D est compatible avec la restriction du support.

[(] Supposons f 4D f 0 et g 2 DD et h 2 CD: Alorsf + h � g 4D f 0 + h � g car(4D)D�D est faiblement composable à gauche: Or g�1(Dom(h)) � D car Dom(g) = D; doncf + h � g 4D f 0+ h � g car (4D)D�D est compatible avec la resctriction: Parconsequent(4D)D�D
est fortement composable à gauche.

(7) Supposonsf 4D f 0: 8g 2DD si Im(g) � D on pose� = fD0 � g�1(D) j gjD0 bijection2 DD0g:
Alors 8D02� ((f � gjD0)(d0))d02D0 = (f(g(d0)))d02D0 = (f(d))d2D et de même pourf 0; doncf � gjD0 4D0 f 0 � gjD0 ; donc h + f � g 4jD0 h + f 0 � g par additivité pourh 2 CDom(g); donch + f � g 4j[D02�D0 h + f 0 � g par fusion forte: Or

SD02�D0 = g�1(D); donc (4D)D�D est
faiblement composable à droite.

(8) si f 4D f 0 on pose g = IdjD: On a bien Im(g) � D: Donc 8h2 CDom(g) = CD on ah+ f 4 h+ f 0.
(9) [(] Si f 4D f 0 alors f + h � g 4D f 0 + h � g car 4D est additif.

[)] Réciproquement sif 4D f 0 on poseg = IdjD; alors 8h2Cg(D) = CD on a f+h 4 f 0+h. �
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D.3.6 Propriétés des relations de coûts.

Nous rassemblons ici les démonstrations des propriétés des relations de coût données à la sectionx3.6. Nous
n’indiquons pas toujours de référence explicite lorsqu’une propriété est déduite grâce aux identités de la
table 3.1, par compatibilité avec une construction de coût, ou à l’aide des liens entre propriétés établis par la
proposition 3.2.

D.3.6.2 Propriétés des combinaisons de coûts.

Démonstration (proposition 3.3 page 109).� Si c1 4 c2 � c3 alors c1 4 c2 4 c3 et c2 6< c3: Supposonsc1 < c3; alors c3 4 c1 4 c2 contreditc2 6< c3; donc c1 � c3: Autrement dit4 � � � �. On a symétriquement� �4 � �.� Si c1 4 c01 et c2 4 c02 et c2 6< c02 alors c1 + c2 4 c01 + c02 par additivité. Sic1 + c2 < c01 + c02 alorsc2 < c02 par additivité; contredit c2 6< c02; donc c1 + c2 6< c01 + c02; c.-à-d. 4+� � �.� Si f �abs g; c.-à-d. f 4A BSg et f 6�abs g; alors f 4stat g par stabilité: Si f <stat g; alorsf <abs g par discrimination contreditf 6�abs g; donc f 6<stat g; c.-à-d. f �stat g. �
Réciproque. Les propriétés ont la même forme pour4 comme pour<.

Complémentaire. [ 64= {(4) ]� Additivité : Supposonsc1 64 c2 ; si c1 + c3 4 c2 + c3; alors c1 4 c2 par additivité; contreditc1 64 c2; donc c1 + c3 64 c2 + c3.� Homothéticité : Supposonsc1 64 c2 ; si �:c1 4 �:c2 avec � > 0 alors (1=�):�:c1 4 (1=�):�:c2
par homothéticité; contredit c1 64 c2; donc �:c1 64 �:c2.� Fusion forte (resp. faible) si compatibilité avec la restriction : Supposons8i2 I f 64jDi g: Sif 4j[i2IDi g alors 8i2 I f 4jDi g par restriction contreditf 64jDi g donc f 64j[i2IDi g.

Relation stricte. [� = 4 \ 6< ]� Antisymétrie (triviale) :� \ � = ? � r.� Transitivité : � � 4 donc � � � � � �4: Or � �4 � � (prop. 3.3).� Additivité et homothéticité : elles sont préservées par réciproque, complémentaire et intersection.� Discrimination : si4 � 4abs [ 6<abs alors � = 4 \ 6< � 4abs [ 6<abs.
Inclusion.� Réflexivité : r � 41 � 42.� Antisymétrie :41 \<1 � 42 \<2 � r.� Totalité : C2 = 41 [<1 � 42 [<2.� Stabilité : 4abs � 41 � 42.� Discrimination :41 � 42 � 4abs [ 6<abs.
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Intersection.� Réflexivité : si 8i2 I r � 4i alors r � Ti2I 4i.� Antisymétrie : si 9j 2 I 4j \<j � r alors (Ti2I 4i) \ (Ti2I <i) � 4j \<j � r.� Transitivité : si f (Ti2I 4i) g (Ti2I 4i) h alors 8i2 I f 4i g 4i h.� Additivité : (Ti2I 4i) +r � Ti2I(4i +r) � Ti2I 4i.� Homothéticité :�:(Ti2I 4i) � Ti2I �:4i � Ti2I 4i.� Stabilité : si 8i2 I 4abs � 4i alors 4abs � Ti2I 4i.� Discrimination : si 9j 2 I 4j � 4abs [ 6<abs alors
Ti2I 4i4i � 4j � 4abs [ 6<abs.� Restriction :(Ti2I 4i)� = Ti2I 4i� � Ti2I(T�0��4ij�0) = T�0��Ti2I 4ij�0 = T�0��(Ti2I 4i)�.� Fusion :

Tj2J (Ti2I 4i)jDj = Ti2I Tj2J 4ijDj � Ti2I 4ij[j2JDj = (Ti2I 4i)j[j2JDj .� Composabilité à droite : Si8i2 I f 4i;D f 0 alors 8i2 I h+ f � g 4i;g�1(D) h+ f 0 � g.

Réunion.� Réflexivité : si 9i2 I r � 4i alors r � Si2I 4i.� Transitité : si 9i2 I f 4i g et 9j 2 J g 6j h alors 9k2 I f 4k g 4k h avec 4i [4j � 4k.� Totalité : si 9j 2 I 4j [<j = C2 alors (Si2I 4i) [ (Si2I <i) = Si2I(4i [<i) � 4j [<j = C2.� Additivité : (Si2I 4i) +r = Si2I(4i +r) � Si2I 4i.� Homothéticité :�:(Si2I 4i) � Si2I �:4i � Si2I 4i.� Stabilité : si 9i2 I 4abs � 4i alors 4abs � Si2I 4i.� Discrimination : si 8i2 I 4i � 4abs [ 6<abs alors
Si2I 4i � 4abs [ 6<abs.� Restriction :(Si2I 4i)� = Si2I 4i� � Si2I T�0��4ij�0 � T�0��Si2I 4ij�0 = T�0��(Si2I 4i)j�0 .� Composabilité à droite : Si9i2 I f 4i;D f 0 alors h+ f � g 4i;g�1(D) h+ f 0 � g.

Produit.� Réflexivité : r�i2ICi =Ni2IrCi �Ni2I 4i.� Antisymétrie : (Ni2I 4i) \ (Ni2I <i) =Ni2I(4i \<i) �Ni2IrCi = r�i2ICi.� Transitivité : (Ni2I 4i) � (Ni2I 4i) =Ni2I(4i �4i) �Ni2I 4i.� Additivité : (Ni2I 4i) + (Ni2Iri) =Ni2I(4i +ri) �Ni2I 4i.� Homothéticité :�:(Ni2I 4i) =Ni2I �:4i �Ni2I 4i.� Stabilité : si 8i2 I 4i;abs;D � 4i;D alors (Ni2I 4i)abs;D =Ni2I 4i;abs;D �Ni2I 4i;D (cf. x3.6.3).� Discrimination : (fi)i2I (Ni2I 4i)abs;D (gi)i2I (Ni2I 4i;D) (fi)i2I ssi 8i2 I fi 4i;abs;D gi 4i;D fi
donc 8i2 I gi 4i;abs;D fi donc (gi)i2I (Ni2I 4i;abs;D) (fi)i2I.� Restriction : (Ni2I 4i)� = Ni2I 4i� � Ni2I(T�0��4ij�0) = T�0��Ni2I 4ij�0 = T�0��(Ni2I 4i)j�0 .� Fusion :

Tj2J (Ni2I 4i)jDj =Ni2I(Tj2J 4ijDj) �Ni2I 4ij[j2JDj = (Ni2I 4i)j[j2JDj .� Composabilité à droite : Si8i2 I fi 4i;D f 0i alors hi + fi � gi 4i;g�11 (D) hi + f 0i � gi.
Produit lexicographique. [4 =Nlexi2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i 
 (Nj2I;j>i�j;triv))[ (Ni2I 4i) ]� Réflexivité :r�i2ICi �Ni2I 4i �Nlexi2I 4i.



200 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� Antisymétrie : Soit40 = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i
(Nj2I;j>i�j;triv)): Alors
Nlexi2I 4i\Nlexi2I <i =(Ni2I 4i \Ni2I <i) [ (40 \Ni2I 4i) [ (Ni2I 4i \ <0) [ (40 \ <0). Seul le premier de ces termes

n’est pas nécessairement vide :� Le second terme est(Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i
(Nj2I;j>i�j;triv)))\Ni2I 4i = Si2I((Nj2I;j<i4j)
�i
 (Nj2I;j>i�j;triv))\ (Ni2I 4i) = Si2I(Nj2I;j<i(4j \<j)
 (�i \<i)
 (Nj2I;j>i(�j;triv \<j))) = Si2I ? = ?.� Le troisième terme est la relation réciproque du second, et donc vide.� Le quatrième est40\<0 = Si2I;i02I((Nj2I;j<i4j)
�i
(Nj2I;j>i�j;triv))\((Nj02I;j0<i0 <j0)
�i0 
 (Nj02I;j0>i0 �j0;triv)). Ces termes sont tous vides pouri; i0 2 I : lorsque i = i0 le produit
comporte�i \ �i0 = ? ; lorsque i < i0 le produit comporte�i \ <i0 = ? ; lorsque i > i0 le
produit comporte4i \ �i0 = ?.

Par conséquent,
Nlexi2I4i \Nlexi2I <i =Ni2I 4i \Ni2I <i � r�i2ICi (voir ci-dessus).� Transitivité : supposons(ci)i2I 4 (c0i)i2I 4 (c00i )i2I. Il y a quatre cas :� (9i2 I 8j < i cj 4j c0j et ci �i c0i) et (9i02 I 8j < i0 c0j 4j c00j et c0i0 �i0 c00i0): Alors9i00= min(i; i0) (par exemplei00 = i0) 8j < i00 cj 4j c0j 4 c00j et ci00 �i00 c0i00 4 c00i00 .� (9i2 I 8j < i cj 4j c0j et ci �i c0i) et (8i02 I c0i0 4i0 c00i0); alors 8j < i cj 4j c0j 4j c00j etci �i c0i 4i c00i .� (8i2 I ci 4i c0i) et (9i02 I 8j < i0 c0j 4j c00j et c0i0 �i0 c00i0). C’est le cas symétrique du cas

précédent.� (8i2 I ci 4i c0i) et (8i02 I c0i0 4i0 c00i0) alors 8i2 I ci 4i c0i 4i c00i .

Dans chaque cas, on remplit bien une des conditions du coût produit lexicographique :(ci)i2I 4 (c00i )i2I.� Additivité et homothéticité : elles sont préservées par réunion, intersection, relation stricte, et sont
vérifiées par�triv.� Stabilité : si 8i2 I 4i;abs;D � 4i;D alors (Ni2I 4i)abs;D �Ni2I 4i;D �Nlexi2I 4i;D.

D.3.6.3 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts dynamiques.

Coût absolu. [f 4abs g ssi 8d2D f(d) 4 g(d) ]� < (rC)abs;D = rCD > : f (rC)abs;D g ssi 8d2D f(d) = g(d) ssi f rCD g.� Antisymétrie : si (4 \<) � rC alors (4 \<)abs;D = 4abs;D \<abs;D � (rC)abs;D = rCD .� Transitivité : si 8d2D f(d) 4 g(d) 4 h(d) alors 8d2D f(d) 4 h(d).� Additivité : si f 4abs g alors 8d2D f(d) 4 g(d) donc 8d2D f(d) + h(d) 4 g(d) + h(d).� Homothéticité : si8d2D f(d) 4 g(d) alors 8d2D �:f(d)4 �:g(d) pour � > 0.� Stabilité : 4abs � 4abs.� Discrimination :4abs � 4abs [ 6<abs.� Restriction : si f 4abs;Dj� g et �0 � � alors f 4abs;Dj�0 g.� Fusion forte :8i2 I f 4abs;DjDi g ssi 8i2 I 8d2Di f(d) 4 g(d) ssi 8d2 Si2IDi f(d) 4 g(d)
ssi f 4abs;Dj[i2IDi g.� Composabilité : par la proposition 3.2 car4abs est additif et compatible avec la restriction.� Complémentaire : siD 6= ? alorsf 64abs g ssi :(8d2D f(d) 4 g(d)) ssi 9d2D f(d) 64 g(d) si8d2D f(d) 64 g(d) ssi f (64)abs g ; si D = ? alors 4abs;D = �triv = (64)abs;D.� Intersection :8d2D 8i2 I f(d) 4i g(d) ssi 8i2 I 8d2D f(d)4i g(d).



D.3 MESURE DE PERFORMANCE 201� Réunion : 8d2D 9i2 I f(d) 4i g(d) si 9i2 I 8d2D f(d) 4i g(d).� Produit : (fi)i2I (Ni2I 4i)abs (gi)i2I ssi 8d2D 8i2 I fi(d) 4i gi(d) ssi 8i2 I fi 4i;abs gi ssi(fi)i2I (Ni2I 4i;abs) (gi)i2I.
Coût moyen. [f 4moy g ssi 8d2D Pd2D f(d) 4Pd2D g(d) avec D fini ]� Transitivité : si

Pd2D f(d) 4Pd2D g(d) 4Pd2D h(d) alors
Pd2D f(d) 4Pd2D h(d).� Totalité : si 4 est totale alors

Pd2D f(d) 4Pd2D g(d) ou
Pd2D f(d) <Pd2D g(d).� Additivité : si f 4moy g alors

Pd2D f(d) 4Pd2D g(d) donc
Pd2D f(d) + h(d) 4 g(d) + h(d).� Homothéticité : si

Pd2D f(d)4Pd2D g(d) alors
Pd2D �:f(d) 4Pd2D �:g(d) pour � > 0.� Stabilité : si 8d2D f(d) 4 g(d) alors

Pd2D f(d) 4Pd2D g(d) par additivité.� Discrimination : si f 4abs g 4moy f alors 8d02D Pd2D g(d) = Pd2Dnfd0g g(d) + g(d0) 4Pd2D f(d); or
Pd2Dnfd0g f(d)4Pd2Dnfd0g g(d) par additivité; donc g(d0) 4 f(d0).� Fusion faible : supposons8i; j 2 I i 6= j ) Di \ Dj = ?; alors I est fini de cardinal au plusjDj: On a 8i2 I f 4moy;DjDi g ssi 8i2 I Pd2Di f(d) 4Pd2Di g(d) alors

Pi2IPd2Di f(d)4Pi2IPd2Di g(d) par additivité carI fini; ssi
Pd2([i2IDi) f(d) 4 Pd2([i2IDi) g(d) car 8i; j 2 Ii 6= j ) Di \Dj = ?; ssi f 4moy;Dj[i2IDi g.� Composabilité faible : par la proposition 3.2 car4moy est additif si4 l’est.� Réciproque, complémentaire, relation et équivalence : elles sont sur le modèle def (<)moy g ssiPd2D f(d) <Pd2D g(d) ssi f <moy g.� Intersection :

Pd2D f(d) (Ti2I 4i)Pd2D g(d) ssi 8i2 I Pd2D f(d)4i Pd2D g(d).� Produit : (fi)i2I (Ni2I 4i)moy (gi)i2I ssi 8i2 I Pd2D fi(d) 4i Pd2D gi(d) ssi (fi)i2I (Ni2I4i;moy) (gi)i2I.
Coût maximum. [ f 4max g ssi 9d02D 8d2D f(d) 4 g(d0) ]� Transitivité : si 9d12D 8d22D f(d2) 4 g(d1) et 9d32D 8d42D g(d4) 4 h(d3); alors8d22D f(d2) 4 g(d1) 4 h(d3).� Totalité : si 4 est totale etD est fini alors f 4max g ssi maxd2D f(d) 4 maxd2D g(d).� Homothéticité : si9d02D 8d2D f(d) 4 g(d0) alors 8d2D �:f(d)4 �:g(d0) pour � > 0.� Stabilité si4 est totale etD est fini : si 8d2D f(d) 4 g(d) alors 9d1; d2 2D maxd2D f(d) =f(d1) 4 g(d1) 4 g(d2) = maxd2D g(d).� Fusion forte finie si4 est totale : 8i2 I fini f 4max;DjDi g ssi 8i2 I 9di2Di 8d2Dif(d)4 g(di) alors 8d2 Si2IDi f(d)4 maxi2I(g(di)) lorsque 4 est totale etI fini.� Intersection : si f (Ti2I 4i)max g alors 9d02D 8d2D 8i2 I f(d) 4i g(d0) donc 8i2 I9d0 2D 8d2D f(d) 4i g(d0) donc 8i2 I f 4i;max g.� Produit :(fi)i2I (Ni2I 4i)max (gi)i2I ssi 9(d0i)i2I 2 Qi2IDi 8(d0i)i2I 2 Qi2IDi 8i2 I fi(di) 4igi(d0i).
D.3.6.4 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques généraux.

Coût restreint. [ f 4DjD0 g ssi fjD0 4D0 gjD0 ]



202 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� Reflexivité : f 4DjD0 f ssi fjD0 4D0 fjD0 .� Transitivité : f 4DjD0 g 4DjD0 h ssi fjD0 4D0 gjD0 4D0 hjD0 donc fjD0 4D0 hjD0 ssi f 4DjD0 h.� Additivité : si f 4DjD0 g; c.-à-d. fjD0 4D0 gjD0 ; alors fjD0 + hjD0 4D0 gjD0 + hjD0 .� Homothéticité : si f 4DjD0 g; c.-à-d. fjD0 4D0 gjD0 ; alors �:fjD0 4D0 �:gjD0 pour � > 0 donc�:f 4jD0 �:g.� Stabilité : 4abs;D � 4abs;DjD0 � 4DjD0 et parce queabs est compatible avec la restriction du support.� Restriction : c’est l’expression de la définition.� Fusion forte (resp. faible) :8i2 I f 4jD0 jDi g ssi 8i2 I fjD0\Di 4D0\Di gjD0\Di alorsfjD0\([i2IDi) 4jD0\([i2IDi) gjD0\([i2IDi) donc f 4jD0j[i2IDi g.� Idempotence :f (4jD0)jD0 g ssi fjD0 4D0jD0 gjD0 ssi fjD0 4D0 gjD0 ssi f 4jD0 g.� Réciproque, complémentaire, relation stricte et équivalence: elles sont sur le modèle def (<)jD g ssifjD <D gjD ssi f <jD g.� Intersection : f (Ti2I 4i;D)jD0 g ssi fjD0 (Ti2I 4i;D0) gjD0 ssi 8i2 I fjD0 4i;D0 gjD0 ssi8i2 I f 4i;DjD0 g.� Produit : (fi)i2I (Ni2I 4i;D)jD0 (gi)i2I ssi (fijD0)i2I (Ni2I 4i;D0) (gijD0)i2I ssi 8i2 I fijD0 4i;D0gijD0 ssi 8i2 I fi4i;DjD0gi.
Coût presque partout. [4pp;D = S�fini�D4DjDn� ]� Réflexivité : elle est préservé par la restriction et la réunion.� Transitivité : si f 4jDn� g et g 4jDn�0 h alors f 4jDn�[�0 g 4jDn�[�0 h par restriction et� [�0 fini.� Additivité, homothéticité, stabilité : elles sont préservées par le coût restreint et la réunion.� Restriction : siD0 � D alors 4pp(�);D = 4DjDn� � 4DjDn�jD0 par restriction= 4pp(�);DjD0 .� Fusion forte (respectivement. faible) finie :

Ti2I 4pp(�i);DjDi = Ti2I 4DjDn�i jDi = Ti2I 4DjDin�i� 4Dj[i2I(Din�i) par fusion; or � = (Si2IDi) n (Si2I(Di n �i)) � Si2I�i est fini; donc4Dj[i2I (Din�i) = 4pp(�);Dj[i2IDi. Pour la fusion faible, si8i; j 2 I i 6= j ) Di \Dj = ? alors8i; j 2 I i 6= j ) (Di n�i) \ (Dj n�j) = ?.� SiD est fini : 4pp;D = S�fini�D 4DjDn� � 4DjDn? = �triv.� Idempotence :(4pp;D)pp;D = S�fini�D(S�0 fini�Dn�4Dj(Dn�)n�0 ) = S�00 fini�D 4DjDn�00 = 4pp;D.� Réciproque :(<)pp(�);D = (<)jDn� = <jDn� = <pp(�);D .� Complémentaire :f (64)pp;D g ssi 9� fini�D f 64jDn� g si 8� fini �D f 64jDn� g ssi:(9� fini�D f 4jDn� g) ssi f 64pp;D g.� Intersection (resp. réunion) : comme pour le produit en substituant< 
 > par< \ > (resp.< [ >).� Produit : (Ni2I 4i)pp(�);D = (Ni2I4i)DjDn� =Ni2I 4i;DjDn� =Ni2I 4i;pp(�);D. Réciproquement,Ni2I 4i;pp(�i);D =Ni2I 4i;DjDn�i �Ni2I 4i;DjDn([i2I�i) par restriction= (Ni2I 4i)DjDn([i2I�i) =(Ni2I 4i)pp([i2I�i);D. Il faut queI soit fini pour garantir que
Sj2I �j reste aussi fini.

Coût fini. [ 4�ni;D = S�fini�D(4Dj� \4abs;DjDn�) ]� (�) < si � � �0 � D alors 4�ni(�);D � 4�ni(�0);D > : f 4�ni(�);D g ssi f 4Dj� g etf 4abs;DjDn� g. Puisqueabs est compatible avec la restriction du support, on af 4abs;Dj�0n� g etf 4abs;DjDn�0 g. Puisque(4D)D�D est stable, on af 4Dj�0n� g. Puisque(4D)D�D est compatible avec
la fusion faible finie des supports, et parce que�\ (�0 n�) = ?, on af 4Dj�0 g. Doncf 4�ni(�0);D g.



D.3 MESURE DE PERFORMANCE 203� Réflexivité : elle est préservé par la restriction, l’intersection et la réunion.� Antisymétrie :4�ni(�);D\<�ni(�0);D � 4�ni(�[�0);D\<�ni(�[�0);D par la proposition (�);= (4Dj�[�0\4abs;DjDn(�[�0)) \ (<Dj�[�0 \ <abs;DjDn(�[�0)) = (4Dj�[�0 \ <Dj�[�0) \ (4abs;DjDn(�[�0) \<abs;DjDn(�[�0)) � r\r = r.� Transitivité : si f 4�ni(�);D g 4�ni(�0);D h alors f 4�ni(�[�0);D g 4�ni(�[�0);D h par (�); ssif 4Dj�[�0 g 4Dj�[�0 h et f 4abs;DjDn(�[�0) g 4abs;DjDn(�[�0) h avec � [�0 fini.� Additivité, homothéticité, stabilité, discrimination, compatibilité avec la restriction du support, et com-
posabilité : elles sont vérifiées par le coût absolu et préservées par restriction, intersection et réunion (cf.x3.6.2).� Fusion forte (resp. faible) finie :

Ti2I 4�ni(�i);DjDi � Ti2I 4�ni([i2I�i);DjDi par la proposition (�),= Ti2I (4Dj[i2I�ijDi \ 4abs;DjDn([i2I�i)jDi) = (Ti2I 4([i2I�i)\Di) \ (Ti2I 4abs;DjDin([i2I�i)) �4j([i2I�i)\([i2IDi) \ 4abs;Dj([i2IDi)n([i2I�i) = 4�ni([i2I�i);Dj[i2IDi . On a bien
Si2I�i fini lorsqueI est fini.� Si D est fini : 4�ni;D = S�fini�D 4�ni(�);D � 4�ni(D);D = 4D: Réciproquement4�ni(�);D �4�ni(D);D par (�);= 4DjD \4abs;Dj? = 4D.� Idempotence :(4�ni;D)�ni;D = S�fini�D((4�ni;D)j� \4abs;DjDn�) = S�fini�D(4Dj� \4abs;DjDn�) =4�ni;D.� Réciproque : elle est déduite de celle pour la coût absolu, pour la restriction, l’intersection et la réunion.(<)�ni(�);D = (<)Dj� \ (<)abs;DjDn� = <Dj� \<abs;DjDn� = <�ni(�);D.� Complémentaire :(64)�ni(�) = (64)j� \ (64)absjDn� � 64j� \ 64absjDn� � 64j� [ 64absjDn� = {(4j� \4absjDn�) = 64�ni(�).� Intersection : comme pour le produit en remplaçant< 
 > par< \ >.� Réunion :

Si2I 4i;�ni(�i)�Si2I 4i;�ni([j2I�j)=Si2I(4ij[j2I�j \4i;absjDn([j2I�j))�(Si2I 4ij[j2I�j )\ (Si2I 4i;absjDn([j2I�j)) = (Si2I 4i)j[j2I�j \ (Si2I 4i)absjDn([j2I�j) = (Si2I 4i)�ni([j2I�j). Il faut
queI soit fini pour garantir que

Sj2I �j reste aussi fini.� Compatibilité avec le produit :(Ni2I 4i)�ni(�) = (Ni2I 4i)j� \ (Ni2I 4i)absjDn� = Ni2I(4ij� \4i;absjDn�) = Ni2I 4i;�ni(�). Réciproquement,
Ni2I 4i;�ni(�i) � Ni2I 4i;�ni([j2I�j) par la propo-

sition (�);= Ni2I(4ij[j2I�j \ 4i;absjDn([j2I�j)) = (Ni2I 4i)j[j2I�j \ (Ni2I 4i)absjDn([j2I�j) =(Ni2I 4i)�ni([j2I�j). Il faut queI soit fini pour garantir que
Sj2I �j reste aussi fini.

Coût presque fini. [4p�ni;D = S�fini�D(T�0fini��4Dj�0) ]� (�) < si �1 � �2 alors 4p�ni(�1);D � 4p�ni(�2);D > : 4p�ni(�1);D = T�0 fini��1(4Dj�0) � T�0fini��2(4Dj�0) = 4p�ni(�2);D.� Réflexivité : elle est préservée par la restriction, l’intersection et la réunion (cf.x3.6.2).� Antisymétrie : 4p�ni(�1);D \<p�ni(�2);D � 4p�ni(�1[�2);D \ <p�ni(�1[�2);D par la proposition (�);=(T�0 fini��1[�2 4Dj�0)\(T�0 fini��1[�2 <Dj�0) = T�0 fini��1[�2(4Dj�0\<Dj�0) donc sif 4p�ni(�1);Dg et f <p�ni(�2);D g alors 8d2D f 4Dj�1[�2[fdg g et f <Dj�1[�2[fdg g donc fj�1[�2[fdg =gj�1[�2[fdg donc f(d) = g(d).� Transitivité : si f 4p�ni(�1);D g 4p�ni(�2);D h alors f 4p�ni(�1[�2);D g 4p�ni(�1[�2);D h par (�); ssi8�0 fini��1 [�2 f 4Dj�0 g 4Dj�0 h avec �1 [�2 fini.� Additivité, homothéticité, stabilité, discrimination et compatibilité avec la restriction du support : elles
sont préservées par restriction, intersection et réunion (cf.x3.6.2).� Fusion forte (resp. faible) finie :

Ti2I 4p�ni(�i);DjDi = Ti2I T�0 fini��i 4j�0\Di � Ti2I T�0 fini�([j2I�j)4j�0\Di � T�0fini�([j2I�j)4j�0\([i2IDi) = 4p�ni([i2I�i)j[i2IDi.



204 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� SiD est fini : 4p�ni;D = S�fini�D 4p�ni(�);D = 4p�ni(D);D = 4D par (�).� Idempotence :((4p�ni;D)D�D)p�ni(�);D = TD��0fini��4p�ni;Dj�0 = TD��0 fini��4Dj�0 = 4p�ni(�);D.� Réciproque : elle est déduite de celle pour la restriction, l’intersection et la réunion.� Complémentaire :(64)p�ni(�) = T�0 fini��(64)j�0 = T�0 fini�� 64j�0 � {(T�0 fini�� 4j�0) = 64p�ni(�).� Intersection : comme pour le produit en remplaçant< 
 > par< \ >.� Réunion :
Si2I 4i;p�ni(�i) � Si2I 4i;p�ni([j2I�j) par (�), = Si2I(T�0 fini�([j2I�j)4ij�0) �T�0 fini�([j2I�j)(Si2I 4ij�0) = T�0 fini�([j2I�j)(Si2I 4i)j�0 = (Si2I 4i)p�ni([j2I�j). Il faut queI soit

fini pour garantir que
Sj2I �j reste aussi fini.� Produit : (Ni2I 4i)p�ni(�) = T�0fini��(Ni2I 4i)j�0 = Ni2I(T�0 fini��4ij�0) = Ni2I 4i;p�ni(�).

Réciproquement,
Ni2I 4i;p�ni(�i) � Ni2I 4i;p�ni([j2I�j) par (�);= Ni2I(T�0 fini�([j2I�j)4ij�0) =T�0 fini�([j2I�j)(Ni2I 4i) = (Ni2I 4i)p�ni([j2I�j). Il faut queI soit fini pour garantir que

Sj2I �j reste
aussi fini.

Coût asymptotique local. [4asymloc;D = SN2IN Tn>N 4DjDn avec Dn = fd 2 D : n = jdjg ]� (�) < si N 6 N 0 alors4asymloc(N) � 4asymloc(N 0) > : si f 4asymloc(N) g alors8n>N f 4DjDn g; orN 6 N 0 donc 8n>N 0 f 4DjDn g.� Réflexivité, additivité, homothéticité, stabilité et compatibilité avec la réciproque : elles sont préservées
par la restriction, la réunion et l’intersection4asymloc = SN2IN Tn>N 4DjDn .� Transitivité :4asymloc(N) �4asymloc(N 0) � 4asymloc(max(N;N 0)) �4asymloc(max(N;N 0)) par la proposition (�),� Tn>max(N;N 0)4DjDn �4DjDn � Tn>max(N;N 0)4DjDn = 4asymloc(max(N;N 0)).� Fusion forte (respectivement faible) finie :

Ti2I 4asymloc(Ni)jD0i � Ti2I 4asymloc(maxi2I (Ni))jD0i par
(�);= Ti2I Tn>maxi2I(Ni)4DjDn jD0i = Tn>maxi2I(Ni)4DjDn\([i2ID0i) = 4asymloc(maxi2I(Ni))j[i2ID0i.� SiD est fini : l’ensemble des tailles deD est alors borné par unN 2 IN. Pour toutn > N+1, l’ensembleDn est vide et donc4asymloc;D �= 4Dj? = �triv.� Idempotence :(4asymloc)asymloc = SN2IN Tn>N 4asymloc;DjDn = �triv.� Complémentaire : sif (64)asymloc g alors 9N 2 IN 8n>N f 64jDn g donc 8N 02 IN 9n0>N 0f 64jDn0 g avec n0 = max(N;N 0); donc f 64asymloc g.� Intersection : comme pour le produit en remplaçant< 
 > par< \ >.� Réunion :

Si2I 4i;asymloc(Ni) � Si2I 4i;asymloc(maxj2I (Nj)) par (�);= Si2I(Tn>maxj2I(Nj)4i;DjDn) �Tn>maxj2I(Nj)(Si2I 4i;DjDn) = Tn>maxj2I(Nj)(Si2I 4i;D)jDn = (Si2I 4i)asymloc(maxj2I(Nj)). Il faut
queI soit fini pour garantir qu’il existe bien unmaxj2I(Nj).� Produit : (Ni2I 4i)asymloc(N) = Tn>N(Ni2I 4i;DjDn) = Ni2I(Tn>N 4i;DjDn) = Ni2I 4i;asymloc(N).
Réciproquement,

Ni2I 4i;asymloc(Ni) � Ni2I 4i;asymloc(maxj2I(Nj)) par la prop. (�);= Tn>maxj2I(Nj)(Ni2I 4i;DjDn) = (Ni2I 4i)asymloc(maxj2I(Nj)). Il faut queI soit fini pour garantir qu’il existe bien unmaxj2I(Nj).
Coût asymptotique global. [4asymglob = SN2IN Tn>N 4DjDn avec Dn = fd 2 D : n > jdjg ]� Antisymétrie : 4asymglob(N1);D \ <asymglob(N2);D � 4asymglob(max(N1;N2));D \<asymglob(max(N1;N2));D =Tn>max(N1;N2)(4DjDn \ <DjDn) donc si f 4asymglob(N1);D g et f <asymglob(N2);D g alors 8d2Df 4DjDmax(N1;N2;jdj) g et f <DjDmax(N1;N2;jdj) g donc fDjDmax(N1;N2;jdj) = gDjDmax(N1;N2;jdj) doncf(d) = g(d).



D.3 MESURE DE PERFORMANCE 205� Discrimination : si f 4abs g 4asymglob f alors 9N 2 IN 8n>N g 4DjDn f; donc g 4abs;DjDn f;
alors 8d02D g 4abs;Djfd2D : max(jd0j;N)>jdjg f; donc g(d0) 4 f(d0) car d0 2 fd 2 D :max(jd0j; N) > jdjg; donc g 4D;abs f .� Si D est fini : l’ensemble des tailles deD est alors borné par unN 2 IN. Pour toutn > N + 1,Dn = DN = D donc4asymglob;D �= 4D.� Idempotence : (4asymglob)asymglob = SN2IN(Tn>N 4asymglob;DjDn) = SN2IN(Tn>N 4DjDn) =4asymglob;D.

Le coût asymptotique global diffère du coût local uniquement par le choix deDn. La démonstration des
propriétés restantes est donc identique à celle pour le coût local car elles ne font pas intervenir la nature deDn.

D.3.6.5 Propriétés préservées par les coûts statiques déduits de coûts statiques.

Coût limite. [ f 4lim;D g ssi 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " et f 4D g + h avec(4D)D�D normé]

Certaines propriétés nécessitent de majorer deux petites variationsh1 et h2 ; nous avons alors recours à une
structure de treillis vectoriel comme celle employée dans laproposition prop. 3.1 (cf.x3.4.7), et l’on définit :� supD : CD � CD ! CD tq 8f; g2 CD 8d2D supD(f; g)(d) = sup(f(d); g(d))
On définit de mêmeinfD. On a en faitsupD = sup4abs;D . Et(CD;4abs;D; supD; infD) forme un treillis vectoriel.� Réflexivité : on prendh = 0.� Transitivité : f1 4lim;D f2 4lim;D f3 ssi 8"> 0 9h1; h2 2CDnorm kh1k 6 " et kh2k 6 " etf1 4D f2 + h1 et f2 4D f3 + h2 alors f1 4D f3 + (h1 + h2) par additivité avec kh1 + h2k 6kh1k+ kh2k 6 2".� Additivité : si f1 4lim;D f2 alors 8"> 0 9h2 CDnorm khk 6 " et f1 4D f2 + h; doncf1 + g 4D f2 + g + h; donc f1 + g 4lim;D f2 + g.� Homothéticité : si f1 4lim;D f2 alors 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " et f1 4D f2 + h; donc�:f1 4D �:f2 + �:h pour � > 0; donc �:f1 4lim;D �:f2 car k�:hk 6 j�j:".� Stabilité : 4abs;D � 4D � 4lim;D (avech = 0).� Discrimination si4D est stable : elle est déduite des points (1) et (3) de la proposition 3.2.� Restriction : siD0 � D et 8"> 0 9h2 CDnorm khk 6 " et f 4D g+ h alors f 4DjD0 g+ h doncf 4lim;DjD0 g car khjD0k 6 khk 6 ".� Fusion faible finie ; fusion forte finie siCD est treillissé : si 8i2 I fini f 4lim;DjDi g; c.-à-d.8i2 I 9hi 2CDinorm khik 6 " et f 4DjDi g + hi; alors 8i2 I 9h0i 2 CDinorm kh0ik 6 " etf 4DjDi g + h0i avec 8d2Di h0i(d) = hi(d) et 8d2DnDi h0i(d) = 0.� Pour la fusion faible, si8i; j 2 I i 6= j ) Di \Dj = ?; alors 8i2 I f 4DjDi g+ h0i 4DjD1g + h0 par stabilité et additivité; avec h0 =Pi2I h0i.� Pour la fusion forte, dans le cas d’un treillis vectoriel, ona 8i2 I f 4DjDi g + h0i 4DjDi g + h0

par stabilité et additivité; avec h0 = supD;i2I(h0i).
Dans chaque cas, on akh0k 4 Pi2I kh0ik = Pi2I khik 6 jIj " et 8i2 I f 4DjDi g + h0; doncf 4Dj[i2IDi g + h0 donc f 4lim;Dj[i2IDi g.� Idempotence :f (4lim;D)lim;D g ssi 8"1> 0 9h1 2 CDnorm kh1k 6 "1 et 8"2> 0 9h22 CDnormkh2k 6 "2 et f 4lim;D g + h2 + h1; ssi f 4lim;D g avec "1 = "2 = " et h = h1 + h2.� Réciproque :f (<)lim;D g ssi 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " et f <D g+h donc g 4D f �h aveck�hk = khk 6 ".



206 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� Intersection (et< � > si CD est treillissé etI fini) : si f (Ti2I 4i)lim;D g alors 8"> 0 9h2CDnormkhk 6 " et 8i2 I f 4i;D g+ h donc 8i2 I f 4i;lim;D g. Réciproquement, si8i2 I f 4i;lim;D g
alors 8"> 0 9(hi)i2I 2CDnorm 8i2 I khik 6 " et f 4i;D g + hi donc 8"> 0 9h2CDnormkhk 6 jIj " et 8i2 I f 4i;D g + h par stabilité et additivité; avec h = supD((hi)i2I) etkhk 6Pi2I khik 6 jIj ". Il faut queI soit fini.� Réunion (< � > si I est fini) : si f (Si2I 4i)lim;D g alors 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " et9i" 2 I f 4i";D g + h: Si I est fini alors 9j 2 J fj 2 Iji" = j ; " > 0g est infini et8"> 0 9 0<"j 6 " i"j = j: Alors 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 "j 4 " et f 4i"j ;D g + h; doncf 4j;lim;D g donc f (Si2I 4i;lim;D) g. Réciproquement, si9i2 I 8"> 0 9h2CDnorm khk 6 " etf 4i;D g + h alors 8"> 0 9h2 CDnorm 9i2 I khk 6 " et f 4i;D g + h.� Produit (< � > si I est fini) : (fi)i2I (Ni2I 4i)lim;D (gi)i2I ssi 8"> 0 9(hi)i2I 2 (Qi2I Ci)Dnormk(hi)i2Ik = Pi2I khiki 4 " et (fi)i2I (Ni2I 4i) (gi)i2I + (hi)i2I: Donc 8j 2 I 8"> 09(hi)i2I 2 (Qi2I Ci)Dnorm khjkj 4 k(hi)i2Ik 4 " et (fi)i2I (Ni2I 4i) (gi)i2I+(hi)i2I; en particulierfj 4j gj + hj ; donc (fi)i2I (Ni2I 4i;lim;D) (gi)i2I. Réciproquement, si(fi)i2I (Ni2I 4i;lim;D)(gi)i2I; c.-à-d. 8i2 I 8"i> 0 9hi2CDi;norm khiki 4 "i et fi 4i gi + hi; alors 8"> 09(hi)i2I 2 (Qi2I Ci)Dnorm k(hi)i2Ik = Pi2I khiki 6 Pi2I "i 4 " et 8i2 I fi 4i gi + hi avec"i = "=jIj; donc (fi)i2I (Ni2I 4i)lim;D (gi)i2I. Il faut queI soit fini.

Distribution. [ f 4�D g ssi �:f 4D �:g ]� Réflexivité : f 4�D f ssi �:f 4D �:f .� Antisymétrie : si �:f 4D �:g 4D �:f alors �:f = �:g donc f = gsi � > 0.� Transitivité : si �:f 4D �:g 4D �:h alors �:f 4D �:h.� Totalité : Si4D compare toutf etg, elle compare en particulier�:f et�:g.� Additivité : si �:f 4D �:g alors �:f + �:h 4D �:g + �:h.� Homothéticité : si�:f 4D �:g alors �:�:f = �:�:f 4D �:�:g = �:�:g pour � > 0.� Stabilité : si8d2D f(d) 4 g(d) alors8d2D �(d):f(d)4 �(d):g(d); c.-à-d.�:f 4abs;D �:g; donc�:f 4D �:g.� Discrimination : sif 4abs;D g et �:g 4D �:f alors�:f 4abs;D �:g 4D �:f donc �:g 4abs;D �:f; doncg 4abs;D f si � > 0.� Restriction : si �:f 4D �:g alors 8D0�D �:f 4DjD0 �:g.� Fusion forte (resp. faible) : si8i2 I �:f 4DjDi �:g alors 8i2 I �:f 4Dj[i2I �:g.� Composabilité à droite : Sif 4�D f 0; c.-à-d.�:f 4D �:f 0 alors�:h+�:f �g 4g�1(D) �:h+�:f 0�g donch+ f � g 4�g�1(D) h+ f 0 � g.� Réciproque :f (<)� g ssi �:f < �:g ssi f <� g.� Complémentaire :f (64)� g ssi �:f 64 �:g ssi f 64� g.� Intersection :f (Ti2I 4i;D)� g ssi 8i2 I �:f 4i;D �:g ssi f (Ti2I 4i;D�) g.� Réunion : par l’intersection et le complémentaire.� Produit :(fi)i2I (Ni2I 4i;D)� (gi)i2I ssi 8i2 I �:fi 4i;D �:gi ssi (fi)i2I (
i2I4i;D�) (gi)i2I.
Coût majoré d’un facteur au moins �0 > 1. [ f 4maj(�0);D g ssi 8�2A �:f 4D g avec A = [0; �0] ]� Antisymétrie (triviale) : par inclusion (tabl. 3.2) car4maj(A);D = T�2A4majf�g;D � 4majf1g;D = 4D.

Voir aussi le cas de l’équivalence ci-dessous.



D.3 MESURE DE PERFORMANCE 207� Transitivité : si 8�2A �:f 4 g et 8�2A �:g 4 h alors 8�2A p�:f 4 g et
p�:g 4 h carp� 2 A: En effet si � 6 1 alors

p� 6 1 < �0 et si � > 1 alors
p� 6 p�0 < �0: Donc�:f = (p�)2:f 4 p�:g 4 h par homothéticité.� Homothéticité : si8�2A �:f 4D g alors 8�2A �:�0:f = �0:�:f 4 �0:g pour �0 > 0.� Discrimination : par inclusion (tabl. 3.2) car4maj(A);D � 4D.� Restriction : si8�2A �:f 4D g alors 8D0�D 8�2A �:f 4DjD0 g.� Fusion forte (resp. faible) : si8�2A 8i2 I �:f 4DjDi g alors 8i2 I 8�2A �:f 4Dj[i2IDi g.� Idempotence :(4maj(�))maj(�) = 4maj(�2) � 4maj(�) car 1 < � < �2 (cf. x3.6.6, Coûts majorés).� Complémentaire : sif (64)maj(A) g; c.-à-d. 8�2A �:f 64 g; alors 9�2A �:f 64 g; donc:(8�2A �:f 64 g); c.-à-d. f 64maj(A) g.� Relation stricte : sif (�)maj(A) g; c.-à-d. 8�2A �:f 4 g et �:f 6< g alors 8�2A �:f 4 g et9 1<�0 2A �0:f 6< g; donc 8�2A �:f 4 g et 9 1<�0 2A f 6< (1=�0):g par homothéticité;

donc 8�2A �:f 4 g et 9�0 2A f 6< �0:g car 1=�0 < 1; donc 8�2A �:f 4 g et:(8�02A f < �0:g); donc f 4maj(A) g et :(f <maj(A) g); c.-à-d. f �maj(A) g.� Équivalence (triviale) : supposons8�2A �:f 4 g et 8�2A �:g 4 f: Soit 1 < � < �0; alors�2:f 4 f par homothéticité; donc (�2�1):f 4 0 par additivité; donc f 4 0 par homothéticité: Or0 = 0:g 4 f donc f � 0: De mêmeg � 0; donc 8�2A �:f � g; donc �maj(A) � (�)maj(A):
Réciproquement si8�2A �:f � g alors 0 = 0:f � g et f � (1=�)g � 0; donc 8�2A�:f 4 g et 8�2A �:g 4 f; donc (�)maj(A) � �maj(A).� Intersection :f (Ti2I4i;D)maj(�) g ssi 8i2 I 8�2A �:f 4i;D g ssi f (Ti2I 4i;Dmaj(�)) g.� Réunion :f (Si2I 4i;D)maj(�) g ssi 8�2A 9i2 I �:f 4i;D g si 9i2 I 8�2A �:f 4i;D g ssif (Si2I 4i;Dmaj(�)) g.� Produit : (fi)i2I (Ni2I 4i;D)maj(�) (gi)i2I ssi 8�2A 8i2 I �:fi 4i;D gi ssi (fi)i2I (Ni2I4i;Dmaj(�)) (gi)i2I.

Coût majoré d’un facteur limite au moins �0 > 1. [ f 4majl(�0);D g ssi 8�2 [0; �0[ �:f 4D g ]

Il suffit de remplacerA = [0; �0] parA = [0; �0[ dans les démonstrations précédentes pour lecoût majoré
d’un facteur au moins�0 > 1, car nous n’avons jamais employé l’hypothèse�0 2 A. Alternativement, on peut
aussi déduire certaines propriétés par compatibilité avec la réunion car4majl(�0) = S1<�<�0 4maj(�).
Coût majoré. [ 4maj = S1<�4maj(�) ]� Antisymétrie (triviale) : sif 4maj(�1) g et g 4maj(�2) f alorsf 4maj(min(�1;�2)) g et g 4maj(min(�1;�2))f lorsque 4D est homothétique; avec 1 < min(�1; �2), et l’on est ramené au cas de4maj(�). Voir

aussi cas de l’équivalence ci-dessous.� Transitivité : sif 4maj(�1) g et g 4maj(�2) h alors f 4maj(min(�1;�2)) g et g 4maj(min(�1;�2)) h lorsque4D est homothétique; avec 1 < min(�1; �2).� Homothéticité, discrimination, restriction et compatibilité avec la réciproque et la réunion : elles sont
préservées par la réunion4maj = S1<�4maj(�).� Fusion forte (resp. faible) finie : SiI est fini alors

Ti2I 4maj(�i);DjDi � Ti2I 4maj(minj2I(�j));DjDi �4maj(minj2I(�j));Dj[i2IDi avec minj2I(�j) > 1.� Idempotence :(4maj)maj = S1<�(S1<�0 4maj(�0))maj(�) = S1<�;�0 4maj(��0) = 4maj.



208 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� Relation stricte : si f (�)maj g; c.-à-d. 9�> 1 f (�)maj(�) g alors f �maj(�) g; doncf �maj g.� Équivalence (triviale) : sif 4maj g et g 4maj f alors 9�1> 1 9�2> 1 f 4maj(�1) g etg 4maj(�2) f alors f 4maj(�) g et g 4maj(�) f avec � = min(�1; �2) > 1; donc f � g � 0 car�maj(�) = f(0; 0)g.� Intersection : (Ti2I 4i)maj(�) = Ti2I 4i;maj(�). On a réciproquement,
Ti2I 4i;maj(�i) � Ti2I4i;maj(minj2I (�j)) = (Ti2I 4i)maj(minj2I(�j)). Il faut queI soit fini pour qu’il existeminj2I(�j) > 1.� Produit : Comme l’intersection en remplaçant< \ > par< 
 >.

Coût négligeable. [4n�egl = T06�4maj(�) ]

Il suffit de remplacerA = [0; �0] par A = [0;+1[ dans les démonstrations précédentes pour lecoût majoré
d’un facteur au moins�0 > 1, car nous n’avons jamais employé l’hypothèse queA était borné. Alternativement,
on peut aussi déduire certaines propriétés par compatibilité avec l’intersection car4n�egl = T06�4maj(�).� Idempotence :(4n�egl)n�egl = T06�(T06�0 4maj(�0))maj(�) = T06�;�0 4maj(��0) = 4n�egl.
D.3.6.6 Graduation des coûts.

Coût statique déduit d’un coût statique général.

(1) � 4�ni(�);D = 4Dj� \4abs;DjDn� = 4Dj� \4abs-pp(�);D � 4abs-pp(�);D.� 4abs-pp(�);D = 4abs;DjDn� � 4DjDn� = 4pp(�);D par stabilité.� Si f 4pp(�);D g; soitN = maxd2�(jdj); alors8n>N f 4DjDn g avecDn = fd 2 D j n = jdjg;
donc f 4asymloc;D g.

(2) � 4�ni(�);D = 4Dj� \ 4abs;DjDn� � 4Dj� \ (T�0 fini�Dn�4abs;Dj�0) � 4Dj� \ (T�0 fini�Dn�4Dj�0)
par stabilité;=T�0 fini�Dn�(4Dj� \4Dj�0) � T�0 fini��4Dj�0 par fusion faible;= 4p�ni;D.� Si f 4p�ni(�);D g alors 8�0 fini �� f 4Dj�0 g. Soient N = maxd2�(jdj) et 8n2 IN Dn =fd 2 D j n > jdjg; alors 8n>N Dn fini � DN � � donc f 4DjDn g; c.-à-d. f 4asymglob;D g.� 4asymglob(N) = Tn>N 4jfd2D : n>jdjg � Tn>N 4jfd2D : n=jdjg par compatibilité avec la restriction;=4asymloc(N).

Distribution.

(3) f (4�1)�2 g ssi �2:f 4�1 �2:g ssi �1:�2:f 4 �1:�2:g.

(4) Si 8d2D f(d) 4 g(d) alors 8d2D �(d):f(d)4 �(d):g(d). La réciproque est est vraie si8d2D�(d) 6= 0. Le raisonnement est identique pourabs-pp, sur l’ensembleD n� avec� fini.

(5) f (4jD0)� g ssi �:f 4jD0 �:g ssi (�:f)jD0 4D0 (�:g)jD0 ssi fjD0 4� gjD0 ssi f (4�)jD0 g.

Coût limite.

(6) Si f 4D g alors f 4lim;D g + h avec h = 0 2 CDnorm.

Coût maximum.

(7) Si 9d02D 8d2D f(d) 6 g(d0) alors 8n> jd0j 8d2Dn f(d) 6 g(d0); avec Dn = fd 2 D jn 6 jdjg et d0 2 Dn.
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(8) � Si 8d2D f(d) 4 g(d) alors 8n2 IN 9d02Dn 8d2Dn f(d) 4 g(d0); avec g(d0) =maxd2Dn g(d) et Dn = fd 2 D j n 6 jdjg; donc 4abs � 4max-asymloc.� Le point précédent s’applique aussi à4max-asymglob avecDn = fd 2 D j n = jdjg.
Coûts majorés. Notons (�) tout d’abord que< (4majf�1g)majf�2g = 4majf�1�2g >. En effet, pour toutf; g 2 CD on a f (4majf�1g)majf�2g g ssi �2:f 4majf�1g g ssi �1�2:f 4 g ssi f 4majf�1�2g g.

(9) (4maj(�1))maj(�2) = T06�026�2(T06�016�1 4majf�01g)majf�02g = T06�026�2 T06�016�1 4majf�01�02g par (�);= T06�6�1�2 4majf�g = 4maj(�1�2).
(10) (4majl(�1))maj(�2) = T06�02<�2(T06�016�14majf�01g)majf�02g = T06�02<�2 T06�016�1 4majf�01�02g par (�);= T06�<�1�2 4majf�g = 4majl(�1�2). Le raisonnement est identique pour les autres égalités.

(11) si 8�016�1 �01:f 4 g et 8�026�2 �02:g 4 h alors 8�6�1�2 9�016�1 9�026�2 � = �01�02 et�01:f 4 g et �02:g 4 h; alors �01�02:f 4 �02:g 4 h par homothéticité; donc 8�6�1�2 �:f 4 h.

(12) 4maj(�1) �4majl(�2) = 4maj(�1) �(T06�<�24maj(�) � T06�<�2(4maj(�1) �4maj(�)) � T06�<�24maj(�1�)= T06�<�1�2 4maj(�) = 4majl(�1�2). Le raisonnement est identique pour les autres inclusions.Alter-
nativement, on peut simplement reprendre le point précédent avec des< < > à la place de certains< 6 >.

(13) 4n�egl = T06�4majf�g � T06�4�24majf�g = 4maj(�2) � T06���24majf�g = 4majl(�2) � T06�4�14majf�g = 4maj(�1) � T06���1 4majf�g = 4majl(�1) � S1<�4maj(�) = 4maj � 4majf1g = 4D.

(14) L’identité est déduite de4maj(�2) � 4maj(�1) lorsque�1 < �2 (pt. 13).

(15) L’identité est déduite de4majl(�2) � 4majl(�1) lorsque�1 < �2 (pt. 13)).

Support fini.

(16) � 4abs � 4moy est la condition de stabilité (cf.x3.6.3).� Supposonsf 4moy-lim g alors 8"> 0 9c2 C kck 6 " et
Pd2D f(d) 6 Pd2D g(d) + c carD est fini. Soitc0 =Pd2D g(d)�f(d). Considérons" = 1=(n+1) pourn 2 IN. Il existe alors une suite(cn)n2IN deC+ vérifiant :8n2 IN kcnk < 1=(n+ 1) et 0 6 c0 + cn. La suite(c0n)n2IN = (c0 + cn)n2IN

converge versc0 en restant dans le ferméC+, donc c0 > 0, c’est-à-diref 4moy g. Autrement dit,4moy-lim � 4lim. L’inclusion réciproque est donnée par le point (6).

(17) � 4abs � 4max est la condition de stabilité (cf.x3.6.3).� Supposonsf 4max-lim g alors 8"> 0 9c2 C kck 6 " et 9d02D 8d2D f(d) 4 g(d0) + c carD est fini. Soitc0 = g(d0)� f(d). Le même raisonnement qu’au point (16) ci-dessus conduit àc0 < 0,
c’est-à-diref 4max g. Autrement dit,4max-lim � 4lim. L’inclusion réciproque est aussi donnée par le
point (6).

(18) 4pp(D) = 4j? = �triv et 4asymloc � 4asymloc(1+maxdeD jdj) = 4j? = �triv.
(19) Ces points figurent dans les tableaux 3.4 et 3.5.

Coûts d’usage pratique.� Les programmesdouble1 etdouble2 (cf. x3.4.2) montrent quedouble1 67abs double2 et double1<moy-�ni double2.� Les deux fonctionsf etg données en exemple du coût moyen presque fini (cf.x3.4.6) vérifientf 4moy-p�nig etf 64moy-�ni g carf n’est inférieure àg que surf0g.� Le même exemple vérifieg 4moy-lim f etg 64moy-p�ni f .� On a, avecD singleton,h2i 64moy-�ni h1imaish2i 4abs-pp h1i.



210 ANNEXE D. DÉMONSTRATIONS AUXILIAIRES� Soientf etg définies parf(n) = (�1)n etg(n) = (�1)n+1 pourn 2 IN, ainsi qu’une taillejnj = bn=2c.
Alors f �moy-asymglob g, maisf etg ne sont pas comparables par4moy-p�ni.

D.4 Optimisation et optimalité.

Démonstration (proposition 4.1 page 120).� Si p1 v p2 v p3 alors L(p1) = L(p2)jDom(p1) et L(p2) = L(p3)jDom(p2) donc L(p1) =L(p3)jDom(p2)\Dom(p1) = L(p3)jDom(p1) car Dom(p1) � Dom(p2); donc p1 v p3; donc v est
transitif: Par ailleursp v p car L(p) = L(p)jDom(p) donc v est réflexif.� (�) = (v \w) est la fermeture symétrique dev.� Si p1 �D p2 �D p3 alors L(p1)jD = L(p2)jD = L(p3)jD; donc p1 �D p3; donc �D est transitif.� Si q0 2 Equivstr(q); c.-à-d. q0 � q; alors q v q0 donc q0 2 Equivpar(q).
Si q0 2 Equivpar(q); alors p v q v q0 donc q0 2 Equivpar(p).� Si p0 2 Equivstr(p) et q0 2 Equivstr(q) et q00 2 Equivpar(q) alors p0 � p v q � q0 � q v q00 doncp0 v q0 v q00.� Si q 2 Equivpar(p) alors L(p) = L(q)jDom(p); donc L(p)jD = L(q)jD car D � Dom(p); doncq 2 EquivD(p).
Si q 2 EquivD(p) alors L(q)D = L(p)D donc L(p)jD0 = L(q0)jD0 car D0 � D; donc q 2EquivD0(p).� Si p1 2 Equivstr(p) et p2 2 Equivpar(p) et p3 2 EquivD(p) alors L(p1)jD = L(p2)jD = L(p3)jD carDom(p1) � Dom(p2) = Dom(p) � D � Dom(p3) donc p1 �D p2 �D p3.

Si L est une injection etp0 2 Equivstr(p); alors L(p0) = L(p); donc p0 = p. �
Démonstration (proposition 4.2 page 120).� Supposonsp v p0; c.-à-d. (L p) = (L p0)jDom(p).� 8q2P L (p � q) = (L p) � (L q) = (L p0)jDom(p) � (L q) = (L p0) � (L q)jL(q)�1(Dom(p)) =(L p0) � (L q)jDom(p�q)) = L (p0 � q)jDom(p�q)); donc p � q v p0 � q.� 8q2P L (q � p) = (L q) � (L p) = (L q) � (L p0)jDom(p) = (L q) � (L p0)jL(p)�1(Dom(q)) =L (q � p0)jDom(q�p)); donc q � p v q � p0.� Si p � p0; c.-à-d. p v p0 et p w p0; alors 8q2P q v p0 � q et q � p v q � p0 et q w p0 � q etq � p w q � p0 donc p � q � p0 � q et q � p � q � p0.� Si (Lp)jD = (Lp0)jD alors(Lp)jD�(Lq)jL(q)�1(D) = (Lp0)jD�(Lq)jL(q)�1(D) carL(q)(L(q)�1(D)) � D;

donc L (p � q)jL(q)�1(D) = L (p0 � q)jL(q)�1(D): D’autre part (L q) � (L p)jD = (L q) � (L p0)jD doncL (p � q)jD = L (p0 � q)jD. �
Démonstration (proposition 4.3 page 121).

(1) � Si x 2 Emin4(E) \ A; c.-à-d. x 2 A et 8y 2E y 4 x ) x 4 y; alors x 2 A et8y 2A y 4 x ) x 4 y car A � E; donc x 2 Emin4(A).� x 2 Emin4(A) ssi 8y 2A y 4 x ) x 4 y ssi 8y 2A y 64 x _ x 4 y ssi 8y 2A:(y 4 x ^ x 64 y) ssi 8y 2A x 6� y ssi x 2 Min6�(A).
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(2) � Si x 2 (Min4(E) \ A); c.-à-d. x 2 A et 8y 2E x 4 y; alors x 2 A et 8y 2A x 4 y carA � E; donc x 2 Min4(A).� Si x 2 Min4(A); c.-à-d. x 2 A et 8y 2A x 4 y alors 8y 2A y 4 x ) x 4 y; doncx 2 Emin4(A)
(3) � x 2 MinorA;4(A) ssi x 2 A et 8y 2A x 4 y ssi x 2 Min4(A).� x 2 (A \MinorE;4(A)) ssi x 2 A et x 2 E et 8y 2A x 4 y ssi x 2 Min4(A).� On a MinorA;4(A) = Min4(A); donc MinorE;4(E) = Min4(E) pour A = E; doncMinorE;4(E)jA = Min4(E)jA.

(4) � x 2 InfA;4(A) ssi x 2 A et 8y2A x 4 y et 8z 2A (8y2A z 4 y) ) z 4 x; or si8y2A z 4 y alors z 4 x car x 2 A donc x 2 InfA;4(A) ssi x 2 A et 8y2A x 4 y ssix 2 Min4(A).� x 2 InfE;4(A)jA ssi x 2 A et 8y 2A x 4 y et 8z 2E (8y 2A z 4 y) ) z 4 x; or si8y2A z 4 y alors z 4 x car x 2 A donc x 2 InfE;4(A) ssi x 2 A et 8y2A x 4 y ssix 2 Min4(A).� On a InfA;4(A) = Min4(A); donc InfE;4(E) = Min4(E) pour A = E; donc InfE;4(E)jA =Min4(E)jA.

(5) Soientx1 2 (Emin4(E)\A); x2 2 (Min4(E)\A); x3 2 Min4(A); x4 2 Emin4(A); x5 2 A: Alors8y2E y 4 x1 ) x1 4 y et 8y 2E x2 4 y et 8y2A x3 4 y et 8y 2A y 4 x4 ) x4 4 y;
donc x2 4 x1; x3; x4; x5 et x3 4 x1; x2; x4; x5 donc x1 4 x2 et x4 4 x3: Par conséquentx1 � x2 � x3 � x4 et x2; x3 4 x5.

La relation4 est totale ssi4 [< = �triv. On a dans ce cas6� = {(64 \ <) = 4 [ 6< = (4 [ 6<) \ �triv =(4[6<)\(4[<) = 4\(6<[<) = 4\�triv = 4: Par conséquentEmin4(A) = Min6�(A) = Min4(A). �
Démonstration (tableau 4.1 page 122).

Plus petits éléments.� Relation stricte :x 2 Min�(A) ssi x 2 A et 8y2A x � y: Or x 6� x; donc Min�(A) = ?.� Inclusion : déduit de l’intersection.� Intersection : x 2 Min\i2I4i(A) ssi x 2 A et 8y 2A 8i2 I x 4i y ssi 8i2 I (x 2 A et8y2A x 4i y) ssi x 2 Ti2IMin4i(A).� Réunion :x 2 Min[i2I4i(A) ssi x 2 A et 8y 2A 9i2 I x 4i y si 9i2 I (x 2 A et 8y 2A x 4i y) ssix 2 Si2IMin4i(A).� <A � A0 > : On a vu (prop. 4.3.2) queMin4(A0)\A = Min4jA(A0) � Min4(A); donc Min4(A) �Min4(A0) et Min4jA(E) = Min4(E) \ A � Min4(E) \ A0 = Min4jA0(E).
Pour la restriction àA, on a exactement les mêmes propriétés car< \A > se distribue sur l’intersection et la
réunion.

Éléments minimaux.� Relation stricte : Sif(4) = 6� = {(64\<) = 4[ 6< alors f(�) = (4\ 6<)[ {(64\<) = (4\ 6<)[(4[ 6<) = 4[ 6< = f(4): Or Emin4(A) = Min6�(A) donc Emin�(A) = Min6�(A) = Emin4(A).� Intersection : Soit4 = Ti2I 4i: On a Emin4(A) = Min6�(A): Or 6�� Ti2I 6�i (tabl. 3.1); doncMin6�(A) � Min\i2I 6�i(A) � Ti2IMin6�i(A) = Ti2I Emin4i(A).� < A � A0 > : l’argument est identique au casMin car Emin4(A0) \ A = Emin4jA(A0) � Emin4(A)
(prop. 4.3.1).
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Pour la restriction àA, on a aussi les mêmes propriétés car<\A > se distribue sur l’intersection et la réunion.�
Démonstration (proposition 4.4 page 123).

(1) p 4 p et p 2 Equivstr(p) � P . C’est l’analogue du programme résiduel trivial (cf.x1.3.1).

(2) q 2 EvapoptF(p) ssi q 4 p et 8q0 2P q 4 q0 ssi 8q02P q 4 q0 ssi 8q02P q 2 Evap(q0) ssiq 2 Tq02P Evap(q0).
(3) q 2 Evapoptf(p) ssi q 4 p et 8q0 2P q0 4 p ) q 4 q0 ssi q 2 Evap(p) et 8q02Evap(p)q 2 Evap(q0) ssi q 2 Evap(p) \ (Tq02Evap(p) Evap(q0)): De plus si Evap(p) 6= ?; c.-à-d.9q0 2P q0 4 p alors q 4 q0 4 p. La conditionq 2 Evap(p) est donc superflue.

(4) q 2 EvapminFP;4 (p) ssi q 4 p et 8q0 2P q0 6� q ssi q 2 EvapP;4(p) et 8q0 2P q 2 EvapP;6�(q0) ssiq 2 EvapP;4(p) \ (Tq02P EvapP;6�(q0)).
(5) q 2 EvapminFP;4 (p) ssi q 4 p et 8q0 2P q0 4 p ) q 6� q0 ssi q 2 EvapP;4(p) et 8q02EvapP;4(p)q 2 EvapP;6�(q0) ssi q 2 EvapP;4(p) \ (Tq02EvapP;4(p) EvapP;6�(q0)).
(6) Soit q 4 p: On a q =2 EvapminF(p) ssi 9q0 2P q0 4 q ^ q 64 q0; donc q0 4 p par

transitivité; donc 9q02P q0 4 p ^ q0 4 q ^ q 64 q0; donc q =2 Evapminf(p): Par conséquentEvapminf(p) � EvapminF(p). Le reste des inclusions est donné par les points (1) et (2) dela proposition 4.3
avecE = P et A = EvapP;4(p).
Si4 est totale,Emin est équivalent àMin (prop. 4.3.2), doncEvapoptF = EvapminF.

(7) C’est la traduction du point (5) de la proposition 4.3. Parce que� est transitive, l’ordre des ensembles
dans cette formule est sans importance.

(8) On sait queEquivstr(p) = fpg (prop. 4.1). On a trivialementp 2 EvapoptFstr (p) ; les inclusions du point (6)
sont donc saturées.

La sectionx4.4 recelle quelques exemples d’inclusions strictes.�
Démonstration (tableau 4.2 page 124). Nous donnons uniquement les propriétés de l’évaluation partielle
simple. Celles des évaluations partielles optimales et minimales sont déduites du tableau 4.1.� Relation stricte :Evap�(p) = Evap4\6<(p) = Evap4(p) \ (Evap 6<(p)) � Evap4(p).� Inclusion : elle est déduite de l’intersection.� Intersection :q 2 Evap\i2I4i(p) ssi 8i2 I q 4i p ssi q 2 (Ti2I Evap4i(p)).� Réunion : q 2 Evap[i2I4i(p) ssi 9i2 I q 4i p ssi q 2 (Si2I Evap4i(p)).� < P � P 0 > : q 2 EvapP (p) ssi q 2 P et q 4 p ssi q 2 P 0 et q 4 p et q 2 P ssiq 2 (EvapP 0(p) \ P ).
SoitP un ensemble qui vérifieEquivstr(p) = Equivstr(p0) � P � Equivpar(p) = Equivpar(p0).� Evap : si q 2 EvapP (p) alors q 2 P et q 4 p 4 p0 donc q 2 EvapP (p0); et donc EvapP (p) �EvapP (p0).� Evapmin : si q 2 EvapminP (p) alors q 2 P et q 4 p 4 p0 et 8q0 2P q0 4 q ) q 4 q0 doncq 2 EvapminP (p0); et donc EvapminP (p) � EvapminP (p0).� Evapoptf : si q 2 EvapoptfP (p0); alors q 2 P et q 4 p0 et 8q02P q0 4 p0 ) q 4 q0; orp 2 P et p 4 p0; donc q 4 p: De plus 8q0 2P si q0 4 p alors q0 4 p0; donc q 4 q0; doncq 2 EvapoptfP (p0); et donc EvapoptfP (p) � EvapoptfP (p0).� EvapoptF : l’évaluation partielle optimale forte ne dépend que deP (prop. 4.4.2), doncEvapoptFP (p) =EvapoptFP (p0). �
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Démonstration (proposition 4.6 page 139).� Soit x 2 Emin4(A), c’est-à-direx 2 A et pour tout y 2 A, si y 4 x alors x 4 y. Pour touty0 2 Emin40(f 0(A)), si y0 40 f 0(x) alors f(y0) 4 f(f 0(x)) 4 x donc x 4 f(y0) par hypothèse surx.
Par conséquent,f 0(x) 40 f 0(f(y0)) 40 y0. Autrement dit,f 0(x) 2 Emin40(f 0(A)).� f 0(Emin4jA(E)) = f 0(Emin4(E) \ A) � f 0(Emin4(E)) \ f 0(A) � Emin40(f 0(E)) \ f 0(A) =Emin40jf 0(A)(f 0(E))� Soit x 2 Min4(A), c’est-à-dire pour touty 2 A, x 4 y. Pour tout y0 2 Min40(f 0(A)), on a en
particulier x 4 f(y0) et doncf 0(x) 40 f 0(f(y0)) 40 y0. Autrement dit,f 0(x) 2 Min40(f 0(A)).� f 0(Min4jA(E)) = f 0(Min4(E) \ A) � Min40(f 0(E))\ f 0(A) = Min40jf 0(A)(f 0(E)) �

Démonstration (proposition 4.7 page 140). SiP = Equivstr(p) etP 0 = Equivstr(T 0(p)), alors pour toutq 2 P , T 0(q) � T 0(p) donc,T 0(P ) � P 0. On a de mêmeT (P 0) � P . La situation est identique pour
l’extension paresseuse : siP = Equivpar(p) etP 0 = Equivpar(T 0(p)), alors pour toutq 2 P , T 0(q) w T 0(p),
donc T 0(P ) � P 0. De même, pour toutq0 2 P 0, T (q0) w T (T 0(p)) w p, doncT (P 0) � P . Ce sont les seules
hypothèses que nous utiliseront surP etP 0. Les démonstrations qui suivent utilisent principalement les lignes 5
et 7 du tableau 4.2.� Soit q 2 EvapP;(p), c’est-à-direq 2 P et q 4 p. Alors T 0(q) 2 T 0(P ) et T 0(q) 40 T 0(p). Autrement

dit, T 0(q) 2 EvapT 0(P )(T 0(p)) � EvapP 0(T 0(p)) car T 0(P ) � P 0 (tabl. 4.2).� EvapoptFP (p) = MinjEvapP (p)(P ) par définition, doncT 0(EvapoptFP (p)) � MinjT 0(EvapP (p))(T 0(P ))
d’après la proposition 4.6. OrT 0(EvapP (p)) � EvapP 0(T 0(p)) d’après le point précédent. On a donc
bien l’inclusion dansMinjEvapP 0 (T 0(p))(P 0) (tabl. 4.2). Et cet ensemble n’est autre queEvapoptFP 0 (T 0(p)).� D’après le point (3) de la proposition 4.4, on aEvapoptfP (p) = EvapP (p) \ (Tq2EvapP (p) EvapP (q)).
Par conséquentT 0(EvapoptfP (p)) � T 0(EvapP (p)) \ (Tq2EvapP (p) T 0(EvapP (q))) � EvapP 0(T 0(p)) \(Tq2EvapP (p) EvapP 0(T 0(q))).
Pour montrer ensuite que

Tq2EvapP (p) EvapP 0(T 0(q)) � Tq02EvapP 0(T 0(p)) EvapP 0(q0), on vérifie que
chaque terme présent dans la seconde intersection contient un terme présent dans la première. Soit doncq0 2 EvapP 0(T 0(p)). Alors le programmeq = T (q0) appartient àEvapT (P 0)(T (T 0(p))) � EvapP (p)
car T (P 0) � P et T (T 0(p)) 4 p (tabl. 4.2), et il vérifieEvapP 0(T 0(q)) = EvapP 0(T 0(T (q0))) �EvapP 0(q0)). En résumé, on aT 0(EvapoptfP (p)) � EvapP 0(T 0(p)) \ (Tq02EvapP 0 (T 0(p)) EvapP 0(q0)) =EvapoptfP 0 (T 0(p))).� EvapminP (p) = Emin(EvapP (p)) par définition, doncT 0(EvapminP (p)) � Emin(T 0(EvapP (p)))d’après
la proposition 4.6. OrT 0(EvapP (p)) � EvapP 0(T 0(p)). Par conséquent, on a donc bien l’inclusion dansEmin(EvapP 0(T 0(p))) = EvapminP 0 (T 0(p)).� T (T 0(EvapP (p))) � T (EvapP 0(T 0(p))) � EvapP (T (T 0(p)))) � EvapP (p) car T (T 0(p)) 4 p (tabl.
4.2). Le raisonnement est identique pour les évaluations partielles optimale forte et minimale. Il y a de
plus égalité pour l’évaluation partielle optimale forte car elle est indépendante dep.� En ce qui concerne l’évaluation partielle optimale faible, nous avons toujoursEvapoptfP (T (T 0(p))) =EvapP (T (T 0(p)))\(Tq2EvapP (T (T 0(p))) EvapP (q)). Comme nous l’avons déja fait ci-dessus, pour montrer
l’inclusion de

Tq2EvapP (T (T 0(p))) EvapP (q) dans
Tq2EvapP (p) EvapP (q), nous vérifions que chaque terme

présent dans la seconde intersection contient un terme présent dans la première. Soit doncq 2 EvapP (p).
Alors le programmeT (T 0(q)) appartient àEvapP (T (T 0(p))) � EvapP (p) car T (T 0(p)) 4 p (tabl.
4.2), et il vérifieEvapP (T (T 0(q))) � EvapP (q). Par conséquent,EvapoptfP (T (T 0(p))) � EvapP (p) \(Tq2EvapP (p) EvapP (q)) = EvapoptfP (p).

Notons que pour l’évaluation partielle optimale faible, il n’est pas possible d’utiliser un argument similaire à
l’évaluation partielle optimale forte ou minimale car elle ne vérifie pas la propriété donnée à la 5ème ligne du
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tableau 4.2. C’est pourquoi il nous a fallu détailler davantage. �
Démonstration (proposition 4.8 page 141). Pour tous programmesp et q deP, on a p � q ssi L(p) =L(q) ssi L0(T 0(p)) = L0(T 0(q)) ssi T 0(p) � T 0(q). Le résultat est identique pourT . Par ailleurs,L(p) =L0(T 0(p)) = L(T (T 0(p))) donc p � T (T 0(p)). On a donc bien une connexion de Galois (contractante)
entre(P;�) et (P 0;�0).

D’autre part, pour toutp 2 P et tous q1; q2 2 Equivstr(p), on a L(q1) = L(p) = L(q2), c.-à-d.L0(T 0(q1)) = L0(T 0(q2)). PuisqueL0 est injective, on aT 0(q1) = T 0(q2). On a alors trivialement�0(T 0(q1)) =�0(T 0(q2)), et donc T 0(q1) ��0 T 0(q2) car4 est réflexif. Réciproquement, siq01; q02 2 Equivstr(p0) pourp0 2 P 0, on aL0(q01) = L0(p0) = L0(q02), donc q01 = q02 et T (q1) �� T (q2). Enfin, pour tout programmesp deP, on a�(T (T 0(p))) 4 �0(T 0(p)) 4 �(p), c’est-à-direT (T 0(p)) 4� p. On a symétriquement le même résultat
pourP 0. Par conséquent,(T 0; T ) forme bien une correspondance stricte entreL etL0.

Pour conclure, nous savons que pour toutp0 2 P 0, on a p0 2 EvapoptFstr (p) = fp0g (prop. 4.4.8). En
particulier, pour toutp 2 P, on aT 0(p) 2 EvapoptF(T 0(p)), donc T (T 0(p)) 2 EvapoptF(p) (prop. 4.7). �
D.5 Transformations et correction.

Démonstration (lemme 5.1 page 159). Soit une dérivationM  u0;r0;�0 N q!(u;ru;�u)u2U P avecr0 =h�0 ! �0i et ru = h�u ! �ui pouru 2 U . Par définition, cela signifieN=u0 = �0�0, M = N [u0  �0�0],
et pour toutu 2 U , N=u = �u�u, etP = N [u �u�u].

Par hypothèse, pour toutu 2 U , ru ne se superpose pas àr0 enu=u0. Autrement dit,u=u0 =2 Occ(�0) ou�0(u=u0) 2 Var(�0) ou f�0=(u=u0); �ug n’est pas unifiable: Or u0 6 u et �u�u = N=u = (M [u0  �0�0])=u = �0�0=(u0=u) donc f�0=(u=u0); �ug est unifiable. Il ne subsiste queu=u0 =2 Occ(�0) ou�0(u=u0) 2 Var(�0).
Dans chaque cas, puisqueu0 6 u, l’occurrenceu=u0 pointe sous une variablexu de Var(�0) dans

le termeN=u0 = �0�0. Autrement dit, il existe une occurrencevu 2 Occxu(�0) telle quevu 6 u=u0.
Soit wu = (u=u0)=vu = u=(u0 � vu) ; c’est l’occurrence de la dérivation parru dans�0xu. Nous avons�0xu=wu = N=u = �u�u. NotonsXU = fxu j u 2 Ug l’ensemble des variables de�0 traversées parU et,
pourx 2 XU , Ux = fu 2 U j xu = xg l’ensemble des occurrences deU qui traversent dansN une variablex
donnée.

1. On cherche à relierM à P en utilisant les règles(ru)u2U avantr0. Pour cela, on suit les traces des
occurrences deU à travers la dérivation@0. Ces traces ont la propriété d’être parallèles entre elles. En
effet, les familles suivantes sont constituées d’occurrences disjointes :� (u)u2U par définition� (u=u0)u2U = (vu � wu)u2U car u0 6 U� (vu � wu)u2U;vu=v pour x 2 XU et v 2 Occx(�0) en tant que sous-famille� (wu)u2U;vu=v pour x 2 XU et v 2 Occx(�0) = fvg car �0 est linéaire� (v0 � wu)u2U;vu=v pour x 2 XU et v 2 Occx(�0) et v0 2 Occx(�0)� (u0 � v0 � wu)u2U;v02Occxu (�0) car OccX(�0) est constitué d’occurrences disjointes

L’ensembleU 0 = Su2U u0 �Occxu(�0) �wu est la trace des occurrences deU dans le termeM . On peut
donc définir une dérivation parallèle@0 = (u0; r0u0 ; �0u0)u02U 0 parr0u0 = ru et�0u0 = �u où u est l’unique
occurrence deU telle queu0 2 u0 �Occxu(�0) � wu.
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Pour toutv0 2 Occxu(�0), on aM=u0 �v0 �wu = �0�0=v0 �wu = �0xu=wu = �u�u. On a doncM q!@0M 0
avecM 0 =M [u0 �Occxu(�0) �wu  �u�u j u 2 U ]. Notons que si�0 est linéaire, alorsU 0 contient au
plusjU j occurrences ; si�0 est d’ordre zéro, alorsU 0 est vide etM 0 =M .

2. Soitx 2 XU et v0 2 Occx(�0), alors le termeM 0=u0 � v0 = M [u0 � Occxu(�0) � wu  �u�u j u 2U ]=u0 � v0 = (M=u0 � v0)[wu  �u�u j u 2 U; x = xu] = �0x[wu  �u�u j u 2 Ux] ne dépend que dex et non dev0 ; nous le notonstx.
Soit � la substitution sur les variables de�0 et�0 définie par�(x) = tx si x 2 XU , et �(x) = �0(x) six =2 (Var(�0) [ Var(�0)) nXU .

Alors P=u0 = N [u �u�u j u 2 U ]=u0 = (N=u0)[u=u0  �u�u j u 2 U ] = �0�0[vu � wu  �u�u ju 2 U ] = �0�0[Occxu(�0) � wu  �u�u j u 2 U ] = �0�0[Occx(�0)  �0x[wu  �u�uju 2 Ux] jx 2 XU ] = �0�0[Occx(�0) tx j x 2 XU ] = ��0.
D’autre part,M 0=u0 = (M=u0)[Occxu(�0) � wu  �u�u j u 2 U ] = �0�0[Occxu(�0) � wu  �u�u ju 2 U ] = �0�0[Occx(�0)  �0x[wu  �u�uju 2 Ux] j x 2 XU ] = �0�0[Occx(�0)  tx j x 2XU ] = ��0. Par conséquent,M 0  @0;�0 P .

En conclusion, on a bienM q!@0M 0  @0 P avecu0 6 U 0. �
Démonstration (lemme 5.2 page 159). On montre8@1 2Deriv(R1) 8@2 2Deriv(R2) 9@01 2Deriv(R1)9@02 2Deriv(R2) q @1 q!@2 � q!@02 q @01 avec Roots(Occ(@1) [ Occ(@2)) = Roots(Occ(@01) [ Occ(@02))
par récurrence surj@1j+ j@2j.

La proposition est triviale dans le cas@1 = ? ou @2 = ?. Supposons@1 6= ? et @2 6= ?. Soientu1 2 U1 = Occ(@1) et U2 = Occ(@2). Soit r1 la règle associée àu1 dans@1. La dérivation@1 s’écrit@1 = (u1; r1) [ @1jU1nfu1g. Quatre positions relatives des occurrences sont possibles.

1. Cas9u2U2 u = u1. Soit alorsr2 = h�2 ! �2i la régle associée àu dans@2.
1.1. Sir2 ne se superpose pas àr1 en�, il existe par application du lemme 5.1 une dérivation parallèle@02 der2 dominée paru telle que u;r1!u;r2 � q!@02  u;r1.
1.2. En revanche, sir2 se superpose àr1 en �, c’est nécessairement une superposition impropre carCritpro(R1; R2) = ?. Donc�2 2 X, et par conséquentr1 ne se superpose pas àr2 en �. Par

application du lemme 5.1, il existe donc une dérivation parallèle @01 der1 dominée paru telle que u;r1!u;r2 �!u;r2 q @01.
En tout état de cause, il existe des dérivations parallèles@01 et@02 der1 etr2, dominées paru, et telles que u;r1!u;r2 � q!@02 q @01 avecRoots(@01; @02) = fug.
OrU1 n fug k fug etU2 n u k fug, donc q @1 q!@2 = q @1jU1nfug  u;r1 !u;r2 q!@2jU2nfug � q @1jU1nfugq!@02 q @01 q!@2jU2nfug = q!@02 q @1jU1nfug q!@2jU2nfug q @01.
On peut appliquer l’hypothèse de récurrence à@1jU1nfug et@2jU2nfug. Il existe donc des dérivations@001 2Deriv(R1) et @002 2 Deriv(R2) telles que q @1jU1nfug q!@2jU2nfug � q!@002 q @001 avecRoots(@001 ; @002 ) =Roots((U1 n fug) [ (U2 n fug)) = Roots((U1 [ U2) n fug).
Or @01 et @02 sont dominées paru et u k Roots(@001 ; @002 ). On peut donc former les dérivations parallèles@01 [ @001 et @02 [ @002 . On a bien q @1 q!@2 � q!@02[@002 q @01[@001 et Roots(U1 [ U2) = Roots(@01; @02) [Roots(@001 ; @002 ).

2. Sinon, considérons le cas où V2 = fu2 2 U2 j u2 > u1g 6= ?. PuisqueU2 est constitué d’occurrences
disjointes, on peut placer les réductions aux occurrencesV2 en tête de@2 : q!@2 = q!@2jV2 q!@2jU2nV2.
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Par application du lemme 5.1, il existe une dérivation@02 dominée paru1 telle que @1ju1 q!@2jV2 �q!@02  @1ju1. Donc q @1 q!@2 � q @1jU1nfu1g q!@02  @1ju1 q!@2jU2nV2.
D’une partU1 est constitué d’occurrences disjointes et@02 est dominée paru1, doncU1 n fu1g k @02 etq @1jU1nfu1g q!@02 = q!@02 q @1jU1nfu1g.
D’autre part,u1 k (U2 n V2). En effet, siu2 2 U2 n V2 vérifie u2 6 u1 alors u2 6 u1 6 v2 pourv2 2 V2 6= ? contredit le fait queU2 est constitué d’occurrences disjointes. De même, on ne peut pas
avoir u2 > u1 car le casu2 = u1 a déjà été traité et éliminé, et le casu2 > u1 contreditu2 =2 V2. Par
conséquent, @1ju1 q!@2jU2nV2 = q!@2jU2nV2  @1ju1 .
Par conséquent,q @1 q!@2 � q!@02 q @1jU1nfu1g q!@2jU2nV2  @1ju1. On peut appliquer l’hypothèse de
récurrence à@1jU1nfu1g et @2jU2nV2. Il existe donc des dérivations@001 2 Deriv(R1) et @002 2 Deriv(R2)
telles que q @1jU1nfu1g q!@2jU2nV2 � q!@002 q @001 , et dont les racines vérifientRoots(@001 ; @002 ) = Roots((U1nfu1g) [ (U2 n V2)).
Or @02 k U1 n fu1g et @02 k U2 nV2 et u1 k U1 n fu1g et u1 k U2 n V2. On peut donc former les dériva-
tions parallèles@1ju1 [ @001 et @002 [ @02. On a bien q @1 q!@2 � q!@002 [@02 q @01[@001 et Roots(U1 [ U2) =Roots(u1; @001 ; @02; @002 ).

3. Sinon, si9u22U2 u2 < u1, on permute le rôle de@1 et@2 et l’on procède comme au point 2 ci-dessus.

4. Il ne reste que le cas où u1 k U2. On peut alors permuterq @1 q!@2 = q @1jU1nfu1g !@1ju1 q!@2 =q @1jU1nfu1g q!@2 !@1ju1 et appliquer l’hypothèse de récurrence à@1jU1nfu1g et @2. La conclusion de ce
cas de figure est identique ensuite à celle du point 2.�

Démonstration (lemme 5.6 page 162). Soit une dérivationM  u0;r0;�0 N q!(u;ru;�u)u2U P avecr0 =h�0 ! �0i et ru = h�u ! �ui pouru 2 U . Par définition, cela signifieN=u0 = �0�0, M = N [u0  �0�0],
et pour toutu 2 U , N=u = �u�u, etP = N [u �u�u].

Comme on l’a vu à propos de la démonstration du lemme 5.1, pour tout u 2 U l’occurrenceu=u0
pointe sous une variablexu deVar(�0) dans le termeN=u0 = �0�0. Autrement dit, il existe une occurrencevu 2 Occxu(�0) telle quevu 6 u=u0. Soitwu = (u=u0)=vu = u=(u0 � vu) ; c’est l’occurrence de la dérivation
parru dans�0xu. Nous avons�0xu=wu = N=u = �u�u. NotonsXU = fxu j u 2 Ug l’ensemble des variables
de�0 traversées parU et, pour toutx 2 X, Ux = fu 2 U j xu = xg, l’ensemble des occurrences deU qui
traversent dansN une variablex donnée.

1. Pour toutx 2 XU et tout u 2 Ux, on notetu = �0(x)[wu  �u�u]. On a alors la famille de
dérivations(�0(x) !wu;ru tu)u2Ux. D’après le lemme 5.5, il existe un termet0x et des dérivations
concrètes(tu !�ru t0x)u2Ux. Pour toutu 2 Ux, on a�0(x) !�(wu;ru;�u);ru t0x. On choisit n’importe quel
élémentux 2 Ux 6= ? pour définirr0 = Sx2XU u0 � Occx(�0) � ((wux ; rux; �ux);rux). On a alorsM !�r0 M 0 =M [u0 �Occx(�0) t0x j x 2 XU ].

2. Nous avons fait en sorte que, pourx 2 XU fixé, chacun des termes�0x sous la variablex de�0 dansM subisse la même dérivation. Nous pouvons ainsi former une substitution � sur les variables de�0
et �0 par�(x) = t0x si x 2 XU et �(x) = �0(x) si x =2 XU . On a alors��0 = ��0[Occx(�0)  �x jx 2 Var(�0)] = �0�0[Occx(�0)  t0x j x 2 XU ] = M=u0[Occx(�0)  t0x j x 2 XU ] = M 0=u0. Par
conséquent,M 0 u0;r0;� N 0 avecN 0 =M 0[u0  ��0].

3. On cherche à atteindreN0 en partant deP = N [u0 � vu � wu  �u�u j u 2 U ]. Remarquons queN 0 = M 0[u0  ��0] = M [u0  ��0] = N [u0  ��0] = N [u0 �Occx(�0) t0x j x 2 XU ]. Or, pour



D.6 ALGORITHME ET TERMINAISON 217

tout x 2 XU , on aN=u0 � Occx(�0) = �0(x), et�0(x) !�(wu;ru;�u);ru t0x pour toutu 2 Ux. On définitr0 = Qx2XU u0 � (Qu2Ux vu � ru). On a alorsN q!@ P !�r0 N 0.
En conclusion, il existe bienM !�r M 0  @0 N 0  �r0 P . �
D.6 Algorithme et terminaison.

Démonstration (lemme 6.2 page 184). On démontre cette propriété par récurrence structurelle surs et t,
suivant les deux cas possibles pour la conditions E t.� Si s E ti alors jsj 6 jtij par hypothèse de récurrence, orjtij 6Pnk=1 jtkj = jtj � 1, donc jsj 6 jtj.� Si 8j 2 [n] sj E tij alors jsjj 6 jtij j par hypothèse de récurrence, orjtij j 6Pnk=1 jtkj = jtj � 1, donc8j 2 [n] jsj j 6 jtj � 1, donc jsj � 1 6Pnj=1 jsjj 6 jtj � 1, doncjsj 6 jtj.
Si t est un sous-terme propre des , alors jsj 66 jtj. On a doncs 6E t par contraposition de la proposition
précédente. Cette propriété est vrai également pour la hauteur des termes, pour les même raisons.
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Annexe N

Notations, Définitions et Propositions
Usuelles

Nous donnons ici les notations, définitions et propositions usuelles que nous ne rappelons pas explicitement
dans le texte. Pour plus de détails, on peut consulter par exemple [HO80, Wir90] pour les algèbres, [Hue80] pour
les occurrences, [Cou83] pour les arbres, [GTWW77] pour lesalgèbres initiales et continues, [Der87, Rao89]
pour les ensembles (pré)ordonnés, [GS90] pour les ensembles ordonnés complets, [Hue76, Ede85] pour les
substitutions, [Hue80] pour les notions de réduction et de confluence, et [HO80, DJ90] pour les systèmes de
réécriture.

N.1 Ensembles.

SoitE un ensemble.� P(E) est l’ensemble des parties deE� E� = Sn2IN En� E+ = Sn2INnf0gEn� {EA = E n A est le complémentaire deA dansE (on omet souvent l’indiceE)� jEj est le cardinal deE� La notation informelle(x1; : : : ; xn) désigne une suite den éléments, vide dans le casn = 0� 8a; b2 IN [a::b] = fx 2 IN j a 6 x 6 bg; [a::b[= fx 2 IN j a 6 x < bg; [b] = [1::b]; [a::+1[=fx 2 IN j a 6 xg� IR+ = [0;+1[� 8x2 IR bxc est la partie entière dex.

N.2 Relations.

SoitC une relation surE.� Pour toutA;B � E on noteA C B ssi 8a2A 8b2B a C b� C1C2 est la relation définie par :8x; z 2E x (C1C2) z ssi 9y 2E x C1 y C2 z
219
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N.3 Fonctions.

SoientE etF des ensembles.� E ! F (resp.FE) est l’ensemble des fonctions (resp. applications) deE dansF� On noteDom(f) est le domaine d’une fonctionf et Im(f) son image.� fjA est la restriction d’une fonctionf à un ensembleA : Dom(fjA) = Dom(f)\ A et 8x2Dom(fjA)fjA(x) = f(x)� E �n! F est l’ensemble des fonctions deE dansF , de domaine fini� IdE : E ! E est la fonction identité (l’indice est omis en pratique)

SiE a un élément particulier, noté0 (l’élément nul),� Une famille(xi)i2I deEI estpresque nulle ssi fi 2 I j xi 6= 0g est fini.� E(I) est l’ensemble des familles finies

N.4 Algèbre et magma.

Le terme deF -magma, ainsi que la notationM(F ), est fréquemment employé dans le cadre des schémas de
programme. Les termes plus courant de�-algèbreou deF -algèbreen sont d’exacts synonymes.� Un ensemble desortesest un ensemble finiS.� L’ensemble destypes du premier ordresurS estS+.� Un types 2 S1 est untype de constanted’arité nulle.� Un type(s1; : : : ; sn; s) 2 Sn+1 est untype d’opérateurd’arité n, notés1 � � � � � sn ! s.� UneS-signatureest un couple(F; �).� F est un ensemble denoms d’opérateur.� � : F ! S+ est unefonction de typage.

La notation(F; �) est abrégée enF , et expansée enff : �(f) j f 2 Fg. L’ensembleFn désigne le
sous-ensemble des opérateurs deF d’arité n. Pour toutf 2 F , on définit�(f) = s pour �(f) =s1 � � � � � sn ! s.� La notation abrégéef : s� ! s0 définit une famille(fn)n2IN d’opérateurs typés�(fn) = sn ! s.� UneF -algèbre(ouF -magma) est une structureM = h(Ms)s2S; (fM )f2F i.� (Ms)s2S est une famille d’ensembles indexés parS.� Pour toutf 2 F de types1 � � � � � sn ! s, fM est une application deMs1 � � � � �Msn !Ms.� UneF 0-algèbreM 0 est uneextensiond’uneF -algèbreM ssi :� S � S 0 et 8s2S M 0s =Ms� F � F 0 et 8f 2F fM 0 = fM

Nous omettons souvent l’indication des sortes afin d’alléger les notations.

N.5 Occurrence.� L’ensemble des occurrencesu estOcc = (IN n f0g)� ; c’est une séquence finie d’entiers strictement
positifs.



N.6 ARBRE 221� L’ occurrence videest notée�.� La concaténationdes occurrencesu etv est notéeu�v (ouuv lorsque le contexte l’autorise).� SiU etV sont des ensembles d’occurrences,U �V = fu�v j u 2 U; v 2 V g� (Occ; �; �) forme un monoïde.� Occ est partiellement ordonné par la relation dedomination6 suivante.� u 6 v ssi 9w v = u�w. On note alorsw = v=u et l’on dit queu est au dessus dev.� u < v ssi u 6 v et u 6= v� u 6 V ssi 8v 2 V u 6 v et U 6 v ssi 8u2U u 6 v et U 6 V ssi 8u2U 8v 2 Vu 6 v.� Deux occurrencesu etv sontdisjointes(ou parallèles), notéu k v, ssi u 66 v et v 66 u.� Une occurrenceu est disjointe d’un ensemble d’occurrencesV , notéu k V , ssi 8v 2 V u k V .� Deux ensembles d’occurrencesU etV sontparallèles, notéU k V , ssi 8u2U 8v 2 V u k v.� L’ensembleU est un ensemble d’occurrences disjointes ssi8u2U 8u02U u 6= u0 ) u k u0.
N.6 Arbre.� Un arbre t sur la signatureF est une fonction deOcc ! F dont le domaine est undomaine d’arbre

(voir [Cou83]). On notef(t1; : : : ; tn) l’arbre t de nœudf qui a pour fils lessous-arbrest1; : : : ; tn. Il est
de sorte�(t) = s ssi�(f) = s1 � � � � � sn ! s. Il estbien forméssit1; : : : ; tn sont bien formés et de
sorte respectives1; : : : ; sn.� Dom(t) est ledomainede l’arbret ; c’est un ensemble d’occurrences. L’arbret estfini ssiDom(t) est
fini. Il est infini dans le cas contraire.� t(u) est le symbole deF à l’occurrenceu de l’arbret.� t=u est le sous-arbre det à l’occurrenceu.� t[u t0] est l’arbret où l’on a remplacé à l’occurrenceu le sous-arbret=u par l’arbret0.� t[u �] est uncontexte, fonction qui àt0 associet[u t0].� t[x1=t1; : : : ; xn=tn] est l’arbret où l’on a remplacé le sous-arbrexi par l’arbreti à chaque occurrence du
symbolexi, pour touti 2 [n].� La taille d’un arbret est le cardinal de son domaine :jtj = jDom(t)j. C’est aussi son nombre de nœuds.
On a égalementjf(t1; : : : ; tn)j = 1 + jt1j+ � � �+ jtnj.� Occg(t) est l’ensemble des occurrences du symboleg dans l’arbret etOccG(t) = Sg2GOccg(t)� Roots(U) = Emin6(U) = fu 2 U j 8v 2U v 6 u ) u 6 vg est l’ensemble des racines d’un
ensemble d’occurrencesU .� Ms(F ) est l’ensemble des arbres finis de sortes surF .� M(F ) = Ss2SMs(F ) est l’ensemble des arbres finis surF . On note aussiM(F ) = (Ms(F ))s2S.� M1(F ) est l’ensemble de tous les arbres (finis ou infinis) surF .� M
(F ) =M(F [ 
) où
 = f
s : sgs2S est une signature disjointe deF .� M1
 (F ) =M1(F [ 
).

Lorsque nous omettons l’indication des sortes,
 désigne aussi l’un des symboles
s.� Lemme de König : tout arbre infini tel que chaque nœud n’a qu’un nombre fini de fils contient un chemin
(une branche) infini.
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N.7 Algèbre des termes.

SoitF une signature.� M (F ) est laF -algèbre des termes du premier ordre, constituée des domaines(Ms(F ))s2S et des
fonctions de construction d’arbres associées.� X = (Xs)s2S est une famille d’ensembles devariables.� M (F;X) =M (F [X) est laF -algèbre libreengendrée parX.� Var(t) est l’ensemble des variables deX qui apparaissent dans le termet.� Un termet estlinéaire ssi chaque variablex deVar(t) n’a qu’une occurrence danst. Il estd’ordre zéro
s’il n’a aucune occurrence de variable.

N.8 Algèbre initiale.� UneF -algèbreM estinitiale dans une classe d’algèbre ssi pour touteF -algèbreM 0 dans cette classe il
existe un unique homomorphismeevalM 0 :M !M 0.� L’algèbreM (F ) des termes du premier ordre est initiale. Pour touteF -algèbreM , on notetM =evalM (t) l’élément deM dénoté par le termet.� 8t2M(F;X) tq Var(t) � Xn = (x1; : : : ; xn), on notetXn ;M la fonction deMn ! M tqtXn ;M (m1; : : : ;mn) = t[x1=m1; : : : ; xn=mn]M .

N.9 Ensemble muni d’une relation.

SoitE un ensemble muni d’une relation4 (dont on note la réciproque<).� La relation stricte� associée à4 est définie par8x; y2E x � y ssi x 4 y et x 6< y� La relation4 estbien fondéessi il n’existe pas dansE de suite infinie strictement décroissante (pour�)

SoitA une partie deE.� L’ensemble deséléments minimaux deA estEmin4(A) = fx 2 A j 8y2A y 4 x ) x 4 yg� L’ensemble desplus petits éléments deA estMin4(A) = fx 2 A j 8y 2A x 4 yg� L’ensemble desminorants deA dansE estMinorE;4(A) = fx 2 E j 8y 2A x 4 yg� L’ensemble desbornes inférieures deA dansE est InfE;4(A) = Max4(MinorE;4(A)) =fx 2 E j 8y 2A x 4 y et 8z 2E (8y2A z 4 y) ) z 4 xg avec Max4(A) = Min<(A)
On définit de même (en considérant la relation réciproque) leséléments maximaux, lesplus grands éléments,
lesmajorants, et lesbornes supérieures. Ces définitions s’emploient en fait le plus souvent pour des préordres
(4 est transitive et réflexive) ou des ordres (4 est de plus antisymétrique).

N.10 Ensemble préordonné.

Soit (E;4) un ensemble préordonné.� La relation4 est unbeau préordressi� 8(xn)n2N 2EIN 9 i< j 2 IN xi 4 xj� La relation4 est unbon préordre(well-quasi-order) ssi c’est un beau préordre total.



N.11 ENSEMBLE ORDONNÉ 223� Le plongementE4 de4 dans les séquences (embedding) est défini par :� 8n6m2 IN 8x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym 2E (x1; : : : ; xn) E4 (y1; : : : ; ym) ssi9 16 i1< � � � < in6m 8j 2 [m] xij 4 yj� Lemme de Higman [Hig52, NW63] : le plongementE4 est un beau préordre ssi4 est un beau préordre.� Le plongement homéomorpheE4 (homeomorphic embedding) d’une signatureF dans les arbres fi-
nisM(F ) est défini par :� 8s; t2M(F ) s = f(s1; : : : ; sm) D4 g(t1; : : : ; tn) = t ssi(9i2 [m] si D4 t) ou (f 4 g et 9i1; : : : ; in 2 IN 1 6 i1 < � � � < in 6 m tq 8j 2 [n]sij D4 tj)
Lorsque la relation4 est l’égalité, on parle de plongement homéomorphe pur (pure homeomorphic
embedding).� Théorème de Kruskal [Kru60, NW63] : le plongement homéomorpheE4 est un beau préordre surM(f)
ssi4 est un beau préordre surF .

Par exemple, la relation d’ordre usuelle sur les entiers naturels est un bon ordre.

N.11 Ensemble ordonné.

Soient(E;6) un ensemble ordonné etA � E� S’il existe uneborne inférieure(resp.supérieure), elle est unique et notéeinf(A) (resp.sup(A))� On note?E = inf(E) (resp.>E = sup(E) le plus petit (resp. plus grand) élément deE, lorsqu’il existe.

À la différence de la terminologie anglaise, la relation6 n’est pas nécessairement totale ; pour insister sur ce
point, on parle d’ensemble partiellement ordonné.

N.12 Ensemble ordonné complet.� Un ensemble partiellement ordonné(poset) est un ensembleD muni d’une relation d’ordre partielle6.� L’ordre 6 estplat ssi 8d; d02D d 6 d0 , d = d0 _ d = ?D. On construit undomaine primitif(D;6) sur un ensembleE quelconque en lui ajoutant un nouvel élément? et en définissant6 comme
un ordre plat. On noteD = E? = E [ f?g.� Un sous-ensemble� deD estdirigé (directed) ssi chaque sous-ensemble fini propre de� admet une
borne supérieure.� Un ensemble partiellement ordonné(D;6) estcomplet(cpo) ssi tout sous-ensemble dirigé� deD
admet une borne supérieure. Nous supposons également que(D;6) admet un plus petit élément? (voir
[GTWW77] pour différentes notions de complétude). On dit aussi que (D;6) est undomaine(voir
néanmoins [GS90]).� Soient(D;6) et (D0;60) deux cpos et unef application deD ! D0.� f estmonotone ssi 8x; y 2D x 6 y ) f(x) 60 f(y)� f estcontinuessi pour tout sous-ensemble dirigé� deD, f(sup(�)) = sup(f(�)).� Si (Di;6i)i2[n] est une famille d’ensembles partiellement ordonnés, l’ensemble produitD = D1�� � ��Dn est partiellement ordonné par l’ordre partiel produit6 défini ainsi :� 8(xi)i2[n]; (yi)i2[n]2D (x1; : : : ; xn) 6 (y1; : : : ; yn) ssi 8i2 [n] xi 6i yi.
Si les(Di;6i) sont complets, alors(D;6) l’est aussi.



224 ANNEXE N. NOTATIONS, DÉFINITIONS ET PROPOSITIONS USUELLES� Proposition : SiE est un ensemble quelconque, alors(P(E);�) est un ensemble partiellement ordonné
complet : pour toutA 2 P(E), inf(A) = TB2AB, sup(A) = SB2A B,? = ? et> = P(E). De plus,
la réunion et l’intersection sont continues de(P(E);�)2 dans(P(E);�).� Théorème du point fixe : Sif est une fonction continue sur un ensemble partiellement ordonné completD,
alorsf admet unplus petit point fixelfp(f) = supn2IN(fn(?)), que l’on trouve parfois aussi notéf"!.

N.13 Algèbre continue.� UneF -algèbre ordonnéeD = h(Ds)s2S; (6s)s2S; (?s)s2S; (fD)f2F i est telle que :� h(Ds)s2S; (fD)f2F i est uneF -algèbre.� Pour touts 2 S, (Ds;6s) est un ensemble partiellement ordonné de plus petit élément?s.� Les fonctions(fD)f2F sont monotones.� UneF -algèbre ordonnée estcontinuessi� Pour touts 2 S, l’ensemble partiellement ordonné(Ds;6s) est complet.� Les fonctions(fD)f2F sont continues.

Une algèbrediscrèteest telle que tous ses ordres sont plats ; c’est un cas particulier d’algèbre continue.� M
(F ) = hM
(F ); (6s)s2S; (
s)s2S; (fM )f2F[
i est laF -algèbre ordonnée initiale; les (6s)s2S
sont définis précisément comme les plus petits ordres tels queM
(F ) forme une algèbre ordonnée (voir
[Cou86, Cou90a]).� M
(F;X) =M
(F [X) est laF -algèbre ordonnée libreengendrée parX.� M1
 (F;X) est laF -algèbre continue libreengendrée parX.� UneF 0-algèbre continueM 0 est uneextensiond’uneF -algèbre continueM ssi :� S � S 0 et 8s2S (M 0s;60s;?0s) = (Ms;6s;?s)� F � F 0 et 8f 2F fM 0 = fM

N.14 Schémas de programme récursifs.

Les définitions et propositions relatives aux schémas de programme sont données explicitement dans le texte à
la sectionx2.5.2. Elles sont complétées à la sectionx5.1.2 pour les questions liées aux classes d’interprétation,
à la comparaison de schémas, aux classes équationnelles, et à la correction des transformations. Elles sont
suivies à la sectionx5.2.1 de la définition des transformations usuelles basées sur le pliage et le dépliage. La
sectionx5.5.1 donne également les définitions qui concernent les inconnues auxiliaires.

N.15 Réduction et confluence.

Soit! une relation sur un ensembleE, dite relation de réduction.� !�1 = f(x; y) 2 E j y ! xg est la relation réciproque� La composition des réductions!1 et!2 est!1!2 = f(x; z) 2 E j 9y 2E x!1 y !2 zg� !0 = f(x; x) 2 E j x 2 Eg est l’égalité� !n+1 =!n ! pour n 2 IN



N.16 SUBSTITUTION 225� !� = Sn2IN!n est la fermeture réflexive-transitive de!� !+ = Sn2INnf0g!n est la fermeture transitive de!� $ =![ est la fermeture symétrique de!� Unedérivationfinie est une suite finie de réductionsx0 ! : : :! xn. Une dérivation infinie est une suite
infinie de réductions.� La relation! estconfluente ssi 8x; y; z 2E x � z !� y ) 9t2E x!� t � y

N.16 Substitution.

En matière de substitutions, on rencontre plus souvent la notationV pour l’ensemble des variables, ici notéX.� Une substitutionest une application� : X ! M(F;X) telle que l’ensembleDom(�) = fx 2 X j�(x) 6= xg soit fini ; Dom(�) est ledomainede�. Nous notonsfx1=t1; : : : ; xn=tng la substitution� ;
lesxi sont les éléments deDom(�) et les termesti = �(xi) forment l’imageIm(�).� La substitution identité(ou vide) est notée".� Les substitutions sont étendues par morphisme àM(F;X) : �(f(t1; : : : ; tn)) = f(�(t1); : : : ; �(tn)). SiT est un ensemble de termes, on note�(T ) = f�(t) j t 2 Tg.� La composition� � � de deux substitutions� et� est notée��.� On noteSubst(F;X) l’ ensemble des substitutions. Muni de la composition et de la substitution identité,
il forme un monoïde non-commutatif.� La restriction ��V de � à un sous-ensemble de variablesV � X est définie par(��V )(x) = six 2 V alors �(x) sinon x. C’est aussi une substitution.� Un renommage(ou permutation) � est une substitution qui envoyeX surX de manière bijective. On
noteRen(X) l’ensemble des renommages.� Soit 6 la relation (subsumption quasi-ordering) sur les termes définie par t 6 t0 ssi il existe une
substitution� telle quet0 = �(t). C’est un préordre surM(F;X). Si une telle� existe, la substitution��Var(t) est unique ; on la notet0 � t.� Soit� la relation sur les termes définie part � t0 ssi t 6 t0 et t > t0. C’est une relation d’équivalence
surM(F;X). Elle vérifiet � t0 ssi il existe une permutation� telle quet = �(t0).� Une substitution� estplus généralequ’une substitution�, noté� 6 �, ssi il existe une substitution
telle que� = �. La relation6 est un préordre surSubst(F;X).� SoitS un ensemble de termes. UnunificateurdeS est une substitution� telle que�(S) est un singleton.
On dit alors queS estunifiableet que l’élément de�(S) est uneunificationdeS. Un unificateur� est
un unificateur principaldeS ssi pour tout unificateur� deS, � 6 �. On noteMgu(S) l’ensemble des
unificateurs principaux deS. Nous avons les propositions suivantes.� Si S admet un unificateur, alors il admet un unificateur principal.� Si � 2 Mgu(S), alorsMgu(S) = Ren(X)�.

N.17 Système de réécriture.

Dans le cadre des systèmes de réécriture, les termes sont souvent notésM ,N , P ,Q plutôt quet.� Un système de réécritureR est un sous-ensemble de paires(�; �) deM(F;X)�M(F;X), appelées
règleset notéesr = h� ! �i. On noter�1 = h� ! �i la règle réciproqueet R�1 le système de
réécriturefh� ! �i j h�! �i 2 Rg.



226 ANNEXE N. NOTATIONS, DÉFINITIONS ET PROPOSITIONS USUELLES� Uneréduction deM enN à l’occurrenceu par la règler au moyen de la substitution� est un quintuplet(M;u; r; �;N), notéM !u;r;� N tel queM=u = �� etN = [u ��]. La relation de réduction!R
sur les termes est définie parM !R N ssi il existe une réductionM !u;r;� N .� u est l’occurrence d’uneexpression réductible(redex) deR dans le termeM ssiu 2 Occ(M) et il existe
une règler = h�! �ideR telle que� 6M=u. Elle détermine une unique réduction par� = (M=u)��
et N =M [u �(�)]. Cette définition n’a vraiment de sens que pourVar(�) � Var(�).� Un système de réécriture estlinéaire (resp. d’ordre zéro)à gauche(resp.à droite) ssi pour touth�! �i
deR, le terme� (resp.�) est linéaire (resp. d’ordre zéro)à gauche(resp.à droite). Il est linéaire ssi il
est linéaire à gauche et à droite.

À l’instar de [Cou86, DJ90, Cou90a], et au contraire de [Hue80, HO80], nous n’imposons pas dans la définition
dessystèmes de réécritureque les règlesh�! �i vérifientVar(�) � Var(�). Cette contrainte n’intervient que
pour assurer le déterminisme d’une réduction étant données une règle et une occurrence ; elle est indispensable
lorsque le système de réécriture sert précisément à modéliser un calcul déterministe, comme celui de la
sémantique des schémas de programme, des définitions de fonctions primitives récursives, etc. La sectionx5.3
nécessite quelques définitions supplémentaires (dérivations parallèles, superposition, paire critique) qui ne sont
données qu’à ce moment-là.
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classe d’interprétations,153

équationnelle, 152,153
classe de modèle de performance, 194
classe syntaxique, sémantique, 36
combinaison de coûts, 78, 109

statiques,91
comparaison de coût, voir< coût, comparaison>
comparaison triviale,79
compatibilité avec l’intersection, 128
compatibilité avec la fusion (des supports), 105
compatibilité avec la restriction (du support), 105
compatibilité avec les constructions de coûts, 107
compilateur,7, 12
compilation, 9, 15,38, 42, 82, 194

optimale, 145, 192, 193
partielle, 194

complexité, 81, 94
comportement dynamique, 37
comportement opérationnel, 8, 37
composabilité, 77,106, 120, 134
configuration,19, 22, 25
confluence, 9, 135, 161
congruence, 107
conjonction, 78
connexion de Galois contractante,139
continuation, 18, 19
contrainte de motif, 23
contruction de coûts statiques, 90, 91
conversion en schéma régulier, 65, 71
correction
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stratégie de réduction, 61
transformation de programme, 8, 9

correspondance paresseuse,140
correspondance stricte,140
coût, 76

absolu,91, 125, 130, 147
absolu presque partout, 93
additif, 77, 103, 108
asymptotique,100

global,101
local,101

combinaison,78, 109
compatible avec la fusion,105, 108
compatible avec la restriction,105, 108
composable, 108
conjoint,78
discriminant,104, 108
disjoint,78
distribution,93, 110
dynamique, 80
encadrement, 43, 77
équivalence,76
fini, 96
graduation, 110
homothétique,77, 103
identités, 109
limite, 97, 110
majoré,101, 111
maximum,99, 110, 128
moyen,94, 127, 130

fini, 97
limite, 98
normalement convergent,98
presque fini,97, 99
sur un support fini,95

négligeable,102
non borné, 97
permuté, 105
presque fini,97
presque partout,92, 97
procédé de construction, 90
produit,78
produit lexicographique,79
produit spécifique, 79
propriétés, 108

combinaisons, 109
propriétés préservées, 110
qualités, 103

stable,104, 108
statique,88

combinaison,91
déduit, 90, 91

strict,76
support fini, 111
synthétisé, 83
total,103

critère d’arrêt, 17, 26, 29, 32, 135, 174, 179,180
critère de Higman-Kruskal, 183
critère de performance, 9, 134, 135

décomposabilité, 107
déduction partielle, 10
définition clausale, 20, 23
déforestation, 22, 147
démonstration automatique, 21, 29, 179
dénotation, 141
dépliage, 13, 16, 22, 32, 64,154

correction, 16
dépliage/pliage

dirigé,166
faible, 155
faible dirigé,166

dérivation, 52, 57, 63,157
atomique,156
finie, 59

dérivation parallèle,156
déterminisme, 47
discrimination, 104
disjonction, 78
distribution,94, 110, 147
distributivité, 186
domaine de coût,76

abstrait,85, 132
algébrique,77
concret,86
dynamique,80
normé,98
produit,78
produit lexicographique, 79
statique,89

domaine de définition, 6, 36, 94
donnée, 6, 32, 36, 146

dynamique,10
multiforme, 147
statique,10

driving, 19, 20,23
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élément maximal,121
élément minimal,121
encadrement, 43, 77
ensemble d’exécutions, 148
ensemble des paires critiques,158
ensemble dirigé, 54
énumération, 134
environnement explicite,71, 186
environnement implicite,65
équivalence de coût,76
équivalence de programmes, 8,120, 193

extension paresseuse, 8,120
stricte, 8
sur un support,120

espace mémoire, 76, 79, 80, 147
évaluateur, 6
évaluation, 6
évaluation partielle, 5, 29,122

algorithme, 32
correction, 32
dynamique, 149
langage, 31
limites, 192
minimale,123, 130, 131
objet des transformations, 32
optimale,123, 129, 131
par un langage intermédiaire,140
paramétrable, 19, 27
problématique, 9, 122
puissance comparée, 30
terminaison, 32, 173
transformations, 32, 151

évaluation partielle généralisée, 19, 25, 26, 147
algorithme, 29
analyse, 28
correction, 29
langage, 28
objet des transformations, 29
principe, 26
puissance comparée, 31
terminaison, 29
transformations, 28

évaluation partielle optimale, 144
exécution, 6

compilée, 37
ensemble, 148
formalisation, 36
histoire, 44

machine, 37
modèle, 37
trace, 37

explosion de code, 18
expression

dynamique, 14, 22
réductible, 29, 58
répétée, 18
statique, 14, 147

Fibonaci, fonction, 18, 103
fidélité, 42
fonction

calculable, 6
de codage, 7, 8
de généralisation,178
de transport, 181
presque nulle, 98

formalisme sémantique, 7, 45
forme normale, 9

Galois, connexion contractante,139
généralisation,22
généralité, plus grande, 176
générateur de compilateur,12, 15
grammaire d’arbre, 19
graphe, 142

héritage, 15
heuristique, 9, 18, 134, 192
Higman, lemme, 133, 183
Higman-Kruskal, critère, 183
histoire de l’exécution,44
historique, 25,180
homothéticité,77

image,37
implémentation, 38, 45, 83

informelle, 84
inconnue,52

auxiliaire, 53, 167
principale, 167

instruction, 39, 42
instrumentation, 15
interprétation, 51,53, 56, 69, 86

additive, 82
combinée sémantique et coût, 87
discrète, 56
initiale, 153
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interprétation abstraite, 17, 19
interprète,6, 11, 15, 37
introduction de nouvelles définitions, 16
inversion de fonctions, 21

jugement,46

König, lemme, 177
Kruskal, théorème, 183

langage, 6,36
cible,7, 11, 37
compilé, 37
de domaines finis,37, 93
déterministe, 37
non-déterministe, 37
orienté-objet, 15
paresseux, 15, 28, 151
séquentiel, 37
source,6, 11, 37
strict, 151

légende, 109
liaison dynamique, 64
liaison statique, 64
linéarité à droite, 165
linéarité à gauche, 159, 163, 165
logique sous-jacente, 27
loi algébrique, 152

machine abstraite, 37, 43, 81
machine concrète, 37, 42, 81
machine d’exécution,37, 39

compilation, 41
schéma de programme, 62
sémantique naturelle, 47

majorant,121
McCarthy, fonction 91, 27
mémoïsation, 149
mesure de coût,76

composable,106
dynamique,80
produit,79
selon une distribution,94
statique,89

minimum, 121
minorant,121
modèle d’exécution,37

abstrait, 45
compilé,38, 42

fidélité, 42
pratique, 42
schéma de programme, 63
sémantique naturelle, 49
sémantique opérationnelle, 45

modèle de coût,76
dynamique,80
équivalence, 76
produit, 79
produit lexicographique, 79
statique,88

modèle de performance, 80, 89
dynamique,80

modèle intermédiaire, 135
motif, 20

norme monotone,98

optimalité, 119, 121, 123
optimisation, 9, 32, 119,121, 146
optimum local, 135
ordre de simplification, 183

paire critique,158
impropre,158
propre,158

performance, 9, 75
machine, 81
schémas de programme, 86
sémantique naturelle, 82

pliage, 13, 16, 22, 32,154
correction, 16

pliage/dépliage, 64, 165
restreint,154
système univoques,155

plongement dans les séquences, 133
plongement homéomorphe, 188

pur,183
plus grand élément,121
plus petit élément,121
primitives, 21
problématique de l’évaluation partielle, 9, 122
procédé de contruction de coûts statiques, 90
procédure principale, 37
produit, voir< coût produit>
produit lexicographique, voir< coût produit lexico-

graphique>
programmation dynamique, 149
programme, 6, 36
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composable,106
équivalence, 8, 9
incrémental, 15, 147
résiduel,10
résiduel trivial, 10, 13

projection, 19
projections de Futamura, 11−12, 15
propagation des constantes, 13, 14, 147
propagation des contraintes de motif, 23, 27
propriétés des relations de coûts, voir< coût, pro-

priétés>
pseudo-déterminisme, 49

qualité d’une relation de coût, voir< coût, qualités>
recherche de motif, 15
recherche exhaustive, 134
redémarrage généralisé, 17, 22, 25, 32, 174,176
réduction, 156

concrète,156
réécriture, 15

suivant les lois algébriques,154
règle sémantique, 154
règle validée par une interprétation, 54
règles de simplification, 54

étendues,55
relation de coût, voir< coût, comparaison>
ressource, 76
résultat, 6, 36

schéma de programme, 32, 51
algébrique,52, 64, 185

conversion, 65, 71
définitions, 52
équivalent, 152
interprétation, 51, 53
machine d’exécution, 62
modèle d’exécution, 63
performance, 86
régulier,52, 64, 185
sémantique, 52,53

opérationnelle, 52,54
plus petit point fixe, 52,53

solution,53
spécification,53, 55
syntaxe, 51
trace d’exécution, 63

sélecteur de données, 20, 23
sémantique, 6, 36

déclarative, 6
opérationnelle

modèle d’exécution, 45
opératoire, 6, 37

sémantique dénotationnelle, 65
sémantique naturelle, 46

machine d’exécution, 47
modèle d’exécution, 49
performance, 82
trace d’exécution, 49

sémantique opérationnelle structurelle, 46
séquence de transformations,169
séquent,46
simplification sémantique, 27, 28
SML, voir < STANDARD ML >
solution d’un schéma de programme, 53
sous-système d’équations, 53, 167
spécialisation, 10, 147

algorithme, 16
analyse, 15
applications, 15
correction, 16
critère d’arrêt, 17
extensions, 19
gain, 18
langage, 15
monovariante, 14
objet des transformations, 17< offline >, 17< online>, 16
polyvariante, 14
principes, 10
puissance comparée, 30
terminaison, 17
transformations, 16
triviale, 13

spécialiseur,10
spécification,53

algébrique, 130
sémantique, 7, 45

stabilité, 104, 126
STANDARD ML, 13, 36, 136
stratégie de réduction, 56,58

correction,61
structure de contrôle, 32, 146
style de programmation, 9, 18, 33

définition clausale, 20, 23
passage à la continuation, 18, 19
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primitives, 21
sélecteur de données, 20, 23

sujet,46
supercompilation, 17, 19, 147, 184

algorithme, 25
analyse, 22
applications, 21
correction, 25
exemples, 20
langage, 22
objet des transformations, 26
puissance comparée, 30
terminaison, 25
transformations, 22

superoptimiseur, 134
superposition,158

impropre,158
propre,158

support,89, 120, 122
fini, 89, 93, 99, 101, 111

syntaxe abstraite, 36, 38, 54, 56, 66
syntaxe algébrique, 56
syntaxe concrète, 36
système d’équations, 51,52

univoques, 155
système de calcul formel, 26
système de preuve formelle, 21, 26
système de réécriture, 179

commutativité, 159, 161
confluence, 161
linéarité à droite, 165
linéarité à gauche, 159, 163, 165

taille, 17, 18, 81,100, 181
temps, 76, 79, 80, 147
terminaison, 9, 179, 193
test de boucle (loop checking), 17, 182, 184
trace d’exécution,37, 42, 49, 63, 83, 86

élémentaire,44
traduction, 8, 37, 56, 68
transformation, 8, 153

automatisée, 9
complète, 8
composée, 9, 179
correcte, 8, 9, 16, 152,153
élémentaire, 8, 179
globale, 8
locale, 8, 106

monotone, 135
paresseuse, 16, 18, 23
pliage/dépliage,154
séquence,169
valide, 8

treillis normé, 98
tri topologique, 143

unificateur rationnel, 166

valeur calculée par une stratégie de réduction, 58,
59

valeur conditionellement statique, 19, 148
valeur partiellement statique, 19
valeur statique, 14
variable algébrique, 185
variable sémantique, 65
variable syntaxique, 65, 185
visibilité (scope), 53, 64

ZML, 135


