
Exercice 1 (�Anytime policy�)

Nous nous plaçons dans le cadre de la prédiction séquentielle avec avis d'experts: les obser-

vations sont notées y1, y2, . . . A la date t, l'agent doit prendre une décision dt connaissant

• les décisions f1,t, . . . , fi,t, . . . , fK,t proposées par K experts

• tout le passé (les ys pour 1 ≤ s < t et les décisions passées des experts fi,s pour

1 ≤ s < t et 1 ≤ i ≤ K).

La perte instantanée encourue au temps t est `(yt, dt) ∈ [0, 1]. On considère la stratégie S
à poids exponentiels dé�nie par: avec probabilité

pi,t =
exp(−ηtLi,t−1)∑K
k=1 exp(−ηtLk,t−1)

,

la décision choisie est dt = fi,t, où ηt =
√

4 logK
t .

Le regret de S après n étapes est

Rn =

n∑
t=1

`(yt, dt)− min
1≤i≤K

n∑
t=1

`(yt, fi,t).

1) Soit q = (q1, . . . , qK) un vecteur de probabilités (i.e. ∀i, qi ≥ 0 et
∑

i qi = 1). Soient

a1, . . . , aK des nombres réels. Montrer que la fonction φ : η 7→ 1
η log

(∑
i qi exp(ηai)

)
dé�nie sur R∗+ est croissante. Indication: on pourra introduire χ : u 7→ u ln(u) + 1− u, et
écrire la dérivée de φ en fonction de

∑
i qiχ

(
exp(ηai)/

∑
j qj exp(ηaj)

)
, et étudier le signe

de χ.
2) En utilisant le résultat précédent et en adaptant la démonstration vue en cours, montrer

que pour tout n, on a ERn ≤ logK
ηn

+
∑n

t=1 ηt
8 et donc que ERn ≤

√
n logK.

3) Quel est l'avantage de cette stratégie de décision par rapport à celle vue en cours?

Exercice 2 (Regret par rapport à la meilleure alternance d'experts)

On se place dans le cadre de la prédiction séquentielle avec K experts sur n pas de temps.

Soit (yt)t≥1 une suite de nombres de l'intervalle [0; 1]. L'expert k fournit au temps t la
prédiction fk,t dans l'intervalle [0; 1]. Soit ` une fonction (de perte) de [0; 1] × [0; 1] dans
[0; 1] telle que pour tout y, la fonction

[
y′ 7→ `(y, y′)

]
est convexe.

Soit s ∈ N tel que 1 ≤ s < n. Pour ~k = (k1, . . . , ks) un vecteur d'entiers de {1, . . . ,K},
et pour ~t = (t0, . . . , ts) un vecteur d'entiers tels que t0 = 1 < t1 < t2 < · · · < ts−1 < n <
n+1 = ts, on dé�nit l'expert g

(~t,~k)
par: pour tout i ∈ {1, . . . , s}, pour tout t ∈ [ti−1, ti[, sa

recommandation est fki,t. L'expert g(~t,~k) alterne donc entre les di�érents experts (initiaux)

suivant la période où il se trouve.

Soit G =
{
g
(~t,~k)

: ~k ∈ {1, . . . ,K}s et ~t ∈ Ns+1 tel que t0 = 1 < t1 < t2 < · · · < ts−1 <

n < n + 1 = ts
}
. Soit Rn le regret par rapport au meilleur expert dans G: Rn est la

di�érence entre la perte cumulée de l'agent et celle du meilleur expert dans G.
1) Proposer une stratégie pour laquelle on démontrera que le regret Rn est borné par√
n ln(Kanb)

2 où on précisera l'expression de a et b en fonction de s.
2) Que retrouvons-nous pour s = 1?


